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& e R e Definition der Begriffe

Cle\Icll  Tragfahige mentale Modelle fiir
stellungen einen Begriff oder ein Verfahren

,a a Wichtige' e FUr einen Inhaltsbereich

grundlegende Fakten
Grunfdlagen Grund- (Begriffsdefinitionen, Formeln, Satze, ...)
ur das

Verstehen

wissen :
» Sollten auswendig

gewusst werden

« Anwendung von Routinekalktlen

« Anwendung des Grundwissens

In einer typischen Situation
(geforderte Operation vorgeben)
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UNIVERSITAT Kernpunkte des
KOBLENZ - LANDAU Grundvorstellungskonzepts

vom Hofe, R.; Hattermann, M. (2014): Zugange zu negativen Zahlen. mathematik lehren 183, S. 2-7 |

» Grundvorstellungen
D> reprasentieren abstrakte Begriffe auf einer anschaulichen Ebene

D> stellen Verbindung zwischen abstrakter Mathematik und aul3er-
sowie innermathematischen Anwendungszusammenhéangen her

» Zwei Typen von Grundvorstellungen

> Primare Grundvorstellungen
» haben ihre Wurzeln in gegenstandlichen Handlungserfahrungen

> Sekundéare Grundvorstellungen

» werden zunehmend mit mathematischen Darstellungsmitteln
(Zahlenstrahl, Koordinatensystem, Graph, ...) reprasentiert
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@ Eo'\E';L'E\QE RLSAHDﬁ Grundverstandnis

» Grundverstandnis
> ... ist Ausbildung von Grundvorstellungen und deren Vernetzung

> ... eines mathematischen Inhalts kann mit drei Dimensionen
umfassend beschrieben werden.

» Sinnkonstituierung durch Ankntpfung an bekannte
Sachzusammenhéange oder Handlungsvorstellungen

» Aufbau visueller Reprasentationen, die operatives Handeln
auf der Vorstellungsebene ermdglichen

» Fahigkeit zur Anwendung des Inhalts auf die Wirklichkeit durch
Erkennen der entsprechenden Struktur in Sachzusammenhangen
oder Modellieren des Sachproblems mit Hilfe der mathematischen
Struktur
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UNIVERSITAT -
@ KOBLENZ - LANDAU Tangentensteigung

» Klassischer Zugang » Problembereiche

> 1. Schritt: > 1. Schritt:
Definition der Steigung einer Paradigmenwechsel vom geo-
Kurve im Punkt P Uber die metrischen zum analytischen
Steigung der Tangente in P Tangentenbegriff

> 2. Schritt: > 2. Schritt:
Tangente als Grenzlage Liegt quer zur Schmieg-
von Sekanten vorstellung der Tangente

> 3. Schritt: > 3. Schritt:
Berechnung der Tangenten- Gibt es Uberhaupt einen
steigung als Grenzwert Grenzfall von Sekanten? Eine

Gerade durch einen Punkt ist
gar nicht eindeutig festgeleqgt.
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& e R e Was ist eine Tangente?

Geometrische |
Sichtweise: )
Tangente als )
globale |
| y : "‘K Stutzgerade B 7a S
. Analytische
2 Sichtweise:
' Tangente als

lokale
Schmieggerade
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UNIVERSITAT Tangente als Grenzlage

Sekantensteigung:
Pz, f(@o)) 151 f(x) — flxo)
Qz, f(z)) G o
10 Tangentensteigung:
. J(=@) = f(=@o)
5 f(il?) - f(il?()) lll—gilo r— Xy
f(xo) P T — %o . .
| 1) ——— ” . il Die Tangentensteigung kommt
-2 V o 2 «JEN der Zahl 2 beliebig nahe, wenn
‘ x gegen xo = 1 strebt.
» Beispiel: f:R - R}, x o x?
> P(1,1); Q(x, f(x)) x# 1
> Sekantensteigung: fG) -1 x*-1 +1-(x—1) £ (x4 1)
x—1  x-1 x —1 B
- : _ 2 _
> Tangentensteigung: limf(X) 1_ -1 lim(x + 1) = 2 P,
x-1 x—1 x-1 x —1 x-1
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& e R e Lokale Anderungsrate

» Kontext Geschwindigkeiten

> ,Neulich bin ich mit dem Auto von Bielefeld nach Berlin gefahren
und habe fur 400 km genau 4 Stunden gebraucht.”

>  Dann warst du aber mit 100 “Tm nicht besonders schnell.”

> ,Wie man‘s nimmt, manchmal bin ich Gber 150 “Tm gefahren.”

> Bewegungen MV e

> Zeit t - zuriickgelegter Weg x 0m 50m 100m  150m

> Die Weg-Zeit-Funktion ordnet jedem Zeitpunkt t
den bis dahin zurtickgelegten Weg x zu. t = x(t)

» Anfahrvorgang (Beschleunigungsphase)

Dt x(t) = %a -t mit konstanter Beschleunigung a = 2 Sﬂz

1 1
> x(t)=5a~t2 =_- = t? =15-t?
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& e R e Lokale Anderungsrate

http://mwww.walter-fendt.de/ph14d/beschleunigung.htm |

> Zurlckgelegter Weg (Anfahrvorgang mit konst. Beschleunigung a = 2 3)

> Erste Sekunde: Zeitintervall [0 s, 1 s] x(t) =15 ¢?
x(1s)—x(0s)
=15 (12~ 15 (05)? e A
Om 50m 100m 150m

=Im—-0m=1m
> Zweite Sekunde: Zeitintervall [1 s, 2 s]
x(2s)—x(15s)
= 1822-(25)2 — 1822-(15)2
=4m—-—1m=3m
> Dritte Sekunde: Zeitintervall [2 s, 3 s]
x(3s) —x(2s)
= 1822-(35)2 — 1822-(25)2

<
—9m-—4m=5m Absolute Anderung d
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& e R e Lokale Anderungsrate

» Zuruckgelegter Weg

> Zeitintervall [ty t1] =[1s,3 s] )

x(t;) — x(ty) = x(3s) —x(1s) =8m Absolute Anderung
> In den zwei Sekunden von ty, = 1 s bis

t; = 3 s werden 8 m zuruickgeleqgt.

> In dieser Zeit werden im Mittel .
x(t))-x(tp) _ 3°m-1"m _ 8m _ 4 relative Anderung

ti—to  3s—1s 2s s’ = Anderungsrate
also 4 m pro Sekunde zurtickgelegt.

> Die mittlere Geschwindigkeit (Durchschnittsgeschwindigkeit)
Im Zeitintervall [ty,t;] = [1 s, 3 s] betragt 4—

> Bestimmen der mittlere Geschwindigkeit im Zeitintervall [t,, t;]:
» Wegdifferenz x(t;) — x(t,) auf zugehdrige
Zeitdifferenz t; — t, beziehen:

» Mittlere Geschwindigkeit im Intervall [tg, t]: () =x(to)

t1—0o
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& e R e Lokale Anderungsrate

» Momentangeschwindigkeit

> Je Kkleiner das Intervall [t, t], je ndher also t an t, = 1 heranrckt,
desto naher kommt die mittlere Geschwindigkeit dem Wert 2 =.

Sie kommt ihm beliebig nahe.

> N&herung von der anderen Seite (t < t,) liefert: x(t) =152
» Mittlere Geschwindigkeit
Zeitintervall [¢, to] x(t:)—:(t) im Zeitintervall [t t,]
T ot
1°m — 0°m m
0O0s;1s — 1=
| | 1s —0s S
1°m — 0,9°m m
09s;1s ' =19—
[ | 1s —09s S
1°m — 0,99°m m
0,99s;1s ’ = 1,99 —
[ | 1s —0,99s S
1°m — 0,999° m m
0,999s;1s ’ = 1,999 —
[ | 1s —0,999s S
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& e R e Lokale Anderungsrate

» Momentangeschwindigkeit

> Je Kkleiner das Intervall [t, t], je ndher also t an t, = 1 heranrckt,
desto naher kommt die mittlere Geschwindigkeit dem Wert 2 =.

Sie kommt ihm beliebig nahe.
> Jede andere Annaherung an den Zeitpunkt

Lokale
to = 1 fuhrt zur selben Momentangeschwindigkeit.

> Ist t ein benachbarter Zeitpunkt von t, = 1, dann ergibt sich
fur die mittlere Geschwindigkeit im Intervall [1, t] der Wert:

x(t)-x(1s) _ 1522'@2—(1 5)?) _
t—1s - t—1s -

(t+1s)(t—15s) x(t) =131 .¢2
t—1s >

=15-(t+1s)=15-(1s+1)
> 15 (1s+t) kommtdem Wert 2 = beliebig nahe,
wenn nur t gendgend nahe bei 1 s liegt.

> Damit ist die Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt t, = 1's
bestimmt. Sie betragt hier 2 =.

m .
s2
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& e R e Lokale Anderungsrate

» Vorteile

Der Zugang zum Ableitungsbegriff als Ubergang von der
mittleren zur lokalen Anderungsrate hat den Vorteil, dass

> der kinematische Kontext an Alltagserfahrungen von Jugendlichen
anknupft. (Stral3enverkehr, Computerspiele, Sport, ...)

> bei geeigneter Betrachtung der zeitlichen Anderung von
Geschwindigkeiten ein adaquates Verstandnis des Begriffes
der Momentanbeschleunigung aufgebaut werden kann.

> er weit Uber die Kinematik hinaus tragfahig ist:
Egal wo ein Anderungsverhalten punktuell beschrieben
werden soll, wird das Beispiel zum universellen Modell.
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@ UNIVERSITAT
KOBLENZ - LANDAU

Zusammenfassung: Ableitung
als lokale Anderungsrate

Syntaktische Darstellung Inhaltliche Erlauterung

f(x0)
f(x) = f(xo)

f () = f(xo)

X — Xp

f’(xo) — lim f(x) - f(xo)

X=X X — Xp

Zum Zeitpunkt x, zurtickgelegter Weg.
In der Zeit von x, bis x zurtickgelegter Wegqg.

In der Zeit von x, bis x zurtickgelegter Weg
bezogen auf die daflr bendtigte Zeitspanne

x — xq (Das ist die Durchschnittsgeschwindigkeit
Im Zeitintervall [x,, x].).

Momentane Geschwindigkeit zum Zeitpunkt x.

Jurgen Roth ¢ Grundvorstellungen zur Analysis

Landau ¢ 15.10.2015 «



UNIVERSITAT Zusammenfassung: Ableitung
KOBLENZ - LANDAU als lokale Anderungsrate

Beschrei- Schritt 1 Schritt 2 Schritt3 Schritt 4
bungsebene :

F@) = £ 100

symbolisch f(x0) F(x) = f(x) — i hm f(x) = fxo)
X — X T X — x,
relativer
Zuwachs :
absoluter . " ; momentane
Bestand Im Zeitinter- :
: : Zuwachs : (lokale)
inhaltlich zum : : vall [xq,x] @ &
: In der Zeit : Anderungsrate
Zeitpunkt x : (mittlere = .
von xo bisx : zum Zeitpunkt x,
Anderungs- :
rate)
termino- Funktions- leferenz eIEl Differenzen- .
: Funktions- : ; Ableitung
logisch wert quotient  :

werte

algebraisch analytisch

7
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UNIVERSITAT .
@ KOBLENZ - LANDAU Beispiel

» Inhaltliches Verstandnis von Ableitungsregeln
> ,Die Ableitung von x?2 ist 2x“ wird oft rein syntaktisch verstanden.

> Inhaltlich: ,Warum ist die lokale Anderungsrate des
Flacheninhalts eines Quadrats der Kantenlange x
gleich seinem halben Umfang?*

> Absolute Anderung des Flacheninhalts: T h
Fur kleine h im Wesentlichen
die schattierten Rechtecke.
> Relative Anderung des Flacheninhalts
(mittlere Anderungsrate): €T

Fur kleine h im Wesentlichen
gleich dem halben Umfang.

(x+h)?%—x?

> Naherung ~ 2x ist beliebig h
gut, wenn h hinreichend Klein ist.
> Analog fur inhaltliches Verstehen von ,die Ableitung von x3 ist 3x2“ ®,

Landau ¢ 15.10.2015 20
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N AR Grundverstandnis

Danckwerts/Vogel (2006): Analysis verstandlich unterrichten. Heidelberg: Spektrum Akademischer Verlag, S. 68-91 |
» Parabel mit Tangente » Hineingezoomt
Im Punkt P(1,1)

AN

y
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N AR Grundverstandnis

Danckwerts/Vogel (2006): Analysis verstandlich unterrichten. Heidelberg: Spektrum Akademischer Verlag, S. 68-91 |

» Schmiegeffekt der Tangente

> Unterschied der Parabel > Wie grof ist die Abweichung (h)?
und der Tangente in der
Nachbarschaft von P(1,1)? > Funktionsgleichung: f(x) = x?

> Tangentengleichung:
t(x) = f(xo) + m- (x — xp)
tx)=2-(x—1)+1

> Abweichung
r(h)=f(A+h)—t(1+h)

=(1+h)?*—-2h+1)
=14+2h+h?*—-2h—-1

= h? ()
(h) = h?
r = :
% - 0firh-0 ‘b
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N AR Grundverstandnis

Danckwerts/Vogel (2006): Analysis verstandlich unterrichten. Heidelberg: Spektrum Akademischer Verlag, S. 68-91
» Schmiegeffekt anderer Geraden durch P(1,1)
> Wie grol} ist die Abweichung r(h)?
_____________________ > Funktionsgleichung:  f(x) = x?
> Geradengleichung:

gx) = f(xg) + m- (x — xp) m # 2
gx)y=m-(x—-1)+1 m #+ 2

> Abweichung
r(h)=f(1+h)—g(l+h)

=1+ h)?>—(mh+1)
=14+2h+h?>—-—mh-1

+ — - - - — — - - —

14+ h 2 =n+2-m-h () g
r(h)=h®2+2—-m)-h <
-0furh-0 @
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UNIVERSITAT Grundverstandnis:
KOBLENZ - LANDAU Schmiegeffekt

Danckwerts/Vogel (2006): Analysis verstandlich unterrichten. Heidelberg: Spektrum Akademischer Verlag, S. 68-91 |

» Absolute Abweichung > Offensichtlich ist die Bedingung
> Tangente in P T(h) 0 fir h->0
r(h) = h? (*) ein analytischer Ausdruck fir
r(h) - 0 fir h = 0 die Schmiegeigenschaft der
Tangente. Tangent
> Andere Gerade durch P N
r(h)=h*+Q2-m)-h (* \ | \p//
r(h) -0 fur h—- 0 1
» Relative Abweichung |
> Tangente in P o /R X
r(h) -1 o //[ 1 W\ 2\
=h=>01Mrhr=0 > Die verscharfte Restbedingung
> Andere Gerade durch P lim *® — o
rh) aber lim (1) =
. =h+2—-—m)mitm # 2 (9egenuber lim r(h) = 0) |
r(h) charakterisiert die Tangente als
-~ 2—m#0 fir h >0 bestapproximierende Gerade. ¢ J
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UNIVERSITAT Zusammenfassung: Ableitung
KOBLENZ - LANDAU als lokale Linearisierung

Danckwerts/Vogel (2006): Analysis verstandlich unterrichten. Heidelberg: Spektrum Akademischer Verlag, S. 68-91 |

» Ableitung als lokale » Anwendungen der
lineare Approximation lokalen Linearisierung
> Der Graph von f lasst sich in > Numerische Naherungen

der Nahe von x, durch die > Fehlerrechnung
Tangente in x, so annéhern, )
dass der Fehler r(h) der > Taylor-Abschatzung
Approximation besonders gut, > Leibniz‘sche Differenziale
namlich schneller als h, gegen > Newton-Verfahren
null gent: > Beweis von Ableitungsregeln
flxo +h) > Verallgemeinerungsfahigkeit
=t(xy + h) + r(h) auf hohere Dimensionen
= f(xo) + f'(x0) - h + r(h)
r(h)

Tangentengleichung

t(x) = fxo) + f'(x0) - (x = xo)
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UNIVERSITAT Zusammenfassung: Ableitung
KOBLENZ - LANDAU als lokale Linearisierung

Danckwerts/Vogel (2006): Analysis verstandlich unterrichten. Heidelberg: Spektrum Akademischer Verlag, S. 68-91 |

Werte werden Werte Fehler Glte der

der Funktion genghert der Tangente der Naherung

nahe x, durch nahe x, Néherung firh - 0
f(xo+h) ~  tlxo+h) r(h) = f(xo + h) — t(xo + h) r(h)

=f(xo) +f'(xg)-h | =f(xg+h)—f(xo) — f'(x0) - h h

Zuwachse  werden Zuwéachse Fehler Glte der
der Funktion genghert der Tangente der Naherung
nahe x, durch nahe x, Néherung furh - 0
r(h
Fro+ ) —fG) =  flG)h r(h) o
(Differenz Ay) (Differenzial dy)

<
@
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UNIVERSITAT Zusammenfassung: Ableitung
KOBLENZ - LANDAU als lokale Linearisierung

Danckwerts/Vogel (2006): Analysis verstandlich unterrichten. Heidelberg: Spektrum Akademischer Verlag, S. 68-91 |

f(zo+ h);

t(a’io —+ h)"
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UNIVERSITAT Analytische Definitionen
KOBLENZ - LANDAU der Ableitung

Danckwerts/Vogel (2006): Analysis verstandlich unterrichten. Heidelberg: Spektrum Akademischer Verlag, S. 68-91 |

» Definition Gber die » Definition Uber die
lokale Anderungsrate lokale Approximation
Eine Funktion f: D - R, D € R heil3t Eine Funktion f:D - R, D € R heil3t
an der Stelle x, € D differenzierbar, an der Stelle x, € D differenzierbar,
wenn der Grenzwert wenn es eine Gerade t,, durch den
 Fle 4+ h) — ) Punkt (_xo,f_(xo)) gibt, so dass der
}ll_rf(l) p Approximationsfehler
existiert. Er hei3t Ableitung von f r(h) = f(xo +h) = tx,(xo + h)
an dgr Stelle x, und wird mit f'(x,) (xo + h € D) der Bedingung
bezeichnet.
__r(h)
AR =0

genugt. Die Steigung von ¢, heil3t

Ableitung von f an der Stelle x, und
wird mit f'(x,) bezeichnet.
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@ UNIVERSITAT EXkurs: Tangentengleichung im
KOBLENZ - LANDAU Punkt P(xo,f(xo)) an G,

» Berechnung der Tangentengleichung
> Funktionsgleichung einer Geraden: y=m-x+t

> m ist die Steigung der Geraden. Flr
eine Tangente, die sich im Punkt

P(xo, f (%)) an Gy anschmiegt, gilt: m = f'(xp)

> Da die Tangente durch P(x,, f (x,))
verlauft, erfullen dessen Koordinaten

die Funktionsgleichung. Es gilt also: flxg) =m-xy+t
» Im Beispiel: f(x) = x?
> Mit f'(x) = 2x folgt: m=2-x,
> Mit P(xq, f(x0)) = (x0,x3) ergibt sich: x¢ =2xy-x9+t
=t = —x§

> Damit ergibt sich die Tangentengleichung
Im Punkt P(xo,f(xo)) Zu: y = 2xy - X — x8

Jurgen Roth ¢ Grundvorstellungen zur Analysis Landau ¢ 15.10.2015« 30



UNIVERSITAT P-@- vicaktic der
(77 KOBLENZ - ANDAU @ iriornien

Grundvorstellungen
zur Differenzial- und Integralrechnung

1  Grundvorstellungen

2  Ableitungsbegriff
» Ableitung als Tangentensteigung
= Ableitung als lokale Anderungsrate
= Ableitung als lokale lineare Approximation

3 Integralbegriff
» Rekonstruktion der Gesamteffekts
= Mittelung
= Qrientierter Flacheninhalt

Danckwerts, R.; Vogel, D. (2006): Analysis verstandlich unterrichten. Heidelberg: Spektrum Akademischer Verlag
Bichter, A.; Henn, H.-W. (2010): Elementare Analysis. Heidelberg: Spektrum Akademischer Verlag
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Aspekte Rekonstruieren Mitteln

Unterliegende Kumulieren Gesamteffekt Flacheninhalt
Vorstellungen (Prozess) (Produkt)
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