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Didaktik der
Mathematik

Einige typische Schiilerschwierigkeiten

4

Schwierigkeit mit Pfeilklassen 7} |

Algebraische Auffassung von Vektoren fehlt ‘;’/

(,Vektor” — ,Schalter wird auf Geometrie gestellt”™) 7% |

Deutung von Zahlenpaaren/-tripeln als Pfeile 7}

Schwierigkeiten mit dem Nullvektor 7% | y

Lernen ohne die Entwicklung von (Grund-)Vorstellungen "% /
e
-

Vektorformeln aufstellen 7%

,Ortsvektor” als Problemfall %

14112026  Malle, G. (2005). Schwierigkeiten mit dem Vektorbegriff. Mathematik lehren, 133, 16-19 RPTU



Sekundarstufen

° ° ° ° R idaktik der
Schwierigkeit: Pfeilklassen STU n Miathematik

Ein Vektor ist etwas Einzelnes. Es gibt naturlich
mehrere Vektoren, das sind dann mehrere
Pfeile, aber eine Gesamtheit? Das kann ich mir
nicht vorstellen.

Interviewer (I)
Was stellst du dir unter einem Vektor vor?

Einen Pfeil in einem Raum.
I: Wasist fur dich ein Vektor?

Interviewer (I)
Jemand sagt:

,Ein Vektor ist die /

Gesamtheit dieser

Pfeile.”

Was sagst du dazu?

Stimmt nicht.

Etwas Einzelnes, womit man rechnen kann
oder eben zeichnen. Jeder Einzelne dieser
vier Pfeile ist ein Vektor.

I: Diese Pfeile sind gleich lang, parallel und gleich
orientiert. Handelt es sich immer um ein und
denselben Vektor?

Nein! Wenn es ein und derselbe
Vektor ware, dann wurde ja nur
ein Vektor [gemeint: Pfeil] da sein.

I: Warum?

Malle, G. (2005). Schwierigkeiten mit dem Vektorbegriff.
5 14.11.2026 Mathematik lehren, 133,16-19




Sekundarstufen

° ° ° ° R idaktik der
Schwierigkeit: Pfeilklassen STU n Miathematik

C

Interviewer (I)
Jemand sagt:

,Ein Vektor ist die // /
Gesamtheit dieser

Pfeile.” /
Was sagst du dazu?

Richard (R)
Diese vier Vektoren kann man aneinander-
reihen und kommt dann auf einen Vektor,
einen Gesamtvektor.

Aufgabe: Von einem Parallelo- D
gramm ABCD kennt man die Eck-
punkte A, B und D. Bestimme die
Koordinaten des Eckpunkts C.

S

A a

Ich wiirde Vektor b auf Vektor @ so lange
verschieben, bis ich zum Punkt B komme,

und dann habe ich den Vektor BC ... Das ist

eigentlich genau derselbe Vektor wie b, nur von
einem anderen Punkt zu einem anderen Punkt.

I: Bitte zeichne das auf. Kann man behaupten: BC = b?

R: [Fertigt eine Zeichnung an]
—_———p
—_—

Nein, weil BC geht von einem anderen Punkt
als b aus.

6 14112026  Malle, G. (2005). Schwierigkeiten mit dem Vektorbegriff. Mathematik lehren, 133, 16-19 RPTU



Schwierigkeit:
Algebraische Auffassung von Vektoren

R Didaktik der
TUJ Mathematik
P Sekundarstufen

Schiilerlosungen Sandra
Aufgabe A
Bei den vier Spielen eines Fuldballcups
wurden von folgenden Spielern Tore T
geschossen. J
1. Spiel: Mliller (2), Schmid (1), Kaiser (2) H S K
2.Spiel: Maier (3), Schmid (2), Eder (1)
3. Spl.eI: Muller (1), Eder (2), Schmid (1) 7, N 2 3 —» s
4, Spiel: Kaiser (4) y
Ordne jedem Spieler einen Vektor zu, ( 7-) @ Richard
der angibt, wie viele Tore er in jedem
Spiel geschossen hat. T Tcem
._1“: 4%&) s. 1 Comn ‘/(: (aa ™ S
Alexandra
7 14112026  Malle, G. (2005). Schwierigkeiten mit dem Vektorbegriff. Mathematik lehren, 133, 16-19 RPTU




Sekundarstufen

Schwierigkeit: R Tun Didae der
Algebraische Auffassung von Vektoren P

Schiilerlosungen
Aufgabe 1. Spc'ef J S/m&@ Natascha
Bei den vier Spielen eines Ful3ballcups H. A Hoiws -
wurden von folgenden Spielern Tore ' Z' ' \l/ //}7
geschossen.
1. Spiel: Mdiller (2), Schmid (1), Kaiser (2) y = 4
2. Spiel: Maier (3), Schmid (2), Eder (1) | ' . %
3.Spiel: Miller (1), Eder (2), Schmid (1) Mitlier A\{-l-'TBrc &GNt
4. Spiel: Kaiser (4) Men
Ordne jedem Spieler einen Vektor zu,
der angibt, wie viele Tore er in jedem ¥oul A 2+ AA
Spiel geschossen hat. A __%,'
X -
.Sdlwwf =T } P)(+QPE¢{<,

8 14112026  Malle, G. (2005). Schwierigkeiten mit dem Vektorbegriff. Mathematik lehren, 133, 16-19 RPTU



Mathematik

Sekundarstufen

Schwierigkeit: R Tun Didaltk der
P

Algebraische Auffassung von Vektoren

. : 150 70 :
I: Sind die Vektoren ( 70 ) und (150) gleich oder

verschieden?

Interviewer (I)
Was stellst du dir unter einem Vektor vor?

O EEE!
lch weil3 nicht. Ich habe
uberhaupt keine Ahnung.
Ein Vektor ist fur mich
nur ein Buchstabe mit
oben einem Pfeil.

150

L ]
'
[ ]
’
!
]
0
B
'
o'

[Fertigt eine
Zeichnung an.]

y[1] SEETARES

=

70 150

Du erkennst die Ungleichheit dieser Vektoren
aufgrund einer Zeichnung. Kannst du das auch
ohne Zeichnung begrunden?

Nl

9 14.11.2026 Malle, G. (2005). Schwierigkeiten mit dem Vektorbegriff. Mathematik lehren, 133, 16-19



Mathematik

Sekundarstufen

Schwierigkeit: R Tun Didaltk der
P

Deutung von Zahlenpaaren als Pfeile

Interviewer (I)
Stellt das Zahlenpaar (i) einen Pfeil oder

einen Punkt dar?

Zahlenpaare konnen...
m in der Regel als Punkte gedeutet werden.

m haufig nicht als Pfeile gedeutet werden.

Natascha (N)
(3]4) sind die Koordinaten von einem
Punkt im ebenen Koordinatensystem

Interviewer (I) : o :
im Zweidimensionalen.

Stellt das Zahlenpaar (131) einen Pfeil oder

einen Punkt dar?

I: Kann dieses Zahlenpaar auch einen Pfeil
darstellen?

N: Nein, da brauchte ich noch ein zweites
Koordinatenpaar, um den Pfeil darzustel-
len. Aber ich habe nur eines gegeben,
also kann es nur einen Punkt darstellen.

So wie es da steht mit dieser Spaltenform
ist es ein Pfeil. Wenn (3|4) da stehen wurde,
ware es ein Punkt.

10 14112026  Malle, G. (2005). Schwierigkeiten mit dem Vektorbegriff. Mathematik lehren, 133, 16-19 RPTU



Sekundarstufen

° ° ° R idaktik der
Schwierigkeit: Nullvektor STU n Miathematik

[Schreibt] Dann ist es ein Punkt.
Nullvektor

m Grenzfall eines Vektors I: Dannist es ein Punkt?

m Entarteter Pfeil der Lange
Null (das ist aber ein Punkt)

Ja, der Nullpunkt.

: o
m Weil Lernende Vektoren Kann es auch ein Pfeil sein

haufig mit Pfeilen
identifizieren, ist der
Nullvektor fur sie kein
Vektor.

Nein!

I: Warum nicht?

Es ist kein Pfeil. Es steckt keine Verbindung drinnen.

Das ware also ein Zahlenpaar, das man nicht als Pfeil
interpretieren kann?

NES

1 14.11.2026 Malle, G. (2005). Schwierigkeiten mit dem Vektorbegriff. Mathematik lehren, 133, 16-19



Sekundarstufen

° ° ° R idaktik der
Schwierigkeit: Nullvektor STU n Miathematik

Situation Und wennr = 07?
Es geht um den
Vektorr - d. Dann gibt's den Vektor nicht.

Christoph (C): Esist der Nullpunkt.

Es ist der Nullpunkt?

s Ja.

... Ja, er muss im Koordinatenursprung liegen. Ah nein, es ist ein
Vektor! Richtig. D.h. es ist der Punkt, wo der Vektor a weggehen
wurde, also der Schaft ... Ja der kann auch irgendwo anders liegen,
aber der Punkt muss da liegen

. Aber nein, der kann uberall liegen. Denn
wenn der Vektor uberall liegen kann, kann der Punkt uberall liegen.

12 14012026 Malle, G. (2005). Schwierigkeiten mit dem Vektorbegriff. Mathematik lehren, 133,16-19 RPTU &



° ° ° R idaktik der
Schwierigkeit: Vektorformeln aufstellen PTlJ::: Mathematik

Sekundarstufen

Aufgabe
Stelle eine Formel auf, fur den

Mittelpunkt M einer Strecke AB.

. Probleme
Alle gingen von der- :

selben Skizze aus. 71’ M B

m |Im Prinzip wird so gedacht:
,lch gehe von A4 aus, fuge die Halfte

Sie schrieben aber unterschiedliches auf: =, .,
von AB dazu und komme zu M.

—  4+B

Isabella: - M === m  Wie kann der Gedankengang mit
Florian: M = AB Hilfe der Vektorsymbolik notiert

' 2 werden? M=A4+--4B

. . = A+AB .y e
Martin: M =—; = Unverstandnis des Vektorbegriffs
Karin: M = A-B m ,Typkontrolle” Pfeil «—> Punkt fehlt.
2

13 14712026  Malle, G. (2005). Schwierigkeiten mit dem Vektorbegriff. Mathematik lehren, 133, 16-19 RPTU &



° ° ° R idaktik der
Schwierigkeit: ,,Ortsvektoren” ST n Matheratik

Sekundarstufen

Aufgabe
Berechne den Vektor AB und veranschauliche
ihn an einer Skizze: 4 = (86), B = (13]12)

Christian rechnet richtig:

— —)_ 5
B A_(6)

Er zeichnet die Punkte 4 und B
einigermalen richtig in ein
Koordinatensystem ein.

AnschlieRend stellt er den Vektor AB | ' I > 4
aber als Ortspfeil dar. Ol 4 S T A X

14 14112026  Malle, G. (2005). Schwierigkeiten mit dem Vektorbegriff. Mathematik lehren, 133, 16-19 RPTU



Didaktik der

Zugange zum Vektorbegriff Mathematik
Was ist ein Vektor? Schulmathematik / ///
Es gibt viele Antworten auf diese Frage. (1) Ein Vektor ist eine Pfeilklasse. /
(2) Ein Vektor ist eine
Verschiebung,
Ein Vektor ist ein Element also eine Anderung
eines Vektorraums. der Lage.

Axiomatischer Zugang
uber die Struktur

(3) Ein Vektor ist ein n-Tupel.
m Ein Vektor vist als n-Tupel ein Element des R".

m Er kannje nach Bedarf als
Zeilenvektorv = (vq, ..., v,) (771)

oder auch als Spaltenvektor v =
geschrieben werden.

-

Un

15 14.11.2026 Malle, G. (2005). Neue Wege in der Vektorgeometrie. Mathematik lehren, 133, 8-14



R Didaktik der

Vektoren als Pfeilklassen TU| | ¥ Mathematik

= ’

Vektor im Pfeilklassenmodell Probleme mit dem Pfeilklassenmodell
Ein Vektor ist eine Klasse gleich langer,

) .7 ) Erfullt Vektorraumaxiome, aber Probleme
paralleler und gleich orientierter Pfeile. . ’

mit der Definition der Rechengesetze uber
Reprdsentanten »»

/}( m Einfuhrung der Rechenoperationen und

/ Beweise der Rechengesetzte kompliziert

= Konsequente und saubere Anwendung des
Pfeilklassenmodells findet oft nicht statt.

m Nurin der Schulmathematik etabliert.

m Passt nicht zur Denkweise in
0 Analytischer Geometrie
o und Physik.

16 14112026  Malle, G. (2005). Neue Wege in der Vektorgeometrie. Mathematik lehren, 133, 8-14 »» RPTU



R Didaktik der

Vektoren als Pfeilklassen STU) & & v
Vektor im Pfeilklassenmodell Rechenoperationen fiir Pfeilklassen
Ein Vektor ist eine Klasse gleich langer, m ... sind Uber Reprasentanten definiert.

paralleler und gleich orientierter Pfeile. .
m Addition: Definition durch Reprasentanten

—a

Unabhingigkeit von den gewihlten /Zi'
Reprasentanten gezeigt werden!

/ = Vervielfachung: Definition durch Reprasentanten
r>0 E r=20 E r<o0
Bei jeder Definition muss die E }v E

17 14.11.2026 Malle, G. (2005). Neue Wege in der Vektorgeometrie. Mathematik lehren, 133, 8-14  https://www.geogebra.org/m/p6btdgts Q « RPTU
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Pfeilklassen passen nicht zur R TU::: idakci der
Denkweise der Analytischen Geometrie =

D C
Aufgabe

m Von einem Parallelogramm ABCD
kennt man die Eckpunkte A, B und D.

Bestimme die Koordinaten des
Eckpunkts C.

18 14112026  Malle, G. (2005). Neue Wege in der Vektorgeometrie. Mathematik lehren, 133, 8-14 & RPTU



Sekundarstufen

Pfeilklassen passen nicht zur R Tun Didscic der
Denkweise der Physik P

Wo greift die Zugkraft an?

T

T

CLJLJ -

Kraftpfeile dirfen nicht

beliebig verschoben werden!

19 14112026  Malle, G. (2005). Neue Wege in der Vektorgeometrie. Mathematik lehren, 133, 8-14 & RPTU



os

R Didaktik der

Vektoren als n-Tupel einflihren! TU| L % Mathemati

muuum r T Ao B

ensl’%; ‘3% %& C RoBauer Kasern m 14 < H
et Lot
o ‘3 - Ly

% b o Qf_f’ Ex ?eusmw .
PRy ﬂ*’%‘ih ¥ ;’g 3 H g Idee: Sachverhalte mit Zahlen bzw. n-Tupeln darstellen
S0. A §4.+ SRoose ke B,

g% cgfa"“gﬁ‘;;ﬁvili’;% P NS Beispiele fiir reelle Zahlen (1-Tupel)

-'3)3 S.-Freud-Pk _ N . . .
S s SN 2 Thermometer, Wasserstandsanzeiger, ... Wichtig:

;% ﬁ;f;_— g g, S o Mo . . . .

2§ oar, ‘f’ g MP T = Beispiele flir 2-Tupel DleseLZugang.ﬁc
X ien . ‘ Stadtplane, Schachbrett, zum Vektorbegri
) Fahrtenschreiber, ... Ist bewu.sst el
00 OB £ arithmetisch und

|
ari:»
| 5

= Beispiele fiir 3-Tupel wird dringend
Rk s o I Stlckzahlen in einem Lager, empfohlen.
0 s, QOREE B S Testergebnisse, rgb-Farben,

o Musey m

¥ Maria- . QW p. o % 2650 | - ;
Theres:en- N s . 3 oot W )
1 Ok I 3 e Oy q. i A 7
P : % oy Sty p Kursalon 7 :
< = B L=y A 1 = T T g 7 Zaw
-8 A I . BischS | P 4 1 \\\\\:\\\\
e pL15ng: SV S & wf; o
; &7 Schiller : ‘- 2 @ e o USRS A
pl. i e Gy 355, 0¢ O A <
& < rarea, e si- . Rudal

‘Q i . - \ J R4 ] !
4’@\%@ ":'T PN Pt A R . 8¢ n- g 'ﬂ"iom

f?ﬁeg“ﬁ 05/ 48 : Jel) =
@La 'g—l 9”%?:.. YRy : — e, ’ | e Fnz‘w : 2

20 14.11.2026 Malle, G. (2005). Von Koordinaten zu Vektoren. Mathematik lehren, 133, 4-7



Mathematik

Sekundarstufen

Vektoren als n-Tupel einfiihren! R TU::: Didaktik der
P

Verstandnisanker: rgb-Farben

Prototypische Situation zum Ausbilden von Grundvor- Y
stellungen & einem Erklarungskontext zu einem mathematischen Sachverhalt. ®

s
. r-Wert = 105
+
Farbvektor

l - g-Wert= 1/3

- b-Wert = 231
O

-
|
|

21 14112026 »
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Mathematik

Sekundarstufen

Situationen beschreiben, berechnen und losen

Vektoren als n-Tupel einflihren! R TU:: Didakiik der
P

N

Tests

Beate und Dora haben zwei Tests absolviert.

Bei jedem Test konnte man 20 Punkte erreichen.
Beate erhielt auf den ersten Test 15 Punkte

und auf den zweiten 18 Punkte. Dora erhielt
jedes Mal zwei Punkte weniger als Beate. /

Gib ein Zahlenpaar an, das ...
m Beates Punktzahlen bei den beiden Tests angibt.

m Doras Punktzahl bei den beiden Tests angibt.
m die Punktzahlen der beiden Madchen beim ersten Test angibt.

m Die Punktzahlen der beiden Madchen beim zweiten Test angibt.

22 14.11.2026 Malle, G. (2005). Von Koordinaten zu Vektoren. Mathematik lehren, 133, 4-7



Mathematik

Sekundarstufen

Vektoren als n-Tupel einflihren! R T”:: Didakiik der
P

Situationen beschreiben, berechnen und Iosen

Produktionskosten ) : (115€>
Stlckpreise: 135€
Eine Firma erzeugt drei Waren. Die Stuckpreise 140€
der Waren sind 115 €, 135 € und 140 €. 728
Im Lager befinden sich von diesen Waren 728, Lagerbestand: (644>
644 bzw. 840 Stuck, bestellt wurden 411, 433 840
bzw. 596 Stick. Es fallen Produktionskosten 411
von 65 €, 70 € bzw. 72 € pro Stiick an. Bestellzahlen: (ggg)
a) Beschreibe die Stuckpreise, den Lagerbestand, 6oE
die Bestellzahlen und die Produktionskosten Sraeliletoreosia e <70€>
jeweils durch ein Zahlentripel. 7€

b) Die Produktionskosten steigen um 5 € pro Stuck. Deshalb erhoht die Firma die Stlckpreise

ebenfalls um 5 € pro Stuck. Dadurch sinken die Bestellungen fur die erste Ware um 56 Stuck,
fur die zweite Ware um 112 Stuck und fur die dritte Ware um 134 Stuck. Um weitere Kosten zu
sparen, wird der Lagerbestand um ein Viertel gesenkt. Wie lauten jetzt die Zahlentripel?

14.11.2026 Malle, G. (2005). Von Koordinaten zu Vektoren. Mathematik lehren, 133, 4-7



Mathematik

Sekundarstufen

Vektoren als n-Tupel einflihren! R T”:: Didakiik der
P

Situationen beschreiben, berechnen und Iosen

Warenlager Rabatte

Die Verkaufspreise (in Euro) von vier Waren
werden durch den Vektor V = (v4|v,|vs|vy)
angegeben. Bei Groldabnahme erhalt man
35 9% Rabatt. Es sei V' der Vektor der Preise
bei GroRabnahme und R der Vektor der

Eine Firma verkauft zwei Waren, die sie in zwei

Lagern aufbewahrt. Der Vektor A= (alay)
gibt die Stuckzahlen der beiden Waren im

ersten Lager, der Vektor B = (b1|b,) die
Stuckzahlen der beiden Waren im zweiten

Lager an. Der Vektor C gebe die Stuckzahlen

der beiden Waren in beiden Lagern zusammen REIDETHS:

an. a) Welche Beziehung besteht
a) Driicke € durch 4 und B aus. zwischen R und V?

b) Was gibt der Vektor B — 4 an? b) Welche Be_z)iehung besteht
c) Was sagt die Gleichung B =2 4aus? zwischen V' und V?

d) Driicke in diesem Fall € durch 4 aus.

24 14.11.2026 Malle, G. (2005). Von Koordinaten zu Vektoren. Mathematik lehren, 133, 4-7
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Sekundarstufen

Vektoren als n-Tupel einflihren! R T”:: Didakiik der
P

Situationen beschreiben, berechnen und Iosen

Zimmerpreise Firmenbestellung

Ein Hotel hat 25 Zimmer. Der Vektor P € R?5 Fine Firma bestellt 100 Waren. Die

gibt die Zimmerpreise an, der Vektor B € R?5 Stlckzahlen der bestellten Waren

gibt an, wie oft jedes Zimmer im laufenden seien sy, Sy, ..., S100, die Preise der

Monat belegt war. Waren seien p1, py, -.-, P100-

a) Driicke die Gesamteinnahmen G a) Schreibe einen Stiickzahlvektor §
des Hotels im laufenden Monat und einen Preisvektor}_)) auf.

durch P und B aus. S
b) Was bedeutets$ - P?

b) Im nachsten Monat werden die
Zimmerpreise um 5% erhoht.

Driicke wiederum G durch P und B aus.

25 14.11.2026 Malle, G. (2005). Von Koordinaten zu Vektoren. Mathematik lehren, 133, 4-7



Vektoren als n-Tupel einfiihren! R Didaktik der

o oo . TU | | Mathematik
Komponentenweise Erklarung von Rechenoperationen P -

Die Erkenntnis, dass Addition, Subtraktion und

Addition, Subtraktion, Vervielfachung Vervielfachung von Vektoren komponentenweise
= Komponentenweise erklart erklarbar ist, wird anhand von Aufgaben mit An-
wendungsbezug erarbeitet (vgl. Folien 27-30.) .
2 by a; + by
n ( : ) +| : | = :
An by, an * by Skalarprodukt
a, rea, Am Beispiel (Stuckpreis, Stuckzahl) einfuhren.
o ( : ) _ ( : ) (Vgl. Abschnitt 5: Skalarprodukt)
a, - ap . ay by
ﬁ)-b=<> :a1b1++a2b2
m Formelnvon R auf R™ Ubertragen an by,
0 b=12-n
0 b=12-7 Arithmetischen Zugang als Ubergang zu

linearen Gleichungssystemen (LGS) nutzen!

Malle, G. (2005). Von Koordinaten zu Vektoren. Mathematik lehren, 133, 4-7.
Blrger, H., Fischer, R., Malle, G. & Reichel, H.-C. (1980).

26 14.11.2026 Zur EinfGhrung des Vektorbegriffes: Arithmetische Vektoren mit geometrischer Deutung. JMD 1, 171-187.




Vektoren als n-Tupel einfiuithren! R | @@ Diceiicer
Rechengesetze (—» Vektorraum-Axiome) erarbeiten P -
Rechengisetze flir n-Tupel (Vektoren) (Vekt orraum-Axiom e) Rechengesetze
Firallea, b, ¢ € R" und alle r,s € R gilt: bzw. V:kt.or-

- - raum-Axiome

mat+b=b+a Kommutativitat der Vektoraddition

werden anhand

0 (?i + B) +¢=a-+ (E + ?:’) Assoziativitat der Vektoraddition von Aufgaben mit
. 0 Anwendungs-
ma+0=a Existenz eines Nullvektors 0 = <> bezug erarbeitet.
5 0 (Vgl. Folien 27-30)
ma+(—a)=0 Existenz eines Gegenvektors* zu jedem Vektor

—a a;
—d = ( : ) ist der Gegenvektor zua = ( : )
—0an an

m(r-s)-a=r-(s-a) Assoziativitat der Vervielfachung eines Vektors w
(a + b) B istributi "N

O a+r 1. Distributivgesetz |
>
m(r+s a+s 2. Distributivgesetz
o 1 a= Zi Neutrales Element bzgl. der Vervielfachung ‘
A

27 14.11.2026 Malle, G. (2005). Von Koordinaten zu Vektoren. Mathematik lehren, 133, 4-7 *Gegenvektor = inverses Element bzgl. +
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Mathematik

Sekundarstufen

Vektoren als n-Tupel (zahlenpaare, -tripel, ...) R Tun Didakeik der
P

2- & 3-Tupel geometrisch als Punkte oder Pfeile deuten

Jedem Zahlenpaar entsprechen unendlich viele Pfeile

A
in der Ebene, die alle gleich lang und (abgesehen von
Ein Pfeil ist den Nullpfeilen) gleich gerichtet und gleich orientiert
ein n-Tupel sind. Die Komponenten kénnen als Anderungen in Rich-
(Zahlenpaar, tung der jeweiligen Koordinatenachse gedeutet werden.
Zahlentripel, ...). Umgekehrt entspricht jedoch jedem Pfeil -
in der Ebene genau ein Zahlenpaar.
Was ist A
. 5 _
o Punkif. Geometrische Darstellung Ap|--mmnmmmmmmmmee QA =
Ein Punkt ist : ! T
: Jedem Zahlenpaar entspricht genau ; o
ein n-Tupel . : , n
ein Punkt in der Ebene und umgekehrt. , 3
(Zahlenpaar, i . N

Zahlentripel, ...).

Malle, G. (2005). Von Koordinaten zu Vektoren. Mathematik lehren, 133, 4-7.
Blrger, H., Fischer, R., Malle, G. & Reichel, H.-C. (1980).

29 14.11.2026 Zur EinfGhrung des Vektorbegriffes: Arithmetische Vektoren mit geometrischer Deutung. JMD, 1(3), 171-187.



Vektoren als n-Tupel (zahlenpaare, -tripel, ...) R Didakiik der
2- & 3-Tupel geometrisch als Punkte oder Pfeile deuten =}

: o
! c
! @
] o)
L > n
ay ,:_j .....
—  (aq
Zahlenpaa.rA = (az) i
als Punkt in der Ebene. Pfeil 4B gegeben durch
A Anfangs- und Endpunkt.
AB + BC
— (B -4) + (C— B)
> — z') — Z
= AC

Zahlenpaar a = (Z;)

als in der Ebene.

30 14.11.2026 https://www.geogebra.org/m/ysyzkgyn#material/uc2k3txn Q


https://www.geogebra.org/m/ysyzkgyn#material/uc2k3txn

Didaktik der

Grundvorstellungen zur Addition Mathematik

GV , Hinzufliigen”
Anna hat 2 €, ihre Eltern geben ihr 3 € dazu.

Wie viel Euro hat Anna insgesamt?
Grundvorstellungen (GV)
zur Addition

m Vom Hofe und Roth (2023)
beschreiben vier Grund-
vorstellungen zur Addition.

= Die Ausgangssituation ist ein Zustand, dann erfolgt
eine Anderung, das Ergebnis ist wieder ein Zustand.

m Folgende Gleichung beschreibt diese GV plakativ:
Zustand + = Zustand

m Zwei davon bewahren sich
im Rahmen von Zahl-
bereichserweiterungen um
inhaltlich-anschauliches
Verstandnis aufzubauen.

GV ,Zusammenfassen von f\nderungen”
Tobias bekommt von Onkel Jurgen 2 € und von Tante
Susanne 3 €. Wie viel Euro hat er insgesamt bekommen?

m Hier werden zwei Anderungen zu einer
Gesamtanderung zusammengefasst.

m Folgende Gleichung beschreibt diese GV plakativ:

vom Hofe, R. & Roth, J. (2023). + —
Grundvorstellungen aufbauen.
31 14.11.2026 Mathematik lehren, 236, 2-7



PP Malle, G. (2005). Neue Wege

Grundvorstellungen zur Addition ;avseeree, - R _ 1 @-@ pisakcicder
Geometrische Darstellungen ntips/wwgeogebraora/ey D -
Grundvors!:.ellung (GV) ,Hinzufiigen” ?V ,,Zusamm“enfassen von f\nderungen”
Zustand + Anderung = Zustand Anderung + Anderung = Gesamtanderung
Punkt-Pfeil-Darstellung: Pfeil-Darstellung:
m Reelle Zahlen —» Zahlengerade m Reelle Zahlen » Zahlengerade

; 3 > : : - ; -

é : : ! :
m Vektoren (n-Tupel) - Koordinatensystem m Vektoren (n-Tupel) = Koordinatensystem

A A
7
(6)

= = RPTU


https://www.geogebra.org/m/kpww4bah

Eckpunkte A, B und D eines Parallelogramms sollen Mathematik

SCh rei bweisen Aufgabe: Aus den bekannten Koordinaten der R TU ::: Didaktik der
[ X J
die Koordinaten des Eckpunkts € bestimmt werden. = Sekundarstufen
fur Vektoren

MaTeGnu
C=B+AD

A= (-2 1)

B + (D - 4) B=140

D = (-1, 3)
XD — X4
yp —y4) Vektorals n-Tupel

(Zustand und Anderung)

d = Vektor(A, D)

Schulblicher
OC = OB + AD
— 0B + (0D — 04)

o) (o)

Vektor als Pfeilklasse
(Nur Anderung)

33 141.2026 https://www.geogebra.org/m/fm3rmdps {3’ RPTU
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Mathematik
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Ebenengleichungen
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Schwierigkeit: R Tun Didscic der
Fehlende (Grund-)Vorstellungen =

Sekundarstufen

Situation
Viele Lernende benutzen Vektoren,
ohne zu verstehen, was sie tun.

Kennst du d'e, Parameter- Warum stellt das eine Gerade dar?
darstellung einer Geraden?

F: FUr t kann man auch Lambda schreiben.

Florian (F):
Ich glaube, das hat etwas mit die- )
— —. . Warum stellt das eine Gerade dar?
sem grof3en X zu tun. X ist gleich
irgendein Punkt 4 plus ¢ mal AB. S
[Erschreibt:] X =4+ t-AB F: Weils ich nicht!

35 14112026  Malle, G. (2005). Schwierigkeiten mit dem Vektorbegriff. Mathematik lehren, 133, 16-19 RPTU



R Didaktik der

Geradengleichung: Parameterform TU| L T Mathematik

Bemerkung
m Eine Gerade g ist eindeutig festgelegt uber
0 zwei verschiedene Punkte Z, B bzw.
5 einen Anfangspunkt 4 und einen
Richtungsvektor v = AB.

m Firjeden Punkt X der Gerade g gibt
es eine reelle Zahl t, so dass qilt:

X XA Xp
X=A+t-v bzw. <y>=<y,4>+t-<3’v>
Z Zp Zy

Geradengleichung: Parameterform
Eine Gerade g ist eine Menge aus Punkten, die
sich schreiben lasst als

™)
ox|

g={(X|X=A+¢-7 teR)
oderkurz g:X=A+¢t-v, teR

36  14.1.2026 https://www.geogebra.org/m/dy4np8ds Q RPTU


https://www.geogebra.org/m/dy4np8ds

Sekundarstufen

R idaktik der
(Grund-)Vorstellungen zu Geraden STU n Mathematik

o

0

-2

Représentant Vektor v Punkt P Spur X Gerade Geradengleichung

mehr Reprasentanten Verschiebur}g_S\éektor m ? = . 2 3
é =P4+t.-v = 4 +t- 1

37 141.2026 https://www.geogebra.org/m/dy4np8ds O RPTU
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R Didaktik der

Ebenengleichung: Parameterform TU| L T Mathematik

ool | Bemerkung
m Eine Ebene E ist eindeutig festgelegt Uber
0 drei nicht kollineare Punkte X, ﬁ, C bzw.
o einen Anfangspunkt 4 und zwei linear
unabhangige Richtungsvektoren
u=AB und ¥ = AC.
m Fir jeden Punkt X der Ebene E gibt
es zwei reelle Zahlen s und t, so dass qilt:

—

X=A+s- U+t -v

Ebenengleichung: Parameterform
Eine Ebene E ist eine Menge aus Punkten, die
sich schreiben lasst als:

E={)_()|)_(>=Z+5-Ti+t-1_5, S,tEIR}
oder kurz
EEX=A+s -1+t -V s,tER

RPTU



https://www.geogebra.org/m/bcye8ttd

Ebenengleichung: Koordinatenform

Didaktik der
Mathematik

Sekundarstufen

R
s
P

Beispiel: x+2y+3z=6 (%) O

Vermutung: Die Losungsmenge E der
Gleichung x + 2y + 3z = 6 ist eine Ebene.

Vorgehen
m Setztmany =z = 0 dann ergibtsich x = 6.

m Daraus ergibt sich der Punkt 4 = (6/0]0), 0
den man als Schnittpunkt von E mit der
x-Achse deuten kann.

m x =z =0lieferty = 3. B = (0]|3]0) ist
Schnittpunkt von E mit der y-Achse.

mx =y =0liefertz =2.C = (0]0]2) ist .
Schnittpunkt von E mit der z-Achse.

m A, B und C heiRen Spurpunkte und

man kann vermuten, dass die von ihnen
bestimmte Ebene die Losungsmenge E ist.

39  14.11.2026

https://www.geogebra.org/m/ysyzkgyn#material/hw3gz8ut @

Zu zeigen: Fur alle s, t € Rist der Punkt
X=A+s-4AB +t-AC Lésung der Gleichung (*).
Einsetzen der Punktkoordinaten liefert:

6 —6 —6 6 — 65 — 6t
)‘(’=<0)+s-(3>+t-<0) ( 3s )
0 0 2 2t

Einsetzen in die Gleichung (*) ergibt:
(6—6s—6t)+2:-35+3:-2t=6

Also ist X € E und die von

A, B und C aufgespannte
Ebene eine Teilmenge von E.

Durch Nachrechnen zeigt
man, dass jede weitere
Losung von (*) wieder
in der von den Spur-

punkten aufgespannten Ebene liegt.

~»
RPTU


https://www.geogebra.org/m/ysyzkgyn#material/hw3gz8ut

Didaktik der
Mathematik

Sekundarstufen

Tl Rheinland-Pfalzische
Technische Universitat
Kaiserslautern
Landau

Verstandnisorientierung
in der Analytischen Geometrie

1. Vektorbegriff - Schulerschwierigkeiten
und Zugang uber n-Tupel

2. Geometrische Deutung von Vektoren

3. Geraden- und Ebenengleichungen

H 3l

‘ ﬁ\w‘{\,{_' WL :J‘
v (LA o
. A l"«\‘ ‘4“"‘ \ juergen-roth.de RPTU
GeoGebra-Buch zu Modul 3\)
https://mategnu.de/m/I3 :
\ \_ T |58 ’ .‘| AR f

3 \


https://mategnu.de/m/l3

Kontakt
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