
26.05.2026

Didaktik der 
Mathematik
Sekundarstufen

Mathematik mit Technologie 
an Grundvorstellungen orientiert 
nachhaltig unterrichten

GeoGebra beim Lernen & Leisten
Beispiel: Umkehrfunktionen

Jürgen Roth
MaTeGnu, 2. Kohorte, 1. Modultag, Bad Kreuznach



26.05.20262

Lernen und Leisten

Roth, J. (2011). Computerwerkzeuge und Prüfungen – Probleme, Lösungsansätze und Chancen.
In: Kortenkamp et al. (Hrsg.): Computerwerkzeuge und Prüfungen (S. 67-79). Franzbecker.

In Prüfungen muss qualitativ und 
quantitativ das abgefragt werden, 
was auch den Unterricht qualitativ 
und quantitativ prägt. Henning Körner

Prüfungen sollten …
■ Ziele von Bildungsstandards und 

Lehrplänen widerspiegeln

■ im Einklang mit den Lehr- & Lern-
praktiken des Unterrichts stehen

■ Lernenden die Möglichkeit geben 
ihr Wissen und ihre Fähigkeiten 
geeignet darzustellen

Prüfungen verdeutlichen …
welche Kenntnisse und Fähigkeiten
für wichtig erachtet & honoriert werden
(Art der Aufgaben, geprüfte Fähigkeiten, Anzahl 
der Bewertungseinheiten, erlaubte Hilfsmittel)

Assessment
should not merely be done to students; 
rather, it should also be done for students, 
to guide and enhance their learning.
NCTM: Principles und Standards for School Mathematics

Constructive Alignment

https://juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2011/roth_2011_computerwerkzeuge_und_pruefungen.pdf
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GeoGebra beim Lernen & Leisten
Beispiel: Umkehrfunktionen

1. Lernziel

2. Erarbeitung

3. Sicherung

4. Prüfung

GeoGebra-Buch 
„Umkehrfunktionen“ 
https://roth.tel/umkehrfunktionen

https://roth.tel/umkehrfunktionen
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Lernziel
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Begriff: Umkehrfunktion

Roth, J. (2017). Zum y-Wert den x-Wert finden − Trigonometrische Funktionen umkehren. Mathematik lehren 204, 33-35.

Grundverständnis für Umkehrfunktionen
■ Umgekehrte Zuordnung am Graph erfassen

■ Funktionstest
■ Umkehrbarkeitstest
■ Definitionsbereich ggf. geeignet einschränken
■ Bedeutung 

□ Spiegelung an Winkelhalbierender (I/III)
□ Vertauschung von  und 

■ Verständnisanker aufbauen
■ (Grund-)Vorstellungen entwickeln

Ziel: Begriffsverständnis
bzgl. Umkehrfunktionen 

https://juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2017/Roth_2017_Trigonometrische_Funktionen_umkehren.pdf
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Erarbeitung
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Verständnisanker für Umkehrfunktionen
Umgekehrte Zuordnung

https://roth.tel/umkehrfunktionen

Verständnis-
anker
■ Einer Seitenlänge  

eines Quadrats wird 
ein Flächeninhalt  
zugeordnet.

■ Kann man am Graph 
dieses funktionalen 
Zusammenhangs 
auch für einen 
Flächeninhalt  
ablesen, welche 
Kantenlänge  
zugeordnet wird?

https://www.geogebra.org/m/zDX4NKR2#material/wxtm8frn
https://roth.tel/umkehrfunktionen
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Umgekehrte Zuordnung: Umkehrfunktion?

Roth, J. (2017). Zum y-Wert den x-Wert finden − Trigonometrische Funktionen umkehren. Mathematik lehren, 204, 33-35.
https://roth.tel/umkehrfunktionen

https://www.geogebra.org/m/zDX4NKR2#material/XNAz7Nev
https://roth.tel/umkehrfunktionen
https://juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2017/Roth_2017_Trigonometrische_Funktionen_umkehren.pdf
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Umgekehrte Zuordnung: Umkehrfunktion?

https://roth.tel/umkehrfunktionen

Aufgaben
Gegeben ist ein Graph eines Zusammenhangs .

1.  Überlegt, wie man überprüfen kann, ob es sich
 beidem Graph von  um einen Funktionsgraph
 handelt.

2.  Klickt im Applet „Umkehrfunktion?!“ auf das
 Auswahlfeld „Funktionstest“. Erkundet, wie ihr
 mit der erscheinenden Gerade überprüfen
 könnt, ob der Graph ein Funktionsgraph ist.
 Notiert euer Vorgehen und euer Ergebnis.

3.  Durch die Erkenntnis aus Aufgabe 2 könnt ihr
 jedem -Wert genau einen -Wert zuordnen.
 Dies könnt ihr durch Anklicken des Auswahlfelds 
„ -Wert“ und Ziehen am Punkt  erkunden.

https://www.geogebra.org/m/zDX4NKR2#material/XNAz7Nev
https://roth.tel/umkehrfunktionen
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Umgekehrte Zuordnung: Umkehrfunktion?

https://roth.tel/umkehrfunktionen

Aufgaben
4.  Kann man auch jedem -Wert genau einen 

 -Wert zuordnen? Überlegt zunächst ohne
 das Applet zu nutzen!
 Durch Anklicken des Auswahlfelds „ -Wert“ 
 und Ziehen am Punkt  könnt ihr das erkunden.

5.  Überlegt, wie man bei einem Graph über-
 prüfen kann, ob die umgekehrte Zuordnung
  eindeutig ist und notiert eure Ideen.

6.  Klickt auf das Auswahlfeld „Umkehrbarkeits-
 test“. Erkundet, wie ihr mit der erscheinenden
 Gerade überprüfen könnt, ob die umgekehrte
 Zuordnung eine Funktion ist.
 Notiert euer Vorgehen und euer Ergebnis.

https://www.geogebra.org/m/zDX4NKR2#material/XNAz7Nev
https://roth.tel/umkehrfunktionen
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Umgekehrte Zuordnung: Umkehrfunktion?

https://roth.tel/umkehrfunktionen

Aufgaben
7.  Überlegt, wie man den Definitionsbereich der

 Quadratfunktion einschränken müsste, damit
 die umgekehrte Zuordnung eine Funktion wird.

8.  Im Applet kann durch Klicken auf die Auswahl-
 knöpfe ,  bzw.  die Definitionsmenge der
 Funktion  entsprechend gewählt werden. Für 
 welche der so entstehenden Funktionen ist auch 
 die umgekehrte Zuordnung eine Funktion, die
 sogenannte Umkehrfunktion  von ? 
 Notiert und begründet eure Überlegungen.

Bemerkung: Ist eine Funktion  bzgl. einer Definitionsmenge umkehrbar ist, dann ist der 
Graph der Funktion zugleich auch der Graph der Umkehrfunktion . 
Man kann nämlich auch von einem beliebigen -Wert parallel zur -Achse zum Graphen 
laufen und anschließend senkrecht zur -Achse und dort den zugeordneten -Wert ablesen. 

https://www.geogebra.org/m/zDX4NKR2#material/XNAz7Nev
https://roth.tel/umkehrfunktionen
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Umgekehrte Zuordnung: Umkehrfunktion?

https://roth.tel/umkehrfunktionen

Aufgaben
9.  Spiegelt den Graph der Funktion  und damit 

 das ganze Koordinatensystem an der Winkel-
 halbierenden des I. und III. Quadranten des
 Koordinatensystems, indem ihr am blauen 
 Schieberegler -o---- zieht. Dabei wird die y-
 Achse auf die x-Achse abgebildet und 
 umgekehrt.

10. Macht euch klar, dass der Umkehrbarkeitstest 
  für die Funktion  dem Funktionstest für die 
  Umkehrfunktion  entspricht und umgekehrt.
  Aktiviert dazu beide Tests und stellt die Test-
  Geraden jeweils auf den gleichen Wert auf der 
  x- bzw. y-Achse ein.

https://www.geogebra.org/m/zDX4NKR2#material/XNAz7Nev
https://roth.tel/umkehrfunktionen
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Umgekehrte Zuordnung: Umkehrfunktion?

Roth, J. (2017). Zum y-Wert den x-Wert finden − Trigonometrische Funktionen umkehren. Mathematik lehren, 204, 33-35.
https://roth.tel/umkehrfunktionen

Schritte zur Bestimmung 
der Funktionsgleichung der  
Umkehrfunktion 𝒇𝒇−𝟏𝟏, wenn 
die Funktion 𝑓𝑓 umkehrbar ist.

Beispiel: 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 mit 𝑥𝑥 ≥ 0.

1. Schritt: Funktionsgleichung 
nach 𝑥𝑥 auflösen

 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2 

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥

 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 

2. Schritt: 𝑥𝑥 und 𝑦𝑦 vertauschen
 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 

�  

⏞=
𝑥𝑥≥0

𝑥𝑥

https://www.geogebra.org/m/zDX4NKR2#material/XNAz7Nev
https://roth.tel/umkehrfunktionen
https://juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2017/Roth_2017_Trigonometrische_Funktionen_umkehren.pdf
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Sicherung
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Funktionen umkehren

https://roth.tel/umkehrfunktionen

Aufgaben
Gegeben ist die 
Funktion  mit 

 
und .

1.  Überprüft, ob
 die Funktion  
 umkehrbar ist.

2.  Schränkt den
 Definitionsbereich
 ggf. so sein, dass
  umkehrbar wird.

3.  Bestimmt Graph 
 und Term der 
 Umkehrfunktion.

https://www.geogebra.org/m/zDX4NKR2#material/jbypa6xa
https://roth.tel/umkehrfunktionen
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Schritte zur Bestimmung 
der Funktionsgleichung der  
Umkehrfunktion 𝒇𝒇−𝟏𝟏, wenn 
die Funktion 𝑓𝑓 umkehrbar ist.

𝑦𝑦 = (𝑥𝑥 + 3)2 − 2 mit 𝑥𝑥 ≥ −3

1. Schritt: Funktionsgleichung 
nach 𝑥𝑥 auflösen

 𝑦𝑦 + 2 = (𝑥𝑥 + 3)2

𝑦𝑦 + 2 = 𝑥𝑥 + 3  

 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 + 2 − 3 

2. Schritt: 𝑥𝑥 und 𝑦𝑦 vertauschen

 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 + 2 − 3 

Funktionen umkehren

https://roth.tel/umkehrfunktionen

Aufgaben
Gegeben ist die 
Funktion  mit 

 
und .

1.  Überprüft, ob
 die Funktion  
 umkehrbar ist.

2.  Schränkt den
 Definitionsbereich
 ggf. so sein, dass
  umkehrbar wird.

3.  Bestimmt Graph 
 und Term der 
 Umkehrfunktion.

�  

⏞=
𝑥𝑥≥−3

𝑥𝑥 + 3 |−3

https://www.geogebra.org/m/zDX4NKR2#material/jbypa6xa
https://roth.tel/umkehrfunktionen
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Zum 𝒚𝒚-Wert den 𝒙𝒙-Wert bestimmen
Trigonometrische Funktionen umkehren

Roth, J. (2017). Zum y-Wert den x-Wert finden − Trigonometrische Funktionen umkehren. 
Mathematik lehren, 204, 33-35. • https://roth.tel/umkehrfunktionen

Aufgaben
Zu einem Sinuswert den 
Winkel finden.

1.  Überprüft, ob die
 Sinusfunktion
 umkehrbar ist.

2.  Schränkt den
 Definitionsbereich
 so sein, dass 
 umkehrbar wird.

3.  Bestimmt den Graph 
 der Umkehrfunktion.

4. Was heißt das für die
 gesuchten Winkel?

https://www.geogebra.org/m/zDX4NKR2#material/YRqeU59w
https://roth.tel/umkehrfunktionen
https://juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2017/Roth_2017_Trigonometrische_Funktionen_umkehren.pdf
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Prüfungsaufgaben
■ wie links
□ eventuell komplexer
□ GeoGebra als Kontrollinstanz

■ Schwerpunkt: 
Analysieren und Argumentieren 

■ Problemorientierung 
■ Realitätsnähe
■ …

Prüfungsaufgaben 
mit Bezug zum GeoGebra-Einsatz

Roth, J. (2011). Computerwerkzeuge und Prüfungen – Probleme, Lösungsansätze und Chancen.
In: Kortenkamp et al. (Hrsg.): Computerwerkzeuge und Prüfungen (S. 67-79). Franzbecker.

Prüfungsaufgaben
■ Standardaufgaben
■ Nutzung von mit GeoGebra 

gewonnenen Erkenntnissen 
■ Bildschirmausgaben von 

GeoGebra interpretieren 
■ Beschreiben (mehrerer) 

Lösungswege mit GeoGebra
■ …

Unterricht
mit 

GeoGebra

Prüfung
ohne

GeoGebra

Unterricht
mit 

GeoGebra

Prüfung
mit

GeoGebra

https://juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2011/roth_2011_computerwerkzeuge_und_pruefungen.pdf
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Prüfungsaufgabe

Roth, J. (2011). Computerwerkzeuge und Prüfungen – Probleme, Lösungsansätze und Chancen.
In: Kortenkamp et al. (Hrsg.): Computerwerkzeuge und Prüfungen (S. 67-79). Franzbecker.

Aufgaben
Gegeben ist die Funktion  mit 

 und .

1.  Entscheide ob die Funktion  umkehr-
 bar ist und erläutere, wie du zu dieser
 Aussage gekommen bist.

2.  Nenne vier möglichst große
 Teilintervalle von  in denen die
 Funktion  jeweils umkehrbar ist.

3.  Bestimme für ein möglichst großes
 Teilintervall  des Intervalls  den
 Graph der Umkehrfunktion zur Funk-
 tion  und .

https://juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2011/roth_2011_computerwerkzeuge_und_pruefungen.pdf
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Prüfungsaufgabe
Schülerlösung

Roth, J. (2011). Computerwerkzeuge und Prüfungen – Probleme, Lösungsansätze und Chancen.
In: Kortenkamp et al. (Hrsg.): Computerwerkzeuge und Prüfungen (S. 67-79). Franzbecker.

Aufgaben
Gegeben ist die Funktion  mit 

 und .

1.  Entscheide ob die Funktion  umkehr-
 bar ist und erläutere, wie du zu dieser
 Aussage gekommen bist.

2.  Nenne vier möglichst große
 Teilintervalle von  in denen die
 Funktion  jeweils umkehrbar ist.

3.  Bestimme für ein möglichst großes
 Teilintervall  des Intervalls  den
 Graph der Umkehrfunktion zur Funk-
 tion  und .

https://juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2011/roth_2011_computerwerkzeuge_und_pruefungen.pdf
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Prüfungsaufgabe
Schülerlösung

Roth, J. (2011). Computerwerkzeuge und Prüfungen – Probleme, Lösungsansätze und Chancen.
In: Kortenkamp et al. (Hrsg.): Computerwerkzeuge und Prüfungen (S. 67-79). Franzbecker.

Aufgaben
Gegeben ist die Funktion  mit 

 und .

1.  Entscheide ob die Funktion  umkehr-
 bar ist und erläutere, wie du zu dieser
 Aussage gekommen bist.

2.  Nenne vier möglichst große
 Teilintervalle von  in denen die
 Funktion  jeweils umkehrbar ist.

3.  Bestimme für ein möglichst großes
 Teilintervall  des Intervalls  den
 Graph der Umkehrfunktion zur Funk-
 tion  und .

https://juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2011/roth_2011_computerwerkzeuge_und_pruefungen.pdf
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Prüfungsaufgabe
Schülerlösung

Roth, J. (2011). Computerwerkzeuge und Prüfungen – Probleme, Lösungsansätze und Chancen.
In: Kortenkamp et al. (Hrsg.): Computerwerkzeuge und Prüfungen (S. 67-79). Franzbecker.

Aufgaben
Gegeben ist die Funktion  mit 

 und .

1.  Entscheide ob die Funktion  umkehr-
 bar ist und erläutere, wie du zu dieser
 Aussage gekommen bist.

2.  Nenne vier möglichst große
 Teilintervalle von  in denen die
 Funktion  jeweils umkehrbar ist.

3.  Bestimme für ein möglichst großes
 Teilintervall  des Intervalls  den
 Graph der Umkehrfunktion zur Funk-
 tion  und .

https://juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2011/roth_2011_computerwerkzeuge_und_pruefungen.pdf
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Prüfungsaufgabe
Schülerlösung

Roth, J. (2011). Computerwerkzeuge und Prüfungen – Probleme, Lösungsansätze und Chancen.
In: Kortenkamp et al. (Hrsg.): Computerwerkzeuge und Prüfungen (S. 67-79). Franzbecker.

Aufgaben
Gegeben ist die Funktion  mit 

 und .

1.  Entscheide ob die Funktion  umkehr-
 bar ist und erläutere, wie du zu dieser
 Aussage gekommen bist.

2.  Nenne vier möglichst große
 Teilintervalle von  in denen die
 Funktion  jeweils umkehrbar ist.

3.  Bestimme für ein möglichst großes
 Teilintervall  des Intervalls  den
 Graph der Umkehrfunktion zur Funk-
 tion  und .

https://juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2011/roth_2011_computerwerkzeuge_und_pruefungen.pdf
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Prüfungsaufgabe: Lösung mit GeoGebra

Roth, J. (2011). Computerwerkzeuge und Prüfungen – Probleme, Lösungsansätze und Chancen.
In: Kortenkamp et al. (Hrsg.): Computerwerkzeuge und Prüfungen (S. 67-79). Franzbecker.

https://www.geogebra.org/m/pahbcd4z

https://juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2011/roth_2011_computerwerkzeuge_und_pruefungen.pdf
https://www.geogebra.org/m/zDX4NKR2#material/jbypa6xa


Kontakt

Prof. Dr. Jürgen Roth
RPTU
Rheinland-Pfälzische Technische Universität 
Kaiserslautern-Landau
Didaktik der Mathematik (Sekundarstufen)
Fortstraße 7, 76829 Landau

j.roth@rptu.de

juergen-roth.de
dms.nuw.rptu.de
mategnu.de
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