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KMK-Bildungsstandards A n Didaktik der
Allgemeine Hochschulreife: Stochastik P Sekundarstufen

2

Lage- und Streumal3e einer Stichprobe bestimmen und deuten
Erwartungswert und Standardabweichung diskreter Zufallsgrofen bestimmen und deuten

Zufallsgrolden und Wahrscheinlichkeitsverteilungen
zur Beschreibung stochastischer Situationen nutzen

exemplarisch statistische Erhebungen planen und beurteilen
Sachverhalte mithilfe von Baumdiagrammen oder Vierfeldertafeln untersuchen
und damit Problemstellungen im Kontext bedingter Wahrscheinlichkeiten losen
Teilvorgange mehrstufiger Zufallsexperimente auf stochastische Unabhangigkeit
anhand einfacher Beispiele untersuchen

die Binomialverteilung und ihre Kenngrof3en nutzen

Simulationen zur Untersuchung stochastischer Situationen verwenden

in einfachen Fallen aufgrund von Stichproben auf die Gesamtheit schlief3en

08.11.2026  KMK (2012). Bildungsstandards im Fach Mathematik fir die Allgemeine Hochschulreife. Berlin @


https://www.kmk.org/fileadmin/Dateien/veroeffentlichungen_beschluesse/2012/2012_10_18-Bildungsstandards-Mathe-Abi.pdf

KMK-Bildungsstandards A n Didaktik der
Allgemeine Hochschulreife: Stochastik P Sekundarstufen

3

fur binomialverteilte ZufallsgrofRen Aussagen uber die unbekannte Wahrscheinlichkeit
sowie die Unsicherheit und Genauigkeit dieser Aussagen begrunden (B1)

Hypothesentests interpretieren und die Unsicherheit und Genauigkeit
der Ergebnisse begrinden (B2)

exemplarisch diskrete und stetige Zufallsgrofden unterscheiden und die ,,Glockenform”
als Grundvorstellung von normalverteilten Zufallsgrofden nutzen

stochastische Situationen untersuchen, die zu annahernd normalverteilten Zufallsgrol3en
fuhren

08.11.2026  KMK (2012). Bildungsstandards im Fach Mathematik fir die Allgemeine Hochschulreife. Berlin @ RPTU


https://www.kmk.org/fileadmin/Dateien/veroeffentlichungen_beschluesse/2012/2012_10_18-Bildungsstandards-Mathe-Abi.pdf

Lehrplanalternativen RLP

R
TU
P

Grundkurs
(ca. 42 Stunden)

‘
Stochastik 1

|
+ wahlweise

Stochastik 2 - B1
Schatzen von
Wahrscheinlichkeiten

Stochastik2-B2
Testen von
Hypothesen

y J

4 08.11.2026 MBWWK (2015). Lehrplan Mathematik - Grund- und Leistungsfach in der gymnasialen Oberstufe (Mainzer Studienstufe) @

Leistungskurs
(ca. 70 Stunden)

Stochastik

Didaktik der
Mathematik

RPTU


https://bildung.rlp.de/lehrplaene

Kernideen der Stochastik

R Didaktik der
TUJ Mathematik
P Sekundarstufen

Kernidee

Wahrscheinlichkeiten sind
mathematische Modelle, die ...

= relative Haufigkeiten in der
Realitat vorhersagen und

m bei schlechter Passung zur
Realitat modifiziert werden.

Konditionale
Denkfigur

Kernidee

Beschaffenheit und Generierung

Kernidee
Reprasentativitat
und Variabilitat von
Stichproben-Daten

Ossadnik, H., Roth, J. & Engel, J. (2025). Kernideen zu Hypothesentests entwickeln und validieren. In L. Schick,
5 08.11.2026 M. Platz & A. Lambert (Hrsg.). Beitrige zum Mathematikunterricht 2025 (S. 1062-1065). WTM-Verlag.

Beispiel:

Wenn man weil3, dass das Ereignis
A eingetreten ist, wie grof3 ist dann
die Wahrscheinlichkeit fur das
Eintreten von Ereignis B?

Globale Muster in Daten ...

m als Modell-Elemente zur
Beschreibung der Realitat

m als Vergleichselemente fur die
Struktur der Stichproben-Daten

e

Kernidee

RPTU



https://eldorado.tu-dortmund.de/server/api/core/bitstreams/326f9da1-ca2d-496d-8400-68d89cedf303/content

Te':
Verteilungen

durch Kernideen verstehen

Tl Rheinland-Pfalzische
Technische Universitat

Kaiserslautern

174
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- 1. Hypothetisch-prognostische

Wahrscheinlichkeit

2. Mehrstufige Zufallsexperimente:
Baumdiagramme und Pfadregeln

3. Bedingte Wahrscheinlichkeit
4. Verteilungen: Binomialverteilung & Co

5. Beurteilende Statistik
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Binomialverteilung und Co
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R Didaktik der

Lehrplan RLP: Leistungskurs TU| D Vethemat

Ziele / Inhalte Hinweise zur Unterrichtsgestaltung
(Sach- & Methodenkompetenz) und Methodenkompetenz

m Die explizite Berechnung von Werten der Binomialverteilung soll nur
Die Begriffe ,Bernoullikette”, exemplarisch mit wenigen Stufen durchgefihrt werden.
,Binomialverteilung” verstehen und die = Beim Losen von Anwendungsaufgaben werden i.d.R. Rechner benutzt.
Formel zur Berechnung der Werte einer m  Anknupfend an vorangegangene Erfahrungen bietet es sich auch an,
Binomialverteilung herleiten (5.049) Bernoulliketten zu simulieren und Werte der Binomialverteilung auf
diese Weise zu bestimmen.

Die Formeln far Erwartungswert und m Die Formeln kdnnen anhand von Plausibilitatsbetrachtungen gewonnen
9. Standardabweichung einer Binomial- werden;
verteilung kennen und anwenden (5.04g) = ein Beweis ist nicht gefordert.
Eigenschaften der Binomialverteilung m Zur Veranschaulichung charakteristischer Eigenschaften ist die
10. kennen, begriinden und anwenden Darstellung von Binomialverteilungen durch Histogramme hilfreich;
(5.04q9) m der Einsatz geeigneter Computerprogramme wird empfohlen.

8 08.11.2026 MBWWK (2015). Lehrplan Mathematik - Grund- und Leistungsfach in der gymnasialen Oberstufe (Mainzer Studienstufe), S. 54 @ RPTU


https://bildung.rlp.de/lehrplaene

R Didaktik der

Lehrplan RLP: Leistungskurs TU| D Vethemat

Ziele / Inhalte Hinweise zur Unterrichtsgestaltung
(Sach- & Methodenkompetenz) und Methodenkompetenz

Sachaufgaben zur Binomialverteilung Die SuS sollen erfahren, dass viele Zufallsexperimente im taglichen Leben
* 16sen (5.04q, 4.129) durch eine Binomialverteilung ausreichend gut modelliert werden kénnen.

m Die Moglichkeit der Approximation soll anschaulich, z.B. anhand von

Verstehen, wie man Wahrscheinlichkeiten Histogrammen, einsichtig gemacht werden. Hierfur empfiehlt sich der
einer binomialverteilten Zufallsgrofde Einsatz eines geeigneten Computerprogramms.

12. naherungsweise mit Hilfe der Gaulsschen = Die Bestimmung der Naherungswerte erfolgt mit Hilfe von Tabellen
Integralfunktion @ (Standard-Normal- oder Rechnern.
verteilung) bestimmt (5.09¢, 5.10¢) m Im Rahmen des padagogischen Freiraums konnen darauf aufbauend die

Normalverteilung definiert & Anwendungsbeispiele behandelt werden.

Funktionsterm, Graph und Eigen- m Zur Veranschaulichung charakteristischer Eigenschaften ist die

13. schaften der GauRfunktion @ kennen Darstellung von Binomialverteilungen durch Histogramme hilfreich;
(5.09¢, 5.10e) m der Einsatz geeigneter Computerprogramme wird empfohlen.

9 08.1.2026 MBWWK (2015). Lehrplan Mathematik - Grund- und Leistungsfach in der gymnasialen Oberstufe (Mainzer Studienstufe), S. 55 @ RPTU


https://bildung.rlp.de/lehrplaene

R Didaktik der

Lehrplan RLP: Grundkurs TU| L Y Mathematik

Hinweise zur Unterrichtsgestaltung

Ziele / Inhalte
(Sach- & Methodenkompetenz)

Die Begriffe ,Bernoullikette” und
,Binomialverteilung” verstehen und

6. wissen, wie man die Werte einer

10

Binomialverteilung bestimmen kann
(5.049)

Sachaufgaben zur Binomialverteilung
|6sen (5.04q)

und Methodenkompetenz

Eine explizite Berechnung der Werte der Binomialverteilung soll nur
exemplarisch mit wenigen Stufen durchgefihrt werden.

Die Herleitung der entsprechenden Formel ist nicht gefordert.

Beim Losen von Anwendungsaufgaben werden Tabellen fir die
Binomialverteilung benutzt. Binomialverteilungen sollen auch grafisch
dargestellt werden (Histogramme).

Die Formeln sollen anhand von Plausibilitatsbetrachtungen gewonnen
werden.

Bei der Anwendung in Sachaufgaben kommt es vor allem darauf an,
dass die SuS verstehen, welche Folgerungen man aus den Kennwerten
fUr das Sachproblem ziehen kann.

Hier bietet es sich an, exemplarisch eine statistische Erhebung zu
planen und zu beurteilen.

08.11.2026 MBWWK (2015). Lehrplan Mathematik - Grund- und Leistungsfach in der gymnasialen Oberstufe (Mainzer Studienstufe), S. 34 @ RPTU
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Mathematik
Grundkurs

Sekundarstufen

Aufbau der beurteilenden Statistik R Didaktik der
RS

Schatzen von

Wahrscheinlichkeiten Testen von Hypothesen
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Zufallsvariable Erwartungswert




Sekundarstufen

Aufbau der beurteilenden Statistik R Tun Didaktik der
Leistungskurs P

Hypothesentest Konfidenzintervall
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Kernidee:

: : Prognose- Ellipsen-
Verteilungsfunktion intervall - diagramm

' : , , Wahrscheinlich-
N9rmalve"rtellung Binomialverteilung : :
N&herung fir groBe n keitsverteilung

v
0
2
=
—
)
"4

Standard-
abweichung
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Stochastik-Curriculum R | @@ Dicakciccer
SekundarstufenlundIl P -
: , Beurteilende
Hypothesentest Konfidenzintervall Statistik

Beschreibende Statistik

Erhebung - Verteilungsfunktion Pliegose= Ellipeer-

Daten sammeln intervall . diagramm
Graphische —

Darstellungsformen Normalverteilung Wahrscheinlich-

Binomialverteilung

N&herung fir groRe n keitsverteilung

Mittelwerte &
Streuungsmalde

Standard-
abweichung

Zufallsvariable Erwartungswert

)

(Mehrstufige) . ‘ ] o
Wahrscheinlich- ‘ Zufallsexperimente @ Stoch. (Un-)Abhangigkeit

keitsrechnun isch- i
9 @ Hypothetisch-prognostische Bedingte Wahrscheinlichkeit

Wahrscheinlichkeit RPTU
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° ° R idaktik der
Kernideen der Stochastik PTU n Mathematik

Sekundarstufen

L. Beispiel:
Konditionale Wenn man weiR, dass das Ereignis
, Denkfigur A eingetreten ist, wie grof3 ist dann
, die ... die Wahrscheinlichkeit fir das

L

relative Haufigkeiten in der
Realitat vorhersagen und

bei schlechter Passung zur

Eintreten von Ereignis B?

Realitat modifiziert werden.
hypothetisch- Globale Muster in Daten ...

prognostische = als Modell-Elemente zur

. 4o . Beschreibung der Realitat
Wahrscheinlichkeit Hnd L
m als Vergleichselemente fur die

Beschaffenheit und Generierung I s Struktur der Stichproben-Daten

Reprasentativitat Kernidee
und Variabilitat von
Stichproben-Daten

Ossadnik, H., Roth, J. & Engel, J. (2025). Kernideen zu Hypothesentests entwickeln und validieren. In L. Schick,
15 08.11.2026 M. Platz & A. Lambert (Hrsg.). Beitrdge zum Mathematikunterricht 2025 (S. 1062-1065). WTM-Verlag.

RPTU



https://eldorado.tu-dortmund.de/server/api/core/bitstreams/326f9da1-ca2d-496d-8400-68d89cedf303/content

R Didaktik der

Kernidee: Verteilungen TU| L T Mathematik

Globale Muster in Daten ...
m als Modell-Elemente zur Beschreibung der Realitat
m als Vergleichselemente fur die Struktur der Daten in Stichproben

Kernidee

Verteilungen

Empirische Verteilung < theoretische Verteilung

= Empirische Verteilungen...
0 basieren auf beobachteten Daten und beschreiben deren Variabilitat

o sind Verteilungen von Haufigkeiten bzw. relativen Haufigkeiten

o dienen zum Vergleich der Struktur der Daten in verschiedenen Stichproben

m Theoretische Verteilungen...
o modellieren und quantifizieren Variabilitat

0 sind Verteilungen von Wahrscheinlichkeiten

0 sind Modelle zur Beschreibung der Realitat

om - 08
t t
3 4

Ossadnik, H., Roth, J. & Engel, J. (2025). Kernideen zu Hypothesentests entwickeln und validieren. In L. Schick, |=
16 08112026 M. Platz &A. Lambert (Hrsg.). Beitrdge zum Mathematikunterricht 2025 (S. 1062-1065). WTM-Verlag. RPTU


https://eldorado.tu-dortmund.de/server/api/core/bitstreams/326f9da1-ca2d-496d-8400-68d89cedf303/content

Didaktik der
Mathematik
Sekundarstufen
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Wirfeln mit drei Wiirfeln

Empirische Verteilung der Augensummen

Didaktik der
Mathematik

TU| |

A Reale Wiirfelergebnisse bei jeweils
50 Wurfen mit drei Wurfeln

i
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Sekundarstufen

Ausblick: Beurteilende Statistik R U n Mothematk
P

19

08.11.2026
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Kernidee
Reprasentativitat
und Variabilitat von
Stichproben-Daten

Te-

RPTU



° ° R idaktik der
Kernideen der Stochastik PTU n Mathematik

Sekundarstufen

L. Beispiel:
Konditionale Wenn man weiR, dass das Ereignis
, Denkfigur A eingetreten ist, wie grof3 ist dann
, die ... die Wahrscheinlichkeit fir das

L

relative Haufigkeiten in der
Realitat vorhersagen und

bei schlechter Passung zur

Eintreten von Ereignis B?

Realitat modifiziert werden.
hypothetisch- Globale Muster in Daten ...

roanostische m als Modell-Elemente zur
W:hrsgcheinlichkeit Beschreibung der Realitat

Beschaffenheit und Generierung Struktur der Stichproben-Daten

! m als Vergleichselemente fur die

e

Kernidee
Reprasentativitat
Verteilungen

und Variabilitat von
Stichproben-Daten

Ossadnik, H., Roth, J. & Engel, J. (2025). Kernideen zu Hypothesentests entwickeln und validieren. In L. Schick,
21 08.11.2026 M. Platz & A. Lambert (Hrsg.). Beitrdge zum Mathematikunterricht 2025 (S. 1062-1065). WTM-Verlag.

RPTU



https://eldorado.tu-dortmund.de/server/api/core/bitstreams/326f9da1-ca2d-496d-8400-68d89cedf303/content

Mathematik

Kernidee: Reprasentativitat und RPTU )@ Dicaick e

Variabilitat von Stichproben-Daten

Kernidee

Reprasentativitat Generierung und Beschaffenheit
und Variabilitat von von , guten” Zufallsstichproben
Stichproben-Daten

Reprasentativitat und Variabilitat von Stichproben-Daten

m Reprasentativitat einer Stichprobe
o0 ... bezuglich der Population reflektieren.

0 Entscheidet Uber die Generalisierbarkeit der Ergebnisse.

m Akzeptanz der Variabilitat von Stichprobendaten

o Verstandnis dafur entwickeln, dass eine Stichprobe ein Element
einer Menge von potenziellen anderen Stichproben ist.

o Verstandnis flr das Gesetz der grofden Zahlen anbahnen.

Ossadnik, H., Roth, J. & Engel, J. (2025). Kernideen zu Hypothesentests entwickeln und validieren. In L. Schick, |=
22 08.11.2026 M. Platz & A. Lambert (Hrsg.). Beitrage zum Mathematikunterricht 2025 (S. 1062-1065). WTM-Verlag.

RPTU


https://eldorado.tu-dortmund.de/server/api/core/bitstreams/326f9da1-ca2d-496d-8400-68d89cedf303/content

R Didaktik der

Ausblick: Beurteilende Statistik TU| L ¥ Mathematik

Prognoseintervall

Relative
Haufigkeit h

Trefferwahr-
scheinlichkeit p

(d) 1spo

Grundgesamtheit Stichprobe

Glaserne Urne
(Y) 3Y2APHIM

schliel3en ‘schlie@.en

auf auf

Relative Haufigkeiten h Wahrscheinlichkeiten p

Stichprobe Grundgesamtheit

(Y) BDY2IPJIIM
Schwarze Urne
(d) Ispon

Ossadnik, H. & Engelhardt, A. (2024). Konfidenzintervalle verstehensorientiert unterrichten - Das Urnenmodell
23 08.11.2026 als Verstandnisanker in einer digital angereicherten Lernumgebung. Mathematik lehren, 247, 38-44. RPTlJ
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R Didaktik der

[ J [ J
Allgemeine Verteillungen TU| L X Mathematik
absolute Haufigkeit ~
20
16
15 ® 15
15 — @ —®—
B 12 12
emerkung H-al L=
m Kenngrofden von Verteilungen, b s -
Prognoseintervalle, Konfidenz- 5 4 4
intervalle und Hypothesentests | s 2 4
o . oo X
werden gewohnlich nur fur 0 a T L S R
die Binomialverteilung und I [ — o 1 e
evtl. die Normalverteilung o n=100 p=1T o =2.39
thematisiert. relative Haufigkeit
FUr das Verstandnis dieser o2 obs
Konzepte ist es hilfreich, auch o1 B4 ey 15
allgemeine Verteilungen Ol Lk
zu betrachten. > 0.08 0.08
0.05 0.04 0.04
0.02 0.02
0.01 h=1 0.01
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13

25 08.11.2026  https://www.geogebra.org/m/wbmhsnba#material/skrjhkaz Q RPTU


https://www.geogebra.org/m/wbmhsnba#material/skrjhkaz

O

Binomialverteilung mit GeoGebra

R Didaktik der

TUJ Mathematik
P Sekundarstufen

[] w = false

BV = Binomial(n, p, w)
=il

Pk,1 = Binomial(n, p, k, w)
= 0.0879

prz2 = nCr(n,k) p* (1 —p)"*

= 0.0879

= Summe(i Binomial(n, p, i, false), |

= 1125

o =+/np(l-p)

= 0.9682

NV(x) = Normal(u, o,x,w)

%—1.25)2
_ e_ﬁaﬁzﬁ%
10.9682 v2 7

Normalverteilung:

Gute Naherung fur grof3e n

k P(X = k)

o T oah N pos
1.0.3955
2 0.2637
30.0879
40.0146
5 0.001

("
. -~ Verteilung Statistik
p=1250=0.9682
0.8
0.6
0.4
02
0 1
4 g i == Verteilung
0 m 2 6 8 Binomial
H—o H’ + o Parameter p
0.25
n= 025
- = (] Kumuliert
R \0.»
= P(X=3)=0.0879 Interval
o 1 B1 IE E
P( 3 <=X)= 0.1035

https://www.geogebra.org/m/wbmhsnba#material/za3kuwrb {:}
26 08.11.2026  GeoGebra Rechner Suite: https://www.geogebra.org/m/wbmhsnba#material/nvbedwnq Q RPTU

3 4 5

Parameter n

5

Aufgabe

Erkunden Sie Eigenschaften
der Binomialverteilung anhand
der GeoGebra-Datei.



https://www.geogebra.org/m/wbmhsnba#material/za3kuwrb
https://www.geogebra.org/m/wbmhsnba#material/nvbedwnq

R Didaktik der

Normalverteilung mit GeoGebra TU Mathematik

P Sekundarstufen
O O w=false 1 © || [erteiing | Statistik
NV(x) = Normal(u, o, x,w U=30=1 B A
0.8
QO 32
11| v2 7 -
pto
4= / NV(x) dx o
O oo :
= 0.6827
X 02 a = 06827
e b = 0.9545
b = f NV(X) dx E 0 2 4 6
@ p—co 10 1 2 3 4 5 6 7 8
e p‘, -|'- a Verteilung Parameter y
= 0.9545 p—20 p+20 Normal v 3
Parameter o
1
. . pi=a =1 Kumuliert
Aufgabe: Erkunden Sie Eigen- ® @ L] kumake
. -
schaften der Normalverteilung c=2 Interval
anhand der GeoGebra-Datei. . 1 H I E
P( 2 <X<4 ) =0.6827

27 08.11.2026  https:;//www.geogebra.org/m/wbmhsnba#material/afed3jme O https://www.geogebra.org/m/j8peujcb RPTU
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R Didaktik der

Sigma-Regeln (empirisch bestimmt) TU| L Y Mathematik

Hier wird folgende Wahrscheinlichkeit
in Abhangigkeit von ¢ untersucht:

Plu—c-o<X<u+c-o)

ptc-o —p)?
J 1 -e_(xz-:z)dx — =SS hee) = S
p—co 0 V2T

P(u—164-0<X<p+164-0)=90,0%

Sigma-Regeln: Ist X eine normalverteilte Zufalls-
grofde, mit dem Erwartungswert p und der Standard-
abweichung o so gilt:

0.4 1

P(pu—196-0 <X<pu+196-0) =950%
Pu—2-c<X<u+2-0)=954%
P(pu—258-0<X<pu+258-0)=990%

0.2 1

a=0.6827
b =0.9545

K , Pu—3-0<X<pu+3-0)=997%
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
=0 7
w—2-0 p+2-0
pn=3 o=1
® ® Die Laplace-Bedingungo = {/n - p - (1 —p) > 3 muss erfullt
| =9 " sein, damit man die Binomialverteilung durch die Normal-
S e verteilung annahern kann. In diesem Fall gelten die Sigma-

& Regeln naherungsweise auch fur die Binomialverteilung.
28 08.11.2026 https://www.geogebra.org/m/wbmhsnba#material/afed3jme
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Wahrscheinlichkeitsverteilung

und Verteilungsfunktion

Didaktik der
Mathematik

Bemerkung
m P(X = x) ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignis-
ses, das zum Wert x der Zufallsvariable X gehort.

m Sprechweise: ,P(X = x) ist die Wahrscheinlichkeit,
dass die Zufallsvariable X den Wert x annimmt.”

m Notation
P(X=x):=P{X =x})
= P({w € Q| X(@) = x})

Ist X eine Zufallsvariable, dann heil3t
f:R—-[0;1],x » f(x) mit

fx) =P =x)
= P({X = x})
= P(lw € Q| X(w) = x})

der Zufallsvariable X.

Bemerkung
Ist X eine Zufallsvariable, dann heif3t Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung verteilt
F:R - [0;1],x » F(x) mit Wahrscheinlichkeiten auf Ereignisse E; bis E,,.
F(x) = P(X < x) Dabei gilt:
= P({X < x}) (1) E; bis E,, sind paarweise disjunkt.
=P{w e Q| X(w) <x}) (2) E,U---UE, =Q
der Zufallsvariable X. (3) P(Ey)+--+P(E) =1

»~ RPTU




Te-

Zufallsvariablen
Funktionen, die Ergebnissen
reelle Zahlen zuordnen

4.4

mategnu.de RPTU



Zufallsvariable
Beispiel: Wiirfeln mit einem Wiirfel

R Didaktik der
TUJ Mathematik
P Sekundarstufen

R

Eine Funktion X, die jedem Ergebnis w € Q
eine reelle Zahl x € R zuordnet, heil3t
(auch ).
X:QA->oRwP x

Beispiel: Wirfeln mit einem Wurfel

Die Zufallsvariable X ordnet jedem Ergebnis w
die

ZU.

Bemerkung: Obige Zufallsvariable X ist nur eine von sehr vielen
moglichen Zufallsvariablen zum Zufallsexperiment Warfeln mit
einem Wurfel. Man konnte z.B. auch die Zufallsvariable Y
definieren, die der Augenzahl 6 den Wert 4 € und allen anderen
Augenzahlen den Wert -1 € (als Gewinnausschuttung) zuordnet.

31 08.11.2026




Zufallsvariable O R U n Didaktk der
Beispiel: Wiirfeln mit zwei Wiirfeln €® € P sekundarstufer
E3 By | Es | Ee¢ | E; | Eg Eg E1o m
L e—
Beispiel: . L. N N [ S0 PR N[O | pe——
Wurfeln mit | o’ . Ol e — - o’ee’ el . :uJ . o
zwei Wirfeln “|nireT | :°. o |t e DO DO et e
Die . I ’. o o : : ’o.’p l O‘Of o o : : 0.0
Zufallsvariable X l T :'-, : * ! T
ordnet jedem I Bl 5 : : | ] J I
LA AR LN
" " % 3
4 6 3 10 12

Ul
N
O

oo Beispiel: E; ={w € Q|X(w) =4} ={(1;3);(2;2); (3;1)} RPTU
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mategnu.de

Erwartungswert und
Standardabweichung
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R Didaktik der

Beispiel: Wurfeln mit zwei Wurfeln [ & TU| L T Mathematik

gieelsZF:JIf:II:Isv\\//;rri];ebllnen)}IZr:lvrfle’\t/\'/;:eer::Er ebnis w die S Beldne miiitisre AUgERsumms
. d : U = E(X) ist beim Warfeln mit
zwel Wurfeln zu erwarten?
X:Q0 -

Idee: Die Augensummen treten mit

unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten auf,
sie sollten also gewichtet mit der jeweiligen
Wahrscheinlichkeit in den im Mittel erwar-
teten Wert (Erwartungswert) eingehen.

1 2 3 4
ﬂ—E(X)—2'£+3'£+4'£+ 55

+6 = +7 - =+8-=+9 —
36 36 36 36
x J2[3[4]s]6]7][8]9]10]11]12 $10- 241124122
_ SR I T O ST < I e (R I I
P(X . x) 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 — E — 7
36 RPTU
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Mathematik

Sekundarstufen

Zusammenhang zwischen R Tun Didaktik der
P

arithmetischem Mittel und Erwartungswert

Zufallsexperiment: Es wird 20-mal mit einem SpielwUrfel gewlrfelt. Die Zufallsvariable X ordnet
jedem die zu: X: Q) - , W

Ergebnis einer Versuchsreihe von n = 20 Wirfelwirfen: 6,3,3,3,5,4,3,1,6,2,3,3,3,6,5,4,6,1,5,5

Realitat:
= — X1+Xo++Xy _ 6+3+3+3+5+4+3+1+6+2+3+3+3+6+5+4+6+1+5+5
() 20
_ (A+1)+(2)+(3+3+3+3+3+3+3)+(4+4)+(5+5+5+5)+(6+6+6+6)  1-2+4+2:1+3-7+4:2+5:4+6-
_ 20 a 20
Mit ergibt sich:
_ 1 +2- +3- +4- +5- +6-
P
n
=1- + 2 - + 3- + 4 - +5- + 6 -
n n n n n n
Mit
folgt: X = Xq- + -+ x5
9 1 k Wechsel von der
Realitat zum Modell
Modell: u=EX):=x - + 4 X

35  08.11.2026 RPTU



R Didaktik der
Erwartungswert TV n Mathematik

Sekundarstufen

Bemerkungen
m Statt £(X) schreibt man auch u(X) bzw. nur 1,
wenn man nur eine Zufallsvariable betrachtet.

FUr eine Zufallsvariable X: Q0 —» R mit der

Wertemenge {x4, ..., x; } heil3t
EOX) — P07 — P07 — m Bei mehreren Zufallsvariablen X; werden die
(X) =2p - P(X =21) + -+ 2, - P(X = x3) Erwartungswerte oft mit E(X;) = y;

der von X. bezeichnet.

m Interpretiert man die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung als Masseverteilung, mit den P(X = x;)

Ausgedrickt mit dem Summenzeichen: als punktformigen Massen, dann |3sst sich
i u = E(X) als die Stelle deuten, an der man
E(X) = z x; - P(X = x;) unterstiitzen muss, damit die ,Waage” im
i=1 Gleichgewicht bleibt.

36  08.11.2026



Didaktik der
Mathematik

Sekundarstufen

Wahrscheinlichkeitsverteilung

R
s
P

iA. f(x) — P(X — x) Q Eq E; E; .?4 :.;55 EEEGﬁ E?ﬂ .f‘:s. Eg Eio | Eu

36 & ! SN A I e e -

36 i |

i - R v v

36 2 4 tjk61wlk81k 10 12

3 A TR

21

, X 2131456789 ](10(11|12

36 | PX=x) L| 2|25 5|22 L

36 |36 (36 |36 | 36| 36| 36|36]|36| 36| 36

11

36 Beispiel: Wirfeln mit zwei Wirfeln
Die Zufallsvariable X ordnet jedem

3 4 5 10 11 12 eiE
U= E(X) =7
37 08.11.2026




R Didaktik der
TU Mathematik
P Sekundarstufen

Wahrscheinlichkeitsverteilung

iif(.X')=P()(=.?€) Q% E, Es in( i Eio | Enx

36 __mm| =S

=1

i-- R v v

36 2 4 12

3 y "

36

, X 2134|567 (8|9(10(11|12

36 | PX=x|L|Z|2|2|2|2212]2|2]|2
36 |36 |36 (36 | 36| 36| 36|36 36| 36| 36

11

36 Beispiel: Wirfeln mit zwei Wirfeln

Die Zufallsvariable X ordnet jedem

38
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Sekundarstufen

° ° ° ° R idaktik der
Wahrscheinlichkeitsverteilung STU n Mathematik

¢ fF(x) =P(X =x)

36-

5

36

4

36

3.

36

X 10(12

2 -

36 P(X = x)

1.

36 Beispiel: Wirfeln mit einem Wirfel
mit den Augenzahlen 2, 4, 6, 8,10, 12
Die Zufallsvariable X ordnet jedem

Z 10 11 12 x die
u=EX) = ZU: X:Q->Rwe

ol N
oNlrk | B
alr | O
anlr| Q0
o e
o e

RPTU

39 08.11.2026



Wahrscheinlichkeitsverteilung

R Didaktik der
TUJ Mathematik
P Sekundarstufen

40

f(x) =P(X =x)

08.11.2026

9

10 11 12

X 214|6|8|10(12
PX=x) - |2|2|2|2|1
6 6 6 6 6 6

Beispiel: Wirfeln mit einem Wirfel
mit den Augenzahlen 2, 4, 6, 8, 10, 12

Die Zufallsvariable X ordnet jedem
Ergebnis w die
ZuU: X: (-

, W P

RPTU



R Didaktik der

Warum Streuungsmalfie? TU Mathematik

P Sekundarstufen

Kramer, W. (2006). So ligt man mit Statistik. Piper

Flussquerschnitte
gleicher mittlerer Tiefe

. \ f(x) = P(X = x)
+ ® ®

Wahrscheinlichkeits-

S 1 verteilungen 5 4 ? ?
mit demselben
T Erwartungswert E (X). o1 1 !
g %- ® ®
Gesucht:
% T Mittlere Abweichung % T ! !
der Auspragungen der

| Zufallsvariable vom s | l l

; , ; , : , Erwartungswert als Mal3 _— .

1 2 3 4 5 6 Z 8 9 10 11 12 fur dle Streuung. 1 2 3 4 5 6 Z 8 9 10 11 12 Xx

u=E(X) =7 u=E(X) =7
41 08112026  https;//www.geogebra.org/m/wzmémwpt ¢ https://www.geogebra.org/m/zahmzfax €3 RPTU
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Streuungsmalfie R Didakeik der

. . d TU Mathematik
Beispiel: Weitsprung P Sekundarstufen
Eine Weitsprung-Trainerin muss entscheiden,
< | SPringer 1: Sprungweiten in m welchen der von ihr betreuten drei Springer sie zum
Wettkampf schickt. Entscheidungsgrundlage sind die
66 Sprungweiten von jeweils zwolf Trainingsspriungen.
6.4
0.28m
@ 0.2m *— i
X= g2 0.08m T i 0.1{m 0.14m |8°
6.16m —0.14m E 0.14m ‘ : 0,0gml_l 0'1ml_| 0.0SmU ; i 0.0BmU 0.1ml_|
: L A S i a a = i i s s
5.8 i i | E i i : ! : | E :
1' 2 3 4' 5 é 7 é g' 16 1; 1'2 Nummer de:r Messung ’
Springer 1 X X — X (x —_ 2)2 mittlerie quadratische Abweichung vom Mittelwert (empirische Varianz s?)
2 -2 —t 2 2
Springer 2 mittlere absolute Abweichung vom Mittelwert S = E ’ ((xl — X) + wet (X12 - X) ) = 0.02m
- 1 . . 4 empirische Standardabweichung s
Springer 3 T ((Xl — %) + oo + (x12 — x)) — Om ¥ ] : :
S VF = | (1= 0 e+ (2 — )7) = 0.14m
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Mathematik

Sekundarstufen

Zusammenhang: Empirische Standard- RPTU::: Didakiik der

abweichung s und Standardabweichung o

Zufallsexperiment: Es wird 20-mal mit einem Spielwlrfel gewlrfelt. Die Zufallsvariable X ordnet
jedem die zu: X: () - , W

Ergebnis einer Versuchsreihe von n = 20 Wirfelwirfen: 6, 3,3,3,5,4,3,1,6,2,3,3,3,6,5,4,6,1,5,5

Realitat: s* x=3,5
§2 — (x1=2)2+(x2=2) %+ +(xp—x)% __ =35 2.24(2-3,5)%-1+(3-3,5)%-74+(4-3,5)%-24+(5-3,5)%-44+(6—3,5) >
n 20
Mit ergibt sich:
§2 — -x 2 +(2-x)2- +(3-x)2 +(4—2x)2- +(5-x)2- +(6—x)2-
n

_ o _ =2 HQ) _ 2 . Ha(2) _ 2 Ha(3) _ 2 . Hn(4) _ =2 . Ha(5) _ =2 . Hn(6)
= p% - + (2 —x) — + X ” + (4 —x) - + (5 —x) - + (6 —x) -

Mit folgt:

SZ=(x1—§)2' + 4 (x5, — %)% - =>5=\/(x1—§)2- + ot (3 — x)2 -

Wechsel von der
Modell: g% = (x; — p)? - 4ot (o — )2 Realitidt zum Modell

o =Vo? = /(x; —p)?- Tt (o — )2 -
43 08.11.2026 RPTU




Mathematik

Sekundarstufen

Streuungsmalide R TU:: Didakiik der
P

Varianz und Standardabweichung

Bemerkung: Wirden zur Messung der

mittleren Abweichung vom Erwartungswert FUr eine Zufallsvariable X: Q — R mit der Wertemenge
nur die Differenzen x; — u gebildet, dann {xq, ..., X3} und dem Erwartungswert E(X) = u heilRt
wurden sich Abweichungen nach unten und

oben Uber die unterschiedlichen Vorzeichen = E((X — /,1)2)

gegenseitig aufheben. = (x; — )2 P(X = x) + o+ (g — 1w)?-P(X = x)
Durch das Quadrieren der Terme (x; — u)?

entfallt dieser Effekt. die von X.

Bemerkung: Die Mal3einheit der Varianz

Var(X) ist das Quadrat der Einheit, in der FUr eine Zufallsvariable X: Q — R mit der Wertemenge
die Zufallsvariable X gemessen wird. {x{, ..., x;.} und dem Erwartungswert E(X) = u heil3t
Zur leichteren Interpretierbarkeit wurde

deshalb mit der Standardabweichung a(X) = /Var(X)

eine Mal3zahl konstruiert, die dieselbe - RV — — 2. —
e =V = w2 PX = x) + -+ (o — )2 - PXX = xp)
Fir die Varianz schreibt man auch o2. die von X.

44 RPTU




Sekundarstufen

Streuungsmaf: Standardabweichung RPTlJ::: Mathemati

. Af@=PX=x) x [2(3|4|5|6|7]8]09]|10[11]12
6 36 Px=n| L | 2|22 le]slalaz]
36 |36 |36 |36 | 36|36 | 36| 36| 36| 36| 36
5
36 Varianz ¢
, a2 = Var(X)
41 _(y_m2. 1 _ 2.2 _72.3
36 =Q2-72 4+ @-72 =+ (¢-7% =
_72. % _7)2. 2 _72.5%
3| +(5-7) 36+(6 7) 36+(7 7) v
36 _7)2.2 —72. 2 —72. 2
+@8-=7) -+ (-7 +(10-7)"- =
2 _72. 2 _72.L
24 +(11-7) 36+(12 7) v
=22~ 5,8333
36
11
36
Standardabweichung o
I : : >
1 2 3 445 6 7 8 9410 11 12 x o = /Var(X) = %z2,4152
u—oc u=EX)=7 u+o
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Streuungsmalfd: Standardabweichung

R Didaktik der
TUJ Mathematik
P Sekundarstufen

46

A f(x) =P(X =x)

08.11.2026

101 11 12 x
u—+o

X 214 |6|8|10(12
PX=x)|-|2|1]2]|21|1
6 6 6 6 6 6

Varianz ¢*
= Var(X)
=(2-7)% -+ (4 -7)?% -
+(6-77 -2+ (B-7)% <
+(A0-7)2 -2+ (12-7)% <

— 7?0 ~ 11,6667

Standardabweichung o
=/ Var(X) = \/7;0 ~ 3,4157

https://www.geogebra.org/m/zahmzfgx Q RPTU
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Bernoulli-Kette und
Binomialverteilung
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Sekundarstufen

° ° R idaktik der
Vokabeltest Chinesisch PTU n Mathematik

Aufgabe _
Bei einem chinesischen 7J< Geld Liebe Hund Wasser

Vokabeltest mussen
Lernende fur funf .

verschiedene Ding Auge Katze See
Schriftzeichen jeweils

aus einer von vier
Ubersetzungen die X Abstand Mund Pferd Baum
richtige auswahlen. Sie

konnen dabei wohl nur ‘T‘

Familie Ohr Schaf Blume

raten. Wenn 60% der

Antworten richtig sind,

hat man bestanden. -ﬁ‘ Frau Respekt Hase Luft

Wie grol3 ist die
Wahrscheinlichkeit, den
Test allein durch Raten : Richtige Antwort (Treffer) P(IN=p= %

?
2u bestehen : Falsche Antwort (Niete) P(M)=1-P(N)=1-p=1—-;=2

48 08.11.2026 Herkunft der chinesischen Schriftzeichen: https://de.wikipedia.org/wiki/Sechs_Kategorien_chinesischer_Schriftzeichen RPTU



Sekundarstufen

° ° R idaktik der
Vokabeltest Chinesisch PTU n Mathematik

7 N/
Aufgabe J( a 7]‘ + 'k‘ Sind die Modell-Annahmen

Bei einem chin?sischen gerechtfertigt?
Vokabeltest missen

Lernende fur funf
verschiedene
Schriftzeichen jeweils
aus einer von vier
Ubersetzungen die
richtige auswahlen. Sie
konnen dabei wohl nur
raten. Wenn 60% der
Antworten richtig sind,
hat man bestanden.

Wie grol3 ist die
Wahrscheinlichkeit, den
Test allein durch Raten : Richtige Antwort (Treffer) P(IN=p= %

?
2u bestehen : Falsche Antwort (Niete) P(N)=1-P(I)=1-p=1—-;=3

Laplace-Wahrscheinlichkeit, da - wegen des durch Unwissen
erzwungenen Ratens - alle Kreuze gleichwahrscheinlich sind.

Einzelfragen werden unabhangig voneinander beantwortet
(unterschiedliche Zeichen).

Die Wahrscheinlichkeit p fur einen Treffer ist bei jeder Frage gleich
(unterschiedliche Zeichen & gleiche Anzahl von Auswahlantworten).

49 08.11.2026 Herkunft der chinesischen Schriftzeichen: https://de.wikipedia.org/wiki/Sechs_Kategorien_chinesischer_Schriftzeichen RPTU



Sekundarstufen

° ° R idaktik der
Vokabeltest Chinesisch PTU n Mathematik

Aufgabe

Bei einem chinesischen
Vokabeltest missen
Lernende fur funf
verschiedene
Schriftzeichen jeweils
aus einer von vier
Ubersetzungen die
richtige auswahlen. Sie
konnen dabei wohl nur
raten. Wenn 60% der
Antworten richtig sind,
hat man bestanden.

Wie grol3 ist die
Wahrscheinlichkeit, den

Test allein durch Raten
ZU bestehen?

Erarbeitung: https://www.geogebra.org/m/wbmhsnba#material/bytymkx; {:}’
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Sekundarstufen

° ° R idaktik der
Vokabeltest Chinesisch PTU n Mathematik

Test bestanden <=

Aufgabe

Bei einem chinesischen
Vokabeltest missen
Lernende fur funf
verschiedene
Schriftzeichen jeweils
aus einer von vier
Ubersetzungen die
richtige auswahlen. Sie
konnen dabei wohl nur
raten. Wenn 60% der
Antworten richtig sind,
hat man bestanden.

Wie grol3 ist die
Wahrscheinlichkeit, den

Test allein durch Raten
ZU bestehen?

Der Test wurde bestanden, wenn fur die Trefferanzahl k gilt: k > 3

Losung: https://www.geogebra.org/m/kvrn9uup Q
51 08.11.2026 Herkunft der chinesischen Schriftzeichen: https://de.wikipedia.org/wiki/Sechs_Kategorien_chinesischer_Schriftzeichen RPTU
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Didaktik der

Binomialverteilung: Voraussetzungen Mathemati

Sekundarstufen

Ein Zufallsexperiment bei dem nur interessiert, ob ein bestimmter Ausgang
vorliegt oder nicht, man also nur die beiden Ergebnisse , Treffer” T oder
,Niete”N hat, nennt man

Ein passender Ergebnisraum ist Q = {0,1} mit der Trefferwahrscheinlichkeit
P({1}) = p und der Nietenwahrscheinlichkeit P({0}) = 1 — p.

Jakob
Bernoulli

Ein n-stufiges Zufallsexperiment mit Ergeb- Aufgabe: Ist die Voraussetzung fiir eine
nisraum Q = {0,1}", bei dem (firi = 1, ...,n) die Ereignisse Bernoulli-Kette jeweils erfillt?
E;: ,Menge aller n-Tupel mit der 1 an der i-ten Stelle” a) Eine 'Pletriotc]l d',ef:_"Shher n'Clh;_ BtaSk?tba”

. . . 7} gesple at, WIrft zennmal nintereinan-
(, Trefferin der i-ten Stufe des Experiments”) der auf einen Basketballkorb.
unabhangig sind und b) Zehn zufillig gewéhlte Personen wer-
die gleiche Wahrscheinlichkeit P(E;) = p haben, fefn je einmal a,Uf cinen Basketballkorb.
. . c) Eine Person wirft wahrend zehn Wochen
heildt mit den Parametern n und p. immer Montags in der Pause einmal auf
Der Parameter n heif3t Lange der Bernoulli-Kette. einen Basketballkorb.

52 08.1.2026  1Benannt nach Jacob Bernoulli (*06.01.1655, 116.08.1705)  https://de.wikipedia.org/wiki/Jakob_I_Bernoulli @ RPTU
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Sekundarstufen

Binomialverteilung R TU:::IE\)/‘I‘;'?::;';SSL
Herleitung: Wahrscheinlichkeit B(n; p; k) P

Gesucht: Wahrscheinlichkeit fur k Trefferin
einer Bernoulli-Kette der Lange n

B(n;p; k)
R e

-————
7
Summenregel:

Anzahl aller
Pfade mit
k Treffern

Treffer:

Trefferwahr-

" " Wahrscheinlichkeit 1 .\ _ (5 3 2 32
scheinlichkeit: fir k = 3 Treffor- B (S,Z, 3) = <3) - (Z) : (—) =10 - o 0,088

53 08.11.2026  Erarbeitung: https://www.geogebra.org/m/wbmhsnba#materiaI/bytymkxjQ Losung: https://www.geogebra.org/m/kvrn9uup{:} RPTU
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Didaktik der
TU | | Mathematik

Binomialverteilung: Definition

Satz: Trefferwahrscheinlichkeit in einer Bernoulli-Kette

FUr ein Bernoulli-Experiment mit der Trefferwahrscheinlichkeit p € ]0; 1]
ist die Wahrscheinlichkeit B(n; p; k) fur k Treffer in einer Bernoulli-Kette
der Lange n gegeben durch (k € {0,1, ...n}):

B(n;p; k) =P(X =k) = (Z) .p¥ . (1 —p)k

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung
n

B(n;p):k» B(n;p; k) = (k) .pk (1 — p)n—k

mit k € {0,1, ...n}und p € ]0; 1] heil3t

mit den Parametern n und p.

Eine Zufallsgrolle X mit P(X = k) = B(n; p; k) heilt
binomial verteilt nach der Binomialverteilung B(n; p).

Jakob
Bernoulli

54 08.11.2026  'Benannt nach Jacob Bernoulli (*06.01.1655, 116.08.1705) e https://de.wikipedia.org/wiki/Jakob_I_Bernoulli @ RPTU
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Binomialverteilung mit GeoGebra
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[] w = false

BV = Binomial(n, p, w)
=il

Pk,1 = Binomial(n, p, k, w)
= 0.0879

prz2 = nCr(n,k) p* (1 —p)"*

= 0.0879

= Summe(i Binomial(n, p, i, false), |

= 1125

o =+/np(l-p)

= 0.9682

NV(x) = Normal(u, o,x,w)

%—1.25)2
_ e_ﬁaﬁzﬁ%
10.9682 v2 7

Normalverteilung:

Gute Naherung fur grof3e n

k P(X = k)

o T oah N pos
1.0.3955
2 0.2637
30.0879
40.0146
5 0.001

("
. -~ Verteilung Statistik
p=1250=0.9682
0.8
0.6
0.4
02
0 1
4 g i == Verteilung
0 m 2 6 8 Binomial
H—o H’ + o Parameter p
0.25
n= 025
- = (] Kumuliert
R \0.»
= P(X=3)=0.0879 Interval
o 1 B1 IE E
P( 3 <=X)= 0.1035

https://www.geogebra.org/m/wbmhsnba#material/za3kuwrb {:}
55 08.11.2026  GeoGebra Rechner Suite: https://www.geogebra.org/m/wbmhsnba#material/nvbedwnq Q RPTU

3 4 5

Parameter n

5

Aufgabe

Erkunden Sie Eigenschaften
der Binomialverteilung anhand
der GeoGebra-Datei.
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Aufgabe: Bestimmen Sie den Erwartungswert fir die Anzahl (absolute Haufigkeit) k der Treffer

bei einer Bernoulli-Kette der Lange n und der Trefferwahrscheinlichkeit p.

m Beieiner Bernoulli-Kette der Lange n ordnet die Zufallsvariable m Da fur die Erwartungswerte E(X;) qilt
X; dem i-ten Bernoulli-Experiment der Kette den Wert 0 fir E(X,))=0-P(X; =0)+1-P(X; = 1)
Niete und den Wert 1 far Treffer - 0 1 B B B
mit folgender Wahrscheinlich- : =0-(I-p)+1-p=p
keitsverteilung zu: PX;=x)|1—p| p folgt fir den Erwartungswert E(X):

. ) . . EX)=EX1 + X2+ +Xy,)
m Die Zufallsgrofe X = X; + X, + -+ + X,, beschreibt also die X By E(X E(X
Anzahl (absolute Haufigkeit) der Treffer in einer Bernoulli-Kette = E(X) + E(X2) + -+ E(Xp)
mit den Parametern n und p, wobei die X; unabhangig sind. =ptpt--tp=n-p

n Summanden

Satz: Erwartungswert der binomialverteilten Satz: Erwartungswert der binomialverteilten
Zufallsvariable ,absolute Trefferhdufigkeit” X Zufallsvariable ,relative Trefferhaufigkeit” h

Fir den Erwartungswert E(X) einer B(n; p)- Far den Erwartungswert E(h) einer B(n; p)-
verteilten Zufallsvariable ,absolute Treffer- verteilten Zufallsvariable ,relative Trefferhaufigkeit”
haufigkeit” X gilt: EX)=n-p h gilt: E(h) = E(:) = ":’ =p

56 08.11.2026 * Hinweis: Hier wird die Additivitdt des Erwartungswerts, also E(X +Y) = E(X) + E(Y), benutzt. RPle

Dies ist keine selbstverstandliche Eigenschaft und ware eigentlich noch zu zeigen.
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Aufgabe: Bestimmen Sie die Standardabweichung fur die Anzahl k der Treffer bei

einer Bernoulli-Kette der Lange n und der Trefferwahrscheinlichkeit p.

= Die Varianz der Zufallsgrofte X = X; + X, + -+ + Xy, Daraus folgt fiir die Varianz Var(X):

lasst Slfth gbenfalls uber"clle Vananzvyerte der Var(X) = Var(X; + X, + -+ X,)

unabhangigen ZufallsgrofRen X; bestimmen: "

= Var(X;) + Var(X,) + --- + Var(X,,)
m Mityu; = E(X;) = p qilt fur die Varianzen Var(X;): =p-(1—-p)+-+p-(1—p)
n Summanden ~
Var(X;) = (0 —p)? - P(X; = 0) + (1 —p)* - P(X; = 1) =n-p-(1-p)
=0-p)? 1-p+1A-p)*p =>0(X)=yn-p-(1-p)

=p>-(1-p)+@Q—-p)?p
1N B Satz: Standardabweichung einer
=p-(1-p) [p * (% p)l binomialverteilten Zufallsvariable X

=1 . . . .
=p-(1—p) FUr die Standardabweichung a(X) einer B(n; p)-ver-
teilten Zufallsvariable X gilt: o(X) = /n-p- (1 —p)
57 08.11.2026 *Wichtig: Dies funktioniert nur wegen der Additivitat der Varianz bei der Bernoulli-Kette, also Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y). RPle

Dieser Satz ist nicht selbstverstandlich und ware eigentlich noch zu zeigen. Ein Beweis flihrt hier aber zu weit.
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Binomialverteilung: Standardabweichung STU & & v

Bemerkung: FUr die Standardabweichung 6(X) = \/n - p - (1 — p) einer Binomialverteilung
lasst sich eine obere Abschatzung angeben, die unabhangig von p ist:

m DerTermp - (1 —p) unter der Wurzel kann wegen 0 < p < 1 nicht grol3er als % werden. Man sieht
das, wenn man die Funktionp » p - (1 —p) = —p? + p im Definitionsbereich 0 < p < 1 betrachtet.

Der Graph dieser quadratischen Funktion ist eine )
nach unten geoffnete Parabel mit dem Scheitel (E Z)'

Damit folgt:

cX)=yn-p-(1—-p) <

Satz: Standardabweichung einer binomialverteilten Zufallsvariable X
FUr die Standardabweichung o (X) einer B(n; p)-verteilten Zufallsvariable X gilt:

Vn

o(X)=n-p-(1-p)<—

58  08.11.2026  https://www.geogebra.org/m/angrSyav Q RPTU
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Galton-Brett

https://phet.colorado.edu/sims/html/plinko-probability/latest/plinko-probability_all.html?locale=de @

o

i

./.
L. oo
¢« oo

® ® *® /. o

Zuricksetzen

|:| Dauerschleife

® ] @ /. ® L3
Kugelanzahl = 400

] L ] .\ e ] @

[ ] 3 [ ] ] .\ ® ] o su:'f"{g“

° ° ° ° o o ° ° @ —®)

EY ® @ [ ® /. ® ® o ® Geschwindigkeit

110 _ __ e

Rechtswahrscheinlichkeit

104 _
81 80 | p=05

48 43 +

0 1 2 3 4 5 6 Fé 8 9 10

0 0.01 0.05 0.12 0.2 0.26 0.2 0.11 0.04 0.02 0
59  08.11.2026  https://www.geogebra.org/m/wbmhsnba#material/wn7enhda O



https://www.geogebra.org/m/wbmhsnba#material/wn7enhda
https://vcm.uni-kl.de/Panopto/Pages/Viewer.aspx?id=6e401653-c57d-43a3-9643-b2080175620c
https://phet.colorado.edu/sims/html/plinko-probability/latest/plinko-probability_all.html?locale=de
https://dms.nuw.rptu.de/mategnu/bilder/Galton-Brett.jpg
https://vcm.uni-kl.de/Panopto/Pages/Viewer.aspx?id=6e401653-c57d-43a3-9643-b2080175620c

Binomialverteilung

Vergleich Modell & Wirklichkeit

o A B D
1 | Anzahl der Kugeln
3
041 4 n absolute Haufigkeit | relative Haufigkeit m
5| 0 1 0.01 0
] 6| 1 1 0.01 0.01
7| 2 7 0.07 0.04
031 8| 3 8 0.08 0.12
9 4 19 0.19 0:21
0.25 1
108 5 27 0.27 0.25
1] 6 17 047 0:21
02 12 7 13 0.13 0.12
ois 13| 8 4 0.04 0.04
’ 14| 9 3 0.03 0.01
15| 10 0 0 0
0.1 1
16
17
0.05 1
18
[ | i ol e 19
0 o 4 8 8 10 20
m = 5.02
mw—2-0 ji=1=56 nu—2-0 2]
22
n=10 Pi= 0.5 Ci=t2 23
o | 4 CEE
60  08.112026  https;//www.geogebra.org/m/tfyxOkdm €2
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https://vcm.uni-kl.de/Panopto/Pages/Viewer.aspx?id=6e401653-c57d-43a3-9643-b2080175620c
https://www.geogebra.org/m/tfyx9kdm
https://vcm.uni-kl.de/Panopto/Pages/Viewer.aspx?id=6e401653-c57d-43a3-9643-b2080175620c
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A F(x)

08.11.2026

1 2 u=25 3 4

https://youtu.be/cTyPuz9-JZ0 @
https://www.geogebra.org/m/wbmhsnba#material/pdnjhnga @

Bemerkung

m Hierist der Graph der Dichtefunktion f
einer stetigen Wahrscheinlichkeitsver-
teilung, konkret einer Normalverteilung

e o

X) = - e 20
o-V2m

mit u = 2,5 und 0 = 0,5 dargestellt.

m FUr eine stetige Wahrscheinlichkeits-
verteilung f qilt:

f_o:of(x)dx =1

Bemerkung

Eine Normalverteilung mit den Para-

metern u = 0 und o = 1 heildt auch ¢.
1 x?

Unngs: (X) = ——.e 2
Otigr ¥ N RPTU



https://youtu.be/cTyPuZ9-JZ0
https://www.geogebra.org/m/wbmhsnba#material/pdnjhnqa
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! S Bemerkung
m Hierist der Graph der Verteilungs-
funktion F einer Normalverteilung

00 1 _@
b = - e 20
o \V2TT

mit u = 2,5 und o = 0,5 dargestellt.

m FUrsolche Verteilungsfunktionen F gilt:

F(x) = j_ f(t)dt

Bemerkung

Die Verteilungsfunktion zur Normalvertei-
lung @ mit den Parameterny =0undo =1
heild3t auch ®.

X 1 X t2
CDx:j tdt=—-f e 2dt
63 08112026 Unnétig (%) —oo(p() V21 J_o
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O O w=false 1 © || [erteiing | Statistik
NV(x) = Normal(u, o, x,w U=30=1 B A
0.8
QO 32
11| v2 7 -
pto
4= / NV(x) dx o
O oo :
= 0.6827
X 02 a = 06827
e b = 0.9545
b = f NV(X) dx E 0 2 4 6
@ p—co 10 1 2 3 4 5 6 7 8
e p‘, -|'- a Verteilung Parameter y
= 0.9545 p—20 p+20 Normal v 3
Parameter o
1
. . pi=a =1 Kumuliert
Aufgabe: Erkunden Sie Eigen- ® @ L] kumake
. -
schaften der Normalverteilung c=2 Interval
anhand der GeoGebra-Datei. . 1 H I E
P( 2 <X<4 ) =0.6827

64  08.11.2026  https://www.geogebra.org/m/wbmhsnba#material/afed3jme O https://www.geogebra.org/m/j8peujcb RPTU
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Hier wird folgende Wahrscheinlichkeit
in Abhangigkeit von ¢ untersucht:

Plu—c-o<X<u+c-o)

ptc-o —p)?
J 1 -e_(xz-:z)dx — =SS hee) = S
p—co 0 V2T

P(u—164-0<X<p+164-0)=90,0%

Sigma-Regeln: Ist X eine normalverteilte Zufalls-
grofde, mit dem Erwartungswert p und der Standard-
abweichung o so gilt:

0.4 1

P(pu—196-0 <X<pu+196-0) =950%
Pu—2-c<X<u+2-0)=954%
P(pu—258-0<X<pu+258-0)=990%

0.2 1

a=0.6827
b =0.9545

K , Pu—3-0<X<pu+3-0)=997%
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
=0 7
w—2-0 p+2-0
pn=3 o=1
® ® Die Laplace-Bedingungo = {/n - p - (1 —p) > 3 muss erfullt
| =9 " sein, damit man die Binomialverteilung durch die Normal-
S e verteilung annahern kann. In diesem Fall gelten die Sigma-

& Regeln naherungsweise auch fur die Binomialverteilung.
65 08.11.2026 https://www.geogebra.org/m/wbmhsnba#material/afed3jme
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Exkurs: Intelligenztests
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Bei Intelligenztests, die eine IQ-Norm
verwenden, wird anhand der Verteilung der
Testergebnisse einer grolden Stichprobe
der Normwert unter Annahme einer
Normalverteilung der Intelligenz
ermittelt und in eine Skala mit dem
Erwartungswert u = 100 und der
Standardabweichung ¢ = 15 umgerechnet.

66

@ N

0.02

0.01

-

(o N

\

k IQ 70, Prozentrang 2,3 /

(o N

0.02

0.01

-

0.03
0.02 0.02
0.01 0.01
L -
50 6i)Q 70: 780 90 100 110 120 130 140 150 50 60 70 I(SQO :9085100 110 120 130 140 150

k |Q 85, Prozentrang 15,9 /

(oo N

0.02

0.01

100 110 120 130 140 150

90
IQ = 100

50 60 70 80

\_ !Q100, Prozentrang 50 /

100 110 120 130 140 150

IQ = 115

50 60 70 80 90

k IQ 115, Prozentrang 84, /

https://de.wikipedia.org/wiki/Intelligenzquotient @

08.11.2026

e
90 100 110 120 130 140 150

1Q = 130

50 60 70 80

k IQ 130, Prozentrang 97,7 /

Eikenbusch, G. & Leuders, T. (2004). Lehrer-Kursbuch Statistik. Cornelsen Scriptor, 43 « https://www.geogebra.org/m/pwgenfde {3’ RPTU
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