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Kernideen im Fokus R n Didakti der
bei Zufallsvariable, Erwartungswert und Standardabweichung p Sekundarstufen

Konditionales Denken
(Wenn ..., dann ...)

Denkflgur: Bedingte Schnitt-Wahrscheinlichkeit

Wahrscheinlichkeit o totale Wahrscheinlichkeit

L

Konzept des Bezweifelns

Modell (Wahrscheinlichkeit)
— Realitat (rel. Haufigkeit)

aus Erfahrung wird Erwartung

hyPOthetFSCh' m Struktur erfassen
Reprasentative Stichprobe prognostische (Form, Streuung, Maximum, ...)
Wachsende Stichprobe Wahrscheinlichkeit m Gesetz der grolRen Zahlen
- reduziert Variabilitat I s = Sichtweise: lokal & global

Kernidee
Reprasentativitat
und Variabilitat von

Kernidee

Stichproben-Daten
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Lehrplan RLP: Leistungskurs

Ziele / Inhalte Hinweise zur Unterrichtsgestaltung
(Sach- & Methodenkompetenz) und Methodenkompetenz

Die Begriffe ,Zufallsgrofe” und ,Wahr-
6. scheinlichkeitsverteilung” kennen und
an Beispielen erlautern (4.12g)

Die Begriffe ,Erwartungswert”, ,Vari-  Bei der Anwendung in Sachaufgaben kommt es vor allem darauf an,
7 anz” und ,Standardabweichung” einer  dass die SuS verstehen, welche Folgerungen man aus den Kenn-
" diskreten Zufallsgrofie kennen und werten fur das Sachproblem ziehen kann. Hier bietet es sich an,

anwenden (2.06qg, 2.07g, 5.01g, 5.04g) exemplarisch eine statistische Erhebung zu planen und zu beurteilen.

Lehrplan RLP: Grundkurs - Stochastik 1

Ziele / Inhalte Hinweise zur Unterrichtsgestaltung

(Sach- & Methodenkompetenz) | und Methodenkompetenz

Die Formeln sollen anhand von Plausibilitatsbetrachtungen gewonnen
werden. Bei der Anwendung in Sachaufgaben kommt es vor allem darauf
an, dass die Schulerinnen und Schuler verstehen, welche Folgerungen man
aus den Kennwerten flr das Sachproblem ziehen kann. Hier bietet es sich
an, exemplarisch eine statistische Erhebung zu planen und zu beurteilen.

Erwartungswert und Standard-
abweichung fur Binomialvertei-
lungen berechnen und anwenden
(2.06q, 2.07¢g, 5.01g, 5.049)

1 22.04.2025 MBWWK (2015). Lehrplan Mathematik - Grund- und Leistungsfach in der gymnasialen Oberstufe (Mainzer Studienstufe), S. 34 &54 @ RPTU
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Beispiel: Wurfeln mit einem Wiirfel TU Mathernatik

P Sekundarstufen

Beispiel: R
Wurfeln mit einem Wurfel

Die Zufallsvariable X ordnet
jedem Ergebnis w die

Bemerkung

Obige Zufallsvariable X ist nur eine von
sehr vielen moglichen Zufallsvariablen
zum Zufallsexperiment Wirfeln mit
einem Wirfel. Man konnte z.B. auch die
Zufallsvariable Y definieren, die der
Augenzahl 6 den Wert 4 € und allen
anderen Augenzahlen den Wert -1€
(als Gewinnausschittung) zuordnet.

12 22.04.2025 RPTU




T : : R Didaktik d
o Achtung: Es gibt diskrete und stetige Zufallsvariablen! ldaktik der
Zufallsvariable g:Es g g TU n Mathematik
P

Wir betrachten zunachst nur diskrete Zufallsvariablen. Sekundarstufen

Beispiel: Wiirfeln mit einem Wiirfel

Eine Funktion X, die jedem Ergebnis w € Q Eine Ergebnismenge Qist 0 = {1,2,3, 4,5, 6}.
eine reelle Zahl x € R zuordnet, heifst Die Zufallsvariable X ordnet jedem Ergebnis w die
(auch )k Anzahl der Teiler der geworfenen Augenzahl zu:
X Q->Rowwex X:Q - R, w ~ x :=Anzahl der Teiler von w
Creiani
Bemerkungen relghisse

m Augenzahl hat einen Teiler (1 =1 - 1):
Ei={X=1}={wel|X(w)=1}={1}

m Augenzahl hat zwei Teiler(2 =1-2; 3=1-3; 5=1:5):
E, ={X =2} ={w € Q|X(w) =2} ={2;3;5}

m Die Augenzahl hatdrei Teiler(4 =1-4 =2 -2):
E; ={X =3} ={w € Q| X(w) =3} = {4}

m Die Augenzahl hat vier Teiler (6 =1:-6 = 2 - 3):
E,={X=4}={w € Q| X(w) =4} = {6}

Weitere sinnvolle Notationen:

m Eine Zufallsvariable X ordnet einem
Ergebnis w jeweils eine reelle Zahlen x
zu (X(w) = x), wobei verschiedenen
Ergebnissen durchaus dieselbe Zahl
zugeordnet werden kann.

m Ein Ereignis E, d.h. eine Teilmenge des
Ergebnisraums Q (E € Q), die alle
Ergebnisse w € Q enthalt, denen ein
bestimmter Wert x der Zufallsvariable X
zugeordnet wird, bezeichnet man mit: m {(X>1={X=2}u{X=3u{X =4}

n E={X=x}={weQ|X(w)=x} s {1<X<4}={X=23u{X=3} RPTU




Beispiel: Wurfeln mit zwei Wurfeln [ &

Didaktik der
Mathematik

Sekundarstufen

R
-
P

Beispiel:
Wiirfeln mit
zwei Wurfeln

Die Zufalls-
variable X
ordnet jedem

Ergebnis w
die
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Beispiel: E; :={w € Q|X(w) =4} = {(1;3);(2;2); (3; 1)}
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Sekundarstufen

o o oo o o oo — . R idaktik der
Beispiel: Wurfeln mit zwei Wurfeln ( & PTlJ::: Mathematik

Beispiel: Wirfeln mit zwei Wirfeln Bemerkungen

m Zueinem Zufallsexperiment konnen

Die Zufallsvariable X ordnet jedem Ergebnis w di
1€ ZUTalisvariable 4 ordnet jedem Ergebhnis w die sehr verschiedene Zufallsvariablen

X:0 = R o e definigrt werden. Links stehen drei
Beispiele zum Zufallsexperiment
Die Zufallsvariable Y ordnet jedem Ergebnis w die Woirfeln mit zwei Wirfeln”.
ZU: : :
Y:0 - R - = Mit Zufallsvarlablen I<"anr1 gerechnet
werden. So gilt z.B. fur die Zufalls-
Die Zufallsvariable Z ordnet jedem Ergebnis w die variablen X, Y und Z und alle w € Q
ZU: im Beispiel links:
Z:0)-oRwe X(w)=Y +2)(w) =Y(w)+ Z(w)

Prasenzaufgabe: Welche Wertebereiche besitzen folgende

Zufallsvariablen im obigen Beispiel des zweifachen Wurfelwurfs?
a)Y —Z b)Y -Z c)Y —27

22.04.2025
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Beispiel: Wurfeln mit zwei Wurfeln [ & TU| L T Mathematik

gieelsZF:JIf:II:Isv\\//;rri];ebllnen)}IZr:lvrfle’\t/\'/;:eer::Er ebnis w die S Beldne miiitisre AUgERsumms
. d : U = E(X) ist beim Warfeln mit
zwel Wurfeln zu erwarten?
X:Q0 -

Idee: Die Augensummen treten mit

unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten auf,
sie sollten also gewichtet mit der jeweiligen
Wahrscheinlichkeit in den im Mittel erwar-
teten Wert (Erwartungswert) eingehen.

1 2 3 4
ﬂ—E(X)—2'£+3'£+4'£+ 55

+6 = +7 - =+8-=+9 —
36 36 36 36
x J2[3[4]s]6]7][8]9]10]11]12 $10- 241124122
_ SR I T O ST < I e (R I I
P(X . x) 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 — E — 7
36 RPTU
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Zusammenhang zwischen R TU:: Didakti der
arithmetischem Mittel und Erwartungswert p
Zufallsexperiment: Es wird 20-mal mit einem SpielwUrfel gewlrfelt. Die Zufallsvariable X ordnet

jedem die zu: X: Q) - , W
Ergebnis einer Versuchsreihe von n = 20 Wirfelwirfen: 6,3,3,3,5,4,3,1,6,2,3,3,3,6,5,4,6,1,5,5

Realitat:
¥ — Xq+xp++xy _ 6+3+3+3+5+4+3+1+6+2+3+3+3+6+5+4+6+1+5+5
20
_ (1+1)2(2)+(3+3+3+3+3+3+3)+(4+4)+(5+5+5+5)+(6+6+6+6) _ 1:242-143-7+4-2+5-4+6-
B 20 B 20
Mit ergibt sich:
— 1 +2- +3- +4- +5- +6-
X =
n
=1- + 2 - +3- +4- +5- + 6 -
n n n n n n
Mit folgt:
f:xl. + Xy
Modell:
”:E(X)::xl. +...+xk.

17  22.04.2025 RPTU




R idaktik der
Erwartungswert TV n Miathematik

Sekundarstufen

Bemerkungen

m Statt £(X) schreibt man auch p(X)
Fur eine Zufallsvariable X: QO - R mit der bzw. nur [, Wenn man nur eine einzige
Wertemenge {x, ..., x; } heilst Zufallsvariable betrachtet.
EX)=xy - PX=x)++x,:-PX =x) m Bei mehreren Zufallsvariablen X;

ist die Bezeichnung E(X;) = u;

der von X. fur die Erwartungswerte ublich.

m Interpretiert man die Wahrscheinlichkeits-

Ausgedrickt mit dem Summenzeichen: verteilung als Masseverteilung mit den

k P(X = x;) als punktformigen Massen mit der
E(X) = le_ P(X = x;) Gesamtmasse 1, dann lasst sich i = E(X) als die
Stelle deuten, an der man unterstitzen muss,

t=1 damit die ,Waage” im Gleichgewicht bleibt.

18 22.04.2025
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Wahrscheinlichkeitsverteilung

R
s
P

iA. f(x) = P(X= x) ¢, E; E; .?4 :.;55 E?ﬁﬁigh.f:s. Eo | Exo | Enr

36 | 2 B ] e e

5 LF.ZF... .o o °..-’ §,§::ﬁ$g‘ﬁ

36 | | |

i - R v v

36 2 4 tjk61wlk81k 10 12

3 ¢ oW W

21

, b 213456789 (10|11|12

36 | ) LA A S A2

3 P(X—.'X') 36 |36 |36 (36 | 36| 36| 36|36 36| 36| 36

14

36 Beispiel: Wirfeln mit zwei Wirfeln
Die Zufallsvariable X ordnet jedem

3 4 5 10 11 12 die
U= E(X) =7
19 22.04.2025




Wahrscheinlichkeitsverteilung

R
s
P

f(x) =P(X =x)

20

22.04.2025
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Die Zufallsvariable X ordnet jedem

Ergebnis w die




Sekundarstufen

° ° ° ° R idaktik der
Wahrscheinlichkeitsverteilung STU n Mathematik

¢ fF(x) =P(X =x)

—1
54
36
41
36
31
36
X 214|168 (10(12
2
36 | PX=2x)| 122|222
6 6 6 6 6 6
14 . .
36 Beispiel: Wurfeln mit einem Waurfel
mit den Augenzahlen 2, 4, 6, 8,10, 12
l l l : l l > Die Zufallsvariable X ordnet jedem
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 x die
*
u=EX)=7 ; X:Q-oRow

RPTU
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Warum Streuungsmalfie? TU Mathematik

P Sekundarstufen

Kramer, W. (20068). So lligt man mit Statistik. Piper

Flussquerschnitte
gleicher mittlerer Tiefe

. \ f(x) = P(X = x)
+ ® ®

Wahrscheinlichkeits-

S 1 verteilungen 5 4 ? ?
mit demselben
T Erwartungswert E (X). o1 1 !
g %- ® ®
Gesucht:
% T Mittlere Abweichung % T ! !
der Auspragungen der

| Zufallsvariable vom | l l

; , ; , : , Erwartungswert als Mal3 _— .

1 2 3 4 5 6 Z 8 9 10 11 12 fur dle Streuung. 1 2 3 4 5 6 Z 8 9 10 11 12 Xx

u=E(X) =7 u=E(X) =7
22 22.04.2025 https;//www.geogebra.org/m/wzmémwpt ¢ https://www.geogebra.org/m/zahmzfax €3 RPTU
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Ein Weitsprung-Trainer muss R Didaktik der

Warum Streuungsmaﬂe? entscheiden, welchen der von TU Mathematik

) ) - P Sekundarstufen
ihm betreuten drei Springer er
zum Wettkampf schicken soll.

1 Springer 1: Sprungweiten in m Entscheidungsgrundlage sind -~

6.8 die Sprungweiten von jeweils
zwolf Trainingsspriangen.

6.6 1
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5.8
4 1 1 Nummer de+r Messung ?
X X — X (x _ 2)2 mittleriz quadratische Abweichung vom Mittelwert (empirische Varianz s?)
mittlere absolute Abweichung vom Mittelwert sii= 12 ((xl — X) + ... + (x12 — X) ) = 0.02m’

empirische Standardabweichung s

1_12'(("1—2)+---+(X12—§))=0m
s=Vs? = \/ + ((x1 = X)* + .. + (x12 — X)?) = 0.14m

23 22.04.2025 https://www.geogebra.org/m/ttaugsmv Q RPTU
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Mathematik

Sekundarstufen

Zusammenhang: Empirische Standard- RPTU::: Didakiik der

abweichung s und Standardabweichung o

Zufallsexperiment: Es wird 20-mal mit einem SpielwUrfel gewlrfelt. Die Zufallsvariable X ordnet

jedem die ZUu: X: Q - L B
Ergebnis einer Versuchsreihe von n = 20 Wurfelwirfen: 6, 3,3,3,5,4,3,1,6,2,3,3,3,6,5,4,6,1,5,5
Realitat: s2 x=23,5
2 (x1=%)%+(x2=x)%++(xp—-x)% _ ( —3,5)%-24(2-3,5)2-1+(3-3,5)2-7+(4—-3,5)2-2+(5-3,5)%-4+(6-3,5)*
S = n a 20
Mit ergibt sich:
2 = ( —x)2- +(2-%)2- +(3-%)2- +(4-2x)2- +(5-2x)2- +(6—2x)2-

n

=( —E)Z'T-l-(z—f)z'T-F( —f)z'T+(4—§)2'T+(5—E)2°T+(6—§)2'T

Mit folgt:
s = (x; —x)? - + o+ (g — %)% = s=4/(x —x)?- + et (g — x)%
Modell: o> 0% = (x; — u)?- + - (o — )%
o
— [a2 — — 2. — )2 .
24 22.04.2025 g g \/(xl H) L (xk H ) RPTU



Mathematik

Sekundarstufen

Streuungsmalide R TU:: Didakiik der
P

Varianz und Standardabweichung

Bemerkung: Wirden zur Messung der

mittleren Abweichung vom Erwartungswert FUr eine Zufallsvariable X: Q — R mit der Wertemenge
nur die Differenzen x; — u gebildet, dann {xq, ..., X3} und dem Erwartungswert E(X) = u heilRt
wurden sich Abweichungen nach unten und

oben Uber die unterschiedlichen Vorzeichen = = E((X — /,1)2)

gegenseitig aufheben. = (x; — )2 P(X = x) + o+ (g — 1w)?-P(X = x)
Durch das Quadrieren der Terme (x; — u)?

entfallt dieser Effekt. die von X.

Bemerkung: Die Mal3einheit der Varianz

Var(X) ist das Quadrat der Einheit, in der FUr eine Zufallsvariable X: Q — R mit der Wertemenge
die Zufallsvariable X gemessen wird. {x1, ..., xx} und dem Erwartungswert E(X) = u heift
Zur leichteren Interpretierbarkeit wurde

deshalb mit der Standardabweichung a(X) =  Var(X)

eine Mal3zahl konstruiert, die dieselbe _ — N2 . _ — N2, _
Einheit wie X hat. VG = )% P(X = x1) + -+ G — w)? - P(X = xz)
FUr die Varianz schreibt man auch a2. die von X.

25 RPTU




Sekundarstufen

Streuungsmaf: Standardabweichung RPTlJ::: Mathemati

. Af@=PX=x) x [2(3|4|5|6|7]8]09]|10[11]12
6 36 Px=n| L | 2|22 le]slalaz]
36 |36 |36 |36 | 36|36 | 36| 36| 36| 36| 36
5
36 Varianz ¢
, a2 = Var(X)
41 _(y_m2. 1 _ 2.2 _72.3
36 =Q2-72 4+ @-72 =+ (¢-7% =
_72. % _7)2. 2 _72.5%
3| +(5-7) 36+(6 7) 36+(7 7) v
36 _7)2.2 —72. 2 —72. 2
+@8-=7) -+ (-7 +(10-7)"- =
2 _72. 2 _72.L
24 +(11-7) 36+(12 7) v
=22~ 5,8333
36
11
36
Standardabweichung o
I : : >
1 2 3 445 6 7 8 9410 11 12 x o = /Var(X) = %z2,4152
u—oc u=EX)=7 u+o

26  22.04.2025 https://www.geogebra.org/m/zahmzfqx Q RPTU


https://www.geogebra.org/m/zahmzfqx

Streuungsmalfd: Standardabweichung

R Didaktik der
TUJ Mathematik
P Sekundarstufen

A f(x)=P(X=x)

—
DN
w-

| q-
S

28 22.04.2025

101 11 12 x
)=17 U+o

X 214 |6|8|10(12
PX=x)|-|2|1]2]|21|1
6 6 6 6 6 6

Varianz ¢*
= Var(X)
=(2-7)% -+ (4 -7)?% -
+(6-77 -2+ (B-7)% <
+(A0-7)2 -2+ (12-7)% <

— 7?0 ~ 11,6667

Standardabweichung o
=/ Var(X) = \/7;0 ~ 3,4157

https://www.geogebra.org/m/zahmzfgx Q RPTU
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Kernideen im Fokus bei Wahrscheinlichkeits-
verteilung und Dichte- bzw. Verteilungsfunktion

R Didaktik der
TUJ Mathematik
P Sekundarstufen

Konzept des Bezweifelns

Modell (Wahrscheinlichkeit)
— Realitat (rel. Haufigkeit)

aus Erfahrung wird Erwartung

Reprasentative Stichprobe

Wachsende Stichprobe
— reduziert Variabilitat

Denkfigur: Bedingte
Wahrscheinlichkeit

Kernidee
hypothetisch-
prognostische

Wahrscheinlichkeit

Kernidee
Reprasentativitat
und Variabilitat von

Stichproben-Daten

30  22.04.2025

Konditionales Denken
(Wenn ..., dann ...)

Schnitt-Wahrscheinlichkeit
o totale Wahrscheinlichkeit

m Struktur erfassen
(Form, Streuung, Maximum, ...)

m Gesetz der grolden Zahlen
m Sichtweise: lokal & global

/

Kernidee

RPTU




R Didaktik der

Lehrplan RLP: Leistungskurs TU| D Vethemat

yA WAL E]) Hinweise zur Unterrichtsgestaltung

(Sach- & Methodenkompetenz) und Methodenkompetenz

Die explizite Berechnung von Werten der Binomialverteilung
soll nur exemplarisch mit wenigen Stufen durchgefthrt
werden. Beim Losen von Anwendungsaufgaben werden
i.d.R. Rechner benutzt. Ankntipfend an vorangegangene
Erfahrungen bietet es sich auch an, Bernoulliketten zu
simulieren und Werte der Binomialverteilung auf diese Weise
zu bestimmen.

Die Begriffe ,Bernoullikette”, ,Binomialvertei-
lung” verstehen und die Formel zur Berechnung
der Werte einer Binomialverteilung herleiten
(5.049)

Die Formeln fur Erwartungswert und Standard-
9. abweichung einer Binomialverteilung kennen
und anwenden (5.04q)

Die Formeln konnen anhand von Plausibilitatsbetrachtungen
gewonnen werden; ein Beweis ist nicht gefordert.

Zur Veranschaulichung charakteristischer Eigenschaften
Eigenschaften der Binomialverteilung kennen, st die Darstellung von Binomialverteilungen durch
° begrinden und anwenden (5.04q) Histogramme hilfreich; der Einsatz geeigneter
Computerprogramme wird empfohlen.

10
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R Didaktik der

Lehrplan RLP: Leistungskurs TU| D Vethemat

Ziele / Inhalte Hinweise zur Unterrichtsgestaltung

(Sach- & Methodenkompetenz) und Methodenkompetenz

Die SuS sollen erfahren, dass viele Zufallsexperimente im
taglichen Leben durch eine Binomialverteilung ausreichend
gut modelliert werden konnen.

Sachaufgaben zur Binomialverteilung |0sen

M. 5.04q 412q)

Die Moglichkeit der Approximation soll anschaulich, z.B.
anhand von Histogrammen, einsichtig gemacht werden.
Verstehen, wie man Wahrscheinlichkeiten einer Hierfur empfiehlt sich der Einsatz eines geeigneten
binomialverteilten Zufallsgrof3e naherungswei- Computerprogrammes.
12. se mit Hilfe der Gauldschen Integralfunktion @  Die Bestimmung der Naherungswerte erfolgt mit Hilfe von
(Standard-Normalverteilung) bestimmt Tabellen oder Rechnern.
(5.09¢, 5.10e) Im Rahmen des padagogischen Freiraums konnen darauf
aufbauend die Normalverteilung definiert und Anwendungs-
beispiele behandelt werden.

Zur Veranschaulichung charakteristischer Eigenschaften
Funktionsterm, Graph und Eigenschaften der st die Darstellung von Binomialverteilungen durch Histo-
° Gaulifunktion @ kennen (5.09¢, 5.10¢) gramme hilfreich; der Einsatz geeigneter Computerpro-
gramme wird empfohlen.

13
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Lehrplan RLP: Grundkurs R Didakti der

TU | Mathematik

Stochastik 1 P -

Ziele / Inhalte Hinweise zur Unterrichtsgestaltung
(Sach- & Methodenkompetenz) und Methodenkompetenz

Eine explizite Berechnung der Werte der Binomialverteilung soll nur
exemplarisch mit wenigen Stufen durchgefuhrt werden. Die Herleitung
der entsprechenden Formel ist nicht gefordert. Beim Losen von
Anwendungsaufgaben werden Tabellen fur die Binomialverteilung
benutzt. Binomialverteilungen sollen auch grafisch dargestellt werden
(Histogramme).

Die Begriffe ,Bernoullikette” und
,Binomialverteilung” verstehen
6. und wissen, wie man die Werte
einer Binomialverteilung
bestimmen kann (5.04q)

Die Formeln sollen anhand von Plausibilitatsbetrachtungen gewonnen
werden.

Bei der Anwendung in Sachaufgaben kommt es vor allem darauf an, dass
die SuS verstehen, welche Folgerungen man aus den Kennwerten flr das
Sachproblem ziehen kann.

Hier bietet es sich an, exemplarisch eine statistische Erhebung zu planen
und zu beurteilen.

Sachaufgaben zur Binomial-
verteilung losen (5.049)
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Mathematik

Sekundarstufen

Wahrscheinlichkeitsverteilung R Tunmdakﬁkder
P

und Verteilungsfunktion

Bemerkung : . :
m P(X = x) ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignis- Ist X eine Zufallsvarlable{ dann heil3t
ses, das zum Wert x der Zufallsvariable X gehort. fiR = [0;1],x » f(x) mit
m Sprechweise: ,P(X = x) ist die Wahrscheinlichkeit, f(x) =P = x)
dass die Zufallsvariable X den Wert x annimmt.” =P{(X=x})=P({we Q| X(w) =x})

m Notation

P(X=x)=P{X =x}) =P({w € Q| X(w) = x}) der Zufallsvariable X.

Bemerkung
Ist X eine Zufallsvariable, dann heil3t Ko.nkret wgrden QUrch S V\(ahrscheinlich—
FiR - [0; 1], x = F(x) m’it keitsverteilung die Wahrscheinlichkeiten so
' S auf disjunkte Ereignisse E; bis E, verteilt,
F(x)=PX <x) dass gilt:
=P{X<x}))=PHwe Q| X(w) <x}) (1) E, U-~UE, =0
n

der Zufallsvariable X. (2) P(E) + -+ P(E,) = 1

34 RPTU




Sekundarstufen

° ° ° ° R idaktik der
Wahrscheinlichkeitsverteilung STU n Mathematik

x |Ereignis |f(x) = P(X = x) = P(E Q »
4@ =Px=x) [HEES J =HSPE)| g
i ) !
2| E 2 -
2-- 2 6 E, .—' 2
3| K =
4 1 / 3
- 4| E, -
3 2O /
61 o o
i !
6 Beispiel: Wirfeln mit einem Wurfel
1 Die diskrete Zufallsvariable X
T I ‘ ] ordnet jedem Ergebnis w die
: > zu. X:QA->RwmeHx
1 2 1 3 4 x

1
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Sekundarstufen

o o R idaktik der
Verteilungsfunktion STU n Miathematik

GF@-PX<n o

-

' A\
\
' =
41 — O / 3
6
x€ |F(x)=PX<x) \E3
T =01 0 i

2

o v
1
T
N

1
2 L 2] 6
6 [2; 3] % Beispiel: Wiirfeln mit einem Wirfel
1 (3, 4] 5 Die diskrete Zufallsvariable X
6 >0 ’ 6 ordnet jedem Ergebnis w die
[4; oo 1
—_ : : | > zUu. X:00-> R wm—x
1 2 3 4 Xx
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Verteilungsfunktion

Didaktik der
Mathematik

A F(x) = P(X < x)

1 e L L L Om—
| f@=rx=5 =z
=13 e
@ =P =3=3
= T3 0
x€ |F(x)=P(X<x)
3
| r@=rPx=2=3 [1;2] .
° [2; 3] :
£ 1 — [3; 4] >
() =PX=1) = [4; oo 1
t—C) : : : >
1 2 3 4 X
37 22.04.2025

Eigenschaften von
Verteilungsfunktionen
P(X>a)=1-F(a)

Pla<X<b)=F(b)—-F(a)

Bei diskreten Zufallsvariablen

P(X = xi41) = F(xj41) — F(x;)
RPTU




Sekundarstufen

° ° ° R idaktik der
Binomialverteilung: Voraussetzungen PTlJ::: Mathematik

Ein Zufallsexperiment bei dem nur interessiert, ob ein bestimmter Ausgang
vorliegt oder nicht, man also nur die beiden Ergebnisse , Treffer” oder

_Niete"” hat, nennt man 4
- Jakob
Bernoulli

Ein passender Ergebnisraum ist Q = {0,1} mit der Trefferwahrscheinlichkeit
P({1}) = p und der Nietenwahrscheinlichkeit P({0}) =1 —p = q.

Y X
%

Ein n-stufiges Zufallsexperiment mit Er-
gebnisraum Q = {0,1}", bei dem (furi = 1, ...,n) die Ereignisse
E;: ,Menge aller n-Tupel mit der 1 an der i-ten Stelle”

(, Trefferin der i-ten Stufe des Experiments”)

Aufgabe: Ist die Voraussetzung fur eine
Bernoulli-Kette jeweils erftllt?

a) Eine Person, die bisher nicht Basketball
gespielt hat, wirft zehnmal hintereinan-
der auf einen Basketballkorb.

unabhangig sind und b) Zehn zufillig gewahlte Personen wer-

die gleiche Wahrscheinlichkeit P(E;) = p haben, fen je einmal auf einen Basketballkorb.

. . c) Eine Person wirft wahrend zehn Wochen
heildt mit den Parametern n und p. immer Montags in der Pause einmal auf
Der Parameter n heildt Lange der Bernoulli-Kette. einen Basketballkorb.

1Benannt nach Jacob Bernoulli (*06.01.1655, 1t16.08.1705) « https://de.wikipedia.org/wiki/Jakob_|_Bernoulli @ RPTU
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Galton-Brett

https://phet.colorado.edu/sims/html/plinko-probability/latest/plinko-probability_all.html?locale=de @

~

/)
/.
.\ o
® .\ ®
® * /o Neue Kugel
¢ b ,/ o e ® [:] Dauerschleife
o o /. o ®
Kugelanzahl = 400
® ® /0 ® ® o ®
® ® ® ® ® ® ® Stabreihen
\ n=10
o ® L] .\ o ® ® [ ] ® .
® ® ® ® /o L ® o ® Geschwindigkeit
100 .
Rechtswahrscheinlichkeit
98 _
72 76 | p=05
| I
0 R — : : ——
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 001 004 013 018 025 0.19

0.11  0.07 0.02 0
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Didaktik der
Mathematik

Sekundarstufen

Herleitung: Wahrscheinlichkeit B(n;p; k) furk R
Treffer in einer Bernoulli-Kette der Langen P

B(n;p; k)

= )
B k
=
Summenregel:
Anzahl aller
Pfade mit

k Treffern

Lange der Kette: n =5

Treffer:
Trefferanzahl:

Trefferwahr-
scheinlichkeit:

40  22.04.2025 https://www.geogebra.org/m/da32944b@
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Herleitung: Wahrscheinlichkeit B(n;p; k) furk R TU::: Didakk der
Treffer in einer Bernoulli-Kette der Langen P

Sekundarstufen

t

!

Wirfelauswahl m

.

Anzahl der Stufen =5
@ p’(1-p)°~0.132
® p*(1—p) ~0.066
@ p>(1-p)° ~0.033

41 22.04.2025 https://www.geogebra.org/m/m6zg8yaw @ RPTU
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R Didaktik der

Binomialverteilung TU| L ¥ Mathematik

Satz: Trefferwahrscheinlichkeit in einer Bernoulli-Kette

FUr ein Bernoulli-Experiment mit der Trefferwahrscheinlichkeit p € ]10; 1|
ist die Wahrscheinlichkeit B(n; p; k) fir k Treffer in einer Bernoulli-Kette Beweisidee
der Lange n gegeben durch (k € {0,1, ...n}): Vgl. Folie 40 ~

B(n;p; k) =P(X =k) = (Z) .pk. (1 —p)k

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung
n _
B(n;p):k = B(n;p; k) = (k) p*-(1-p)n*

mit k € {0,1,...n}und p € ]0; 1] heil3t

mit den Parametern n und p.

Eine Zufallsgrofde X mit P(X = k) = B(n; p; k) heilt
binomial verteilt nach der Binomialverteilung B(n; p).

= &
&« ~ Bernoulli

42 22.04.2025 'Benannt nach Jacob Bernoulli (*06.01.1655, 116.08.1705) e https://de.wikipedia.org/wiki/Jakob_I_Bernoulli @ RPTU
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Wahrscheinlichkeitsverteilung R Tunmdakﬁkder
P

. . . . . . Mathematik
Beispiel: Bernoulli-Kette — Binomialverteilung

Sekundarstufen
( ) (5) 2 X 1 2 n—x
A — o | — . — —
1+ f . X 3 3

0) () N N

o)W INS-N o Ul

N W
1
T

zwei chinesischen Wurfeln
Die diskrete Zufallsvariable X ordnet jedem

@ } }
=l
W =)

| Beispiel: Finfmaliges Wirfeln mit
4
1
3

Ergebnis w des funfmaligen Wirfelns (n = 5)
die
| : - : 2
1 ’) 4 5 (Gewmnwahrschelnl|chl<e|t p = E) ZU:
43 22.04.2025 u=EX)=3 X0->Rowe



Verteilungsfunktion
Beispiel: Bernoulli-Kette — Binomialverteilung

R Didaktik der
TU Mathematik
P Sekundarstufen

p P =350 () G) - (1-3)

1- ______________________________________________________________
5--
6
4--
6
3
6
2--
6
Orm—)
1--
6
Gr—(0)
—} i
I
1 2

44  22.04.2025 https://www.geogebra.org/m/da32944b@
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Beispiel: Finfmaliges Wirfeln mit

zwei chinesischen Wurfeln
Die diskrete Zufallsvariable X ordnet jedem
Ergebnis w des funfmaligen Wirfelns (n = 5)
die
(Gewinnwahrscheinlichkeit p = %) ZU:

X: Q- Rww


https://www.geogebra.org/m/da3z944b

R Didaktik der

Binomialverteilung mit GeoGebra TU Mathematik

P Sekundarstufen
_ _ k P(X=k) _ _ k P(X = k)
-333330=10541 | . 1=333330=10541 [[= .
% : EglF ™ IA 0 0.0041 Gl || Tl | N 0 0.0041
10.0412 1.0.0453
g 2 0.1646 1 2 0.2099
30.3292 3 0.5391
403292 - 40.8683
02 50.1317 ' 51
] + 0.6 1
0 1 2 3 4 5 6 7 ] 9
H
041
0.2
0.8
a '. : )
» 0 1 2 3 V4
V) v)
. 2" Binomial ~ n 5 P 3 Binomial ~ n 5 P 3
0.2
1)(E3)(IE)( E
’_ —+
0 1 2 3‘!1- 4 5 6 7 a8 g9 P( U ixq_:s }:1 :: P()(‘_i 5 }: 1 ::

Aufgabe: Erkunden Sie Eigenschaften der Binomialverteilung anhand der GeoGebra-Datei.
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R Didaktik der

Binomialverteilung: Erwartungswert TU| L T Mathematik

Aufgabe: Bestimmen Sie den Erwartungswert fir die Anzahl (absolute Haufigkeit) k der Treffer

bei einer Bernoulli-Kette der Lange n und der Trefferwahrscheinlichkeit p.

m Beieiner Bernoulli-Kette der Lange n ordnet die Zufallsvariable m Da fur die Erwartungswerte E(X;) qilt
X; dem i-ten Bernoulli-Experiment der Kette den Wert 0 fir E(X,))=0-P(X; =0)+1-P(X; = 1)
Niete und den Wert 1 far Treffer - 0 1 B B B
mit folgender Wahrscheinlich- : =0-(I-p)+1-p=p
keitsverteilung zu: PX;=x)|1—p| p folgt fir den Erwartungswert E(X):

. ) . . EX)=EX1 + X2+ +Xy,)
m Die Zufallsgrofe X = X; + X, + -+ + X,, beschreibt also die X By E(X E(X
Anzahl (absolute Haufigkeit) der Treffer in einer Bernoulli-Kette = E(X) + E(X2) + -+ E(Xp)
mit den Parametern n und p, wobei die X; unabhangig sind. =ptpt--tp=n-p

n Summanden

Satz: Erwartungswert der binomialverteilten Satz: Erwartungswert der binomialverteilten
Zufallsvariable ,absolute Trefferhdufigkeit” X Zufallsvariable ,relative Trefferhaufigkeit” h

Fir den Erwartungswert E(X) einer B(n; p)- Far den Erwartungswert E(h) einer B(n; p)-
verteilten Zufallsvariable ,absolute Treffer- verteilten Zufallsvariable ,relative Trefferhaufigkeit”
haufigkeit” X gilt: EX)=n-p h gilt: E(h) = E(:) = ":’ =p

46 22.04.2025 * Hinweis: Hier wird die Additivitat des Erwartungswerts, also E(X +Y) = E(X) + E(Y), benutzt. Das ware eigentlich noch zu zeigen. RPTU



Didaktik der

[ ] [ ] [ ] [ ] R
Binomialverteilung: Standardabweichung PTlJ::: Mathematik

Aufgabe: Bestimmen Sie die Standardabweichung fur die Anzahl k der Treffer bei

einer Bernoulli-Kette der Lange n und der Trefferwahrscheinlichkeit p.

= Die Varianz der Zufallsgrofse X = X; + X, + -+ + Xy, Daraus folgt fiir die Varianz Var(X):

lasst Slfth gbenfalls uber"clle Vananzvyerte der Var(X) = Var(X; + X, + -+ X,)

unabhangigen ZufallsgrofRen X; bestimmen: "

= Var(X;) + Var(X,) + --- + Var(X,,)
m Mityu; = E(X;) = p qilt fur die Varianzen Var(X;): =p-(1—-p)+-+p-(1—p)
n Summanden ~
Var(X;) = (0 —p)? - P(X; = 0) + (1 —p)* - P(X; = 1) =n-p-(1-p)
=0-p)? 1-p+1A-p)*p =>0(X)=yn-p-(1-p)

=p>-(1-p)+@Q—-p)?p
1N B Satz: Standardabweichung einer
=p-(1-p) [p +a p)] binomialverteilten Zufallsvariable X

=p-(1-p) - FUr die Standardabweichung o(X) einer B(n; p)-ver-
teilten Zufallsvariable X gilt: o(X) = \/n -p-(1—p)

RPTU
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R Didaktik der

Binomialverteilung: Standardabweichung STU & & v

Bemerkung: FUr die Standardabweichung 6(X) = \/n - p - (1 — p) einer Binomialverteilung
lasst sich eine obere Abschatzung angeben, die unabhangig von p ist:

m DerTermp - (1 —p) unter der Wurzel kann wegen 0 < p < 1 nicht grol3er als % werden. Man sieht
das, wenn man die Funktionp » p - (1 —p) = —p? + p im Definitionsbereich 0 < p < 1 betrachtet.

Der Graph dieser quadratischen Funktion ist eine )
nach unten geoffnete Parabel mit dem Scheitel (E Z)'

Damit folgt:

cX)=yn-p-(1—-p) <

Satz: Standardabweichung einer binomialverteilten Zufallsvariable X
FUr die Standardabweichung o (X) einer B(n; p)-verteilten Zufallsvariable X gilt:

Vn

o(X)=n-p-(1-p)<—

48  22.04.2025 https://www.geogebra.org/m/anqr5yav Q RPTU
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Normalverteilung: Dichtefunktion R ot e

Mathematik

A F(x)

1 2 u=25 3

https://youtu.be/cTyPuz9-JZ0 @
49  22.04.2025 https://www.geogebra.org/m/vvb5qz4t Q

Bemerkung

m Hierist der Graph der Dichtefunktion f
einer stetigen Wahrscheinlichkeitsver-
teilung, konkret einer Normalverteilung

e o

X) = - e 20
o-V2m

mit u = 2,5 und 0 = 0,5 dargestellt.

m FUr eine stetige Wahrscheinlichkeits-
verteilung f qilt:

f_oof(x)dx =1

Bemerkung

Eine Normalverteilung mit den Para-
metern u = 0 und o = 1 heildt auch ¢.
| x?

Unnegy; X)=—-e 2
Stigy ) ¢ (%) N RPTU



https://youtu.be/cTyPuZ9-JZ0
https://www.geogebra.org/m/vvb5qz4t

R Didaktik der
Mathematik

50

22.04.2025

Bemerkung
m Hierist der Graph der Verteilungs-
funktion F einer Normalverteilung

00 1 _@
b = - e 20
o \V2TT

mit u = 2,5 und o = 0,5 dargestellt.

m FUrsolche Verteilungsfunktionen F gilt:

F(x) = j_ f(t)dt

Bemerkung

Die Verteilungsfunktion zur Normalvertei-
lung @ mit den Parameterny =0undo =1
heild3t auch ®.

X 1 X _ﬁ
Unnétig) ®(x) = f_oofp(t)dt=ﬁ'f_ooe 2dt




Didaktik der

[ J [ J
Normalverteilung mit GeoGebra Mathematik
Sekundarstufen
N ]
DN6833178D9 ;‘_E
i sleleVatatalsota
: | , T
§ O —l !
z A 4 | l:
~ 3 {
Deutche Scndsiberk I | :
!!. ‘“““_’ -:- == : |
i
. v
;A/)rb-G@rf:\ﬂ%' L = -
li.‘!éllai;ﬂ i : ] ! Sl
o i =
b f(x)zli\\/ﬂ i 1
+ I ' = - .-"I
; t
13
= =, — I i
|
i N e L]
gl I
"If'_-'_, £

https://www.geogebra.org/m/s6xmfnccO
51 22.04.2025 https://www.didaktik.mathematik.uni-wuerzburg.de/history/ausstell/gauss/geldschein.html @ RPTU



https://www.didaktik.mathematik.uni-wuerzburg.de/history/ausstell/gauss/geldschein.html
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https://www.geogebra.org/m/s6xmfncc

Normalverteilung mit GeoGebra

R Didaktik der
TUJ Mathematik
P Sekundarstufen

O[] w=false : 11 e
NV(x) = Normal(y, o, x, w)
0.8 1
® 4
11| V27
0.6 1
pt+o
a = / NV(x) dx
O —c 0.4 1
= 0.6827
preo sl a = 0.6827
b = / NV/(x) dx b = 0.9545
O
p—co 5 2 T + g 2
-1 0 1 2 3 4 8
= 0.9545 p—0o p+o

Aufgabe: Erkunden Sie Eigen-

schaften der Normalverteilung
anhand der GeoGebra-Datei.

Verteilung  Statistik

/| Normal ~ b3 o1
ENEES:
P( 2 X< 4 )= 0.6827

52 22.04.2025 https:;//www.geogebra.org/m/bkaxwfme O

https://www.geogebra.org/m/j8peujcb O RPTU



https://www.geogebra.org/m/j8peujcb
https://www.geogebra.org/m/bkaxwfme

R Didaktik der

Sigma-Regeln (empirisch bestimmt) TU| L Y Mathematik

Hier wird folgende Wahrscheinlichkeit
in Abhangigkeit von ¢ untersucht:

Plu—c-oc<X<u+c-o)

Sigma-Regeln: Ist X eine normalverteilte Zufalls-
grolde, mit dem Erwartungswert p und der Standard-
abweichung o so gilt:

preo  q _(x=wy?
=j o aet dy m P(u—c<X<p+o0)~683%
p-co O N2T P(u—164-0<X<pu+164-0)~900%
04 P(u—196-0<X<p+196-0)=950%
Pu—2-c<X<pu+2-0)=954%
0.2 1
Egggi; P(u—258-0<X<pu+258-0)=990%
[ P8 Pu—3-0<X<pu+3-0)=99,7%
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
 p—o0 u+o
pw—20 u+2-0
@ ® Die Laplace-Bedingungo = /n-p - (1 —p) > 3 muss erfullt
=9 | sein, damit man die Binomialverteilung durch die Normal-
S e verteilung annahern kann. In diesem Fall gelten die Sigma-

Regeln naherungsweise auch fur die Binomialverteilung.

53 22.04.2025 https://www.geogebra.org/m/bkaxwfme ‘{:}’
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Kernideen im Fokus
bei Prognose- und Konfidenzintervall

R Didaktik der
TUJ Mathematik
P Sekundarstufen

Konzept des Bezweifelns

Modell (Wahrscheinlichkeit)
— Realitat (rel. Haufigkeit)

aus Erfahrung wird Erwartung

Reprasentative Stichprobe

Wachsende Stichprobe
— reduziert Variabilitat

Kernidee
Denkfigur: Bedingte
Wahrscheinlichkeit

Kernidee
hypothetisch-
prognostische

Wahrscheinlichkeit

Kernidee
Reprasentativitat
und Variabilitat von

Stichproben-Daten

55 22.04.2025

Konditionales Denken
(Wenn ..., dann ...)

Schnitt-Wahrscheinlichkeit
o totale Wahrscheinlichkeit

m Struktur erfassen
(Form, Streuung, Maximum, ...)

m Gesetz der grolden Zahlen
m Sichtweise: lokal & global

/

Kernidee

RPTU




Sekundarstufen

° R idaktik der
Lehrplan RLP: Leistungskurs PTlJ::: Viathematk

Ziele / Inhalte Hinweise zur Unterrichtsgestaltung
(Sach- & Methodenkompetenz) und Methodenkompetenz

Den Begriff “Konfidenzintervall” und das Verfahren zur
14. Bestimmung eines Konfidenzintervalls flr eine unbekannte
Wahrscheinlichkeit verstehen (5.07¢)

Den Zusammenhang zwischen dem Stichprobenumfang und

= der Lange des Konfidenzintervalls verstehen (5.06¢g, 5.07e)

Sachaufgaben zu Konfidenzintervallen [6sen und die

L Ergebnisse interpretieren (5.07¢)

56 22.04.2025 MBWWK (2015). Lehrplan Mathematik - Grund- und Leistungsfach in der gymnasialen Oberstufe (Mainzer Studienstufe), S. 55 @ RPTU


https://bildung.rlp.de/lehrplaene

Didaktik der
Mathematik

Lehrplan RLP: Grundkurs R
Wahlpflichtgebiet B1: Schatzen von Wahrscheinlichkeiten p

Ziele / Inhalte Hinweise zur Unterrichtsgestaltung
(Sach- & Methodenkompetenz) und Methodenkompetenz

Die Moglichkeit der Approximation soll anschaulich,

TU| |

Verstehen, wie man Wahrscheinlichkeiten einer z.B. anhand von Histogrammen, einsichtig gemacht
1 binomialverteilten ZufallsgrofRe naherungsweise werden. Hierfur empfiehlt sich der Einsatz eines
° mit Hilfe der Gauldschen Integralfunktion @ geeigneten Computerprogramms.

(Standard-Normalverteilung) bestimmt (5.09¢, 5.10e)  Die Bestimmung der Naherungswerte erfolgt mit
Hilfe von Tabellen oder Rechnern.

Den Begriff “Konfidenzintervall” verstehen und wissen,
2. wie man ein Konfidenzintervall flr eine unbekannte
Wahrscheinlichkeit bestimmt (5.07¢e).08e)

Zentrales Anliegen des Wahlpflichtgebiets “Schatzen
von Wahrscheinlichkeiten” ist es, dass die SuS das
Verfahren zur Bestimmung von Konfidenzintervallen
verstehen und zum Losen von Sachproblemen aus

Den Zusammenhang zwischen dem Stichprobenumfang unterschiedlichen Bereichen anwenden. Dabei erfahrt

3. und der Lange des Konfidenzintervalls verstehen der Wahrscheinlichkeitsbegriff eine Erweiterung und
(5.06q, 5.07¢) Vertiefung.
Als Voraussetzung wird eine Moglichkeit, Wahrschein-
Sachaufgaben zu Konfidenzintervallen [6sen und die lichkeiten einer binomialverteilten ZufallsgroRe
4. Ergebnisse interpretieren (5.06g, 5.07¢) naherungsweise zu ermitteln, bereitgestellt.

57 22.04.2025 MBWWK (2015). Lehrplan Mathematik - Grund- und Leistungsfach in der gymnasialen Oberstufe (Mainzer Studienstufe), S. 35 @ RPTU


https://bildung.rlp.de/lehrplaene

Sekundarstufen

° ° R idaktik der
Prognose- und Konfidenzintervalle PTUn Mathematik

Konfidenzintervall
Ein 95%-Prognoseintervall zu einer m Das Konfidenzintervall zu einer relativen
ist ein Haufigkeit h enthalt alle Wahrscheinlich-
Intervall, in das die zufallige keiten p, die nach Beobachtung von h
bzw. die zufallige nicht bezweifelt werden mussen.

m Das Konfidenzintervall enthalt also alle

bei einer Bernoulli-Kette der %énge Wahrscheinlichkeiten p, in deren Prog-
mit der Wahrscheinlichkeit 95% fallt. noseintervall die beobachtete relative

Haufigkeit h liegt.

Mit einem schliel3t m Mit einem Konfidenzintervall schliel3t
man vom Modell (der Wahrschein- man von der Wirklichkeit (der relativen
lichkeit p) auf die Wirklichkeit Haufigkeit h) auf das Modell (die

(die relative Haufigkeit h). Wahrscheinlichkeit p).

Wirklichkeit (h) - Modell (p)

58 22.04.2025 Riemer, W. & Vehling, R. (2020). Prognose- und Konfidenzintervalle: beurteilende Statistik mit Sinn und Verstand. MU, 66(4), 11-25 RPTU




m-Gesetz und -L-Gesetz (e Didakti der
| ——— ' = .
n ese z u n - ese z entsprechend Folie 53 - auch andere Mathematik

\/ n Sicherheitswahrscheinlichkeiten realisieren.

Satz: \/n-Gesetz der absoluten Haufigkeit
Prognoseintervall einer binomialverteilten Zufallsvariable ,,absolute Trefferhaufigkeit” X

Bei einer Binomialverteilungmitu =n-pund o = /n-p - (1 — p) liegt die Trefferanzahl X mit
ca. 95% Sicherheit im 2o-Prognoseintervall.

[u—Za,u+20']=[n°p—2x/n~p-(1—p);n-p+2Jn-p-(1—p)]é[n-p—x/ﬁ;n-ph/ﬁ]

Satz: Tlﬁ-Gesetz der relativen Haufigkeit

Prognoseintervall einer binomialverteilten Zufallsvariable ,relative Trefferhaufigkeit” h =
Bei gegebener Trefferwahrscheinlichkeit p einer Binomialverteilung liegt die relative

S X

(@
82
o <
58
.2 O
S

Trefferhaufigkeit h = { mit ca. 95% Sicherheit im Prognoseintervall.

- - (1 — 1 1
g_z__+2 ] , Vp- (1 p)p+2_\/p A-p)| = oL L
n Jn Vn Jn Vn
Die Lange des Prognoseintervalls nimmt umgekehrt proportional mit der Wurzel
aus der Lange n der Bernoulli-Kette ab. Sie halbiert sich, wenn man n vervierfacht.

59 22.04.2025 * Bemerkung: Die Teilmengeneigenschaften in beiden Satzen ergeben sich aus folgender Ungleichung (vgl. Folie 48):p - (1 —p) < % RPTU



° R Didaktik der
Prognoseintervall TU Mathematik
P Sekundarstufen
P(X =K) ~
0.08 ] ok
0.06 1 i =
0.04 1 A .
0.02 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 %) 55 60 65 70 75 80 85 a0 95 100
k =50
gl Pojay = 0-9 =196 gicherheitswahrscheinlichkeit: 95 %
# + D + + = 0
RPTU

60  22.04.2025

https://www.geogebra.org/m/tecchxzt O
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° ° R idaktik der
Ellipsendiagramm verstehen STU n Mathematik

Sekundarstufen

y absolute Haufigkeit > Stichprobenumfang n =| 50
[}
451 |
401 O
c= 196
@

Sicherheitswahrscheinlichkeit: 95 %

Prognoseintervall zu absoluten Haufigkeiten

[rl*. —-C: \/n- -(l—-),‘ ne -I-r.';-\/n-: (l-—]]

10 1

g

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 i _ - %
Wahrscheinlichkeit Weiter Zurilicksetzen i

61 22.04.2025 https://www.geogebra.org/m/vp6thpjs O Vielen Dank an Henrik Ossadnik far die Vorlage! RPTU
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R Didaktik der

[ ] [ ) (]
Ellipsendiagramm - Prognoseintervall TU Mathematik
P Sekundarstufen
relative Haufigkeit h e E
1 14
Sicherheitswahrscheinlichkeit ~ 95 % :. Be| Zufa”sexperimenten pendeln S|Ch
e 9 i die relativen Haufigkeiten fur Ereignisse
| Y bei ausreichend groliem n immer wieder
: um in etwa die gleiche Zahl ein.
0.6 061 .}
sl 041
0.2 0.2 .',"
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 100 200 300 400 500
n = 550 p=0.5 n = 550
O O O

Prognoseintervall zu relativen Haufigkeiten
o T T L Chnll) RSP SO (- ol )} ..

= [0.4582,0.5418]

62  22.04.2025 https://www.geogebra.org/m/vtm99k25 {:} Vielen Dank an Henrik Ossadnik fir die Vorlage! RPTU


https://www.geogebra.org/m/vtm99k25

R Didaktik der

Ellipsendiagramm - Prognoseintervall TU Mathematik

P Sekundarstufen
= . relative Haufigkeit h -,
x(1—x .
fplus(x) = X+c T 11
@)
x(1—x 0.9
= x+2- #
+/100
0.8 1
VX (1 —x)
1:minus(x) = X—C T 0.7
o :
VX (1— : .= 0.6
= X*2’ X( X) ]IH.‘H.[ O 6 06'{'
100
0.5 1
2 Vp-(1-p) . 2 Vp:-(1-p) he — 0.4 %4T
p— .—,p-l— - —_— main
Jn yn

0.3 1

Prognoseintervall
0.2 1

Bemerkung: Ersetzt man in D Konfidenzintervall
den Termen der Intervallgrenzen _ o1

2 durch ¢, so lassen sich - c=2 :
entsprechend Folie 53 - auch ® - .
andere Sicherheitswahr- n =100 , _ + Wahrscheinlichkeit p
scheinlichkeiten realisieren. 0 0.1 0.2 0.3 0.4 %55 06 0.7 0.8 0.9 1

63  22.04.2025 https://www.geogebra.org/m/msSchy6O RPTU
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° ° R Didaktik der
Konfidenzintervall TU Mathematik
P Sekundarstufen
P(X = K) ~
0.08 - 1T ML
0.07 ] [ - I Das Konfidenzintervall
o - m enthalt alle Wahrschein-
0.06 - ) ) )
i B lichkeiten p, in deren
0.05 | i I Prognoseintervall die
soul il " o beobachtete relative
' . . . k ..
" i - - Haufigkeit h = = liegt.
0.03 1 n
0.02
0.01 | N
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 o 55 60 65 70 75 80 8 90 95 100
=50
n =100 Py 1y = 0-394 Pyrar = 0.605 k = 50 c=1.96 , | o
garun } Sicherheitswahrscheinlichkeit: 95 %
# + @ c '@:: p + 0 ::
64  22.04.2025 https://www.geogebra.org/m/tecchxztO RPTU
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Ellipsendiagramm - Konfidenzintervall’

R
TU
P

Didaktik der
Mathematik

Sekundarstufen

Aufgabe: Welche Wahrscheinlichkeiten p miissen bei Beobachtung einer relativen Haufigkeit

von h = 0,5 bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von 95% bezweifelt werden?

relative Haufigkeit h

0.9

0.8

0.7

0.6

Psas =080 L

04
Boin = 0.3 %37

0.2

0.1

0

i Wahrscheinlichkeit p

02 03

+
06 0.7 0.8 09 1

(51 EERTRRR

Pmaz = 0-6

main

relative Haufigkeit h

§ EECETTEEPPEPEEN \CEPEFEPER

0

Wahrscheinlichkeit p

b
o EnGEGEGEEETEE TR

0.1 02 03

S
IS

0.7 0.8 09 1

o

Pmaz = 0-6

relative Haufigkeit h

£ EEEETTEFPPEPEEN PR

o Gl EE PR

0

Wahrscheinlichkeit p

0.1 02 03

S
IS

0.5

o
= S

[<2]

7

07 0.8 09

naxr — 0-6

Ergebnis: Es sollten alle Wahrscheinlichkeiten p bezweifelt werden, in deren Prognoseintervall die

beobachtete relative Haufigkeit h nicht liegt. — Das Konfidenzintervall enthalt alle Wahr-
scheinlichkeiten p, in deren Prognoseintervall die beobachtete relative Haufigkeit h liegt.

65  22.04.2025

https://www.geogebra.org/m/ms82gcy6 {:}

T Lateinisch: confidere = vertrauen

RPTU
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Sekundarstufen

° ° ° ° R idaktik der
Ellipsendiagramm - Konfidenzintervall’ STV n Mathematik

Grenzen des Konfidenzintervalls bestimmen Trelative Haufigkeit h
m Ablesen am Ellipsendiagramm (vgl. Folie 65) oder

m (numerisches) Losen folgender Gleichungen (*) und (**)
(Die rechten Seiten sind die Terme fur die Grenzen des Prognoseintervalls.)

m Linke Grenze: h=p+?2 -—“p'\(/—:p) *)

2. Jp-(1-p) (**)
Vn

Bemerkung: Ersetzt man in
den Termen zur Berechnung
der Intervallgrenzen 2 durch c,
so lassen sich — entsprechend
Folie 53 - auch andere
Konfidenzniveaus realisieren.

m Rechte Grenze: h=p-—

Konfidenzintervall (exaktes Wilson-Intervall) S

y 1 h-(1-h Umformen von (*)
h+—— 2 J 2 h( ) h+ + 2 J > + ( ) und (**) sowie Lésen
n L n w quadratischer Glei-

chungen (ggf. CAS)

)

i1 21
n n

Konfidenzintervall (Naherung fir grolRe n)

Wahrscheinlichkeit _:

h 2 \/h ; (1 - h) . h + 2 \/h : (1 - h) h h + . 0.2 3 : 06 0.7 0.8 0.9
\/ﬁ ' \/ﬁ \/_ \/_ Pmin = 0.4 Prmaz = 0.6
Naherung: Wald-Intervall fuiagsgzrcrggge

66  22.04.2025 https://www.geogebra.org/m/ms82gcy6 {:} ' Lateinisch: confidere = vertrauen RPTU


https://www.geogebra.org/m/ms82gcy6

Prognoseintervall R Didakeik der

o o TU Mathematik
Ellipsendiagramm «— Tabellendarstellung P
——— relative Haufigkeit h ~ | kip-=| 015 0,16 017 0,18 0,19 02 021 0,22 023 024 025 02
folus(x) = x+ (1% (110.0003 0.0002 9E-( I I 05 BE-06 4E-DE 06 06 GE-{ i
$10.0029 0.00 0.001 0.0006 0.0003 0.0002 0.0001 6E-C i i i 06
F10.0142 0.009 0.0056 0.0035 0.0021 0.0013 0.0008 0.0005 0.0003 0.0002 9E-( i
&l 0.046 0.0 0.0208 0.0 0.0088 0.0057 0.0036 0.0022 0.0014 0.0008 0.0005 0,000
a0 0.0808 0.0 0.03990.02740,0185 0.0 0.0081 0.0052 0.0033 0.0021 0,00
L0 i 0 0.0929 0.06 0.048 0.0 0.0 0.0159 0.010 0 007 0.00
61 0 0 0,18010 0.10340.0764 0.0 0,039 0.028 0.0194 0.0
rj0.5188 04406 0 0,3004 0,1904 0 0 0.0844 0.06 0.04 0.0324
10,6681 0 0 80 0 0,30730 { 0 0.1206 0,0916 0.06
=10 i i i 8 [ i i [ 0 0. 20 0 1
10,8801 0.8 0 0 a7 0 0.58 i [ 8 0 0 80 i
110 0,90 0.8 0.8 i i Of 0 [ 0 0 .38 i .
o o o i 09699 0.9 C 86 0.8978 0,8 0.8 i ). 70 0 0 i i
Mit einem dynamischen 70,0868 0,777 0,9643 0,9456 0,9209 0,8894 | 0,851 0,8058 0,754 0,6977 0,637 0
. 140K 0.9904 09836 097340.9589 0 i 80.88190.8 i af( a1 (
in GeoGebra 1509981 0.9962 0,993 0,988 09803 09692 0.9538 0.9335 0.9074 0,8753 0.8369
konnen Abhangigkeiten (vonn, —SEEEEERTRSREREIRR S 0. 2001 0000 0 o4 00097 0.9095 0,902 0.0741 0.9616 09449 0.
c-o0,..)besser erfasst werden. | = D/B00S 0/5567/0 /0075 0/I06R 00675 C0STR 0,0808 0,671 01

Verknupfung zur algebraischen Darstellung der Ablesen von ist auch unreflektiert und
Intervalle beim deutlicher. unverstanden moglich. - Eher problematisch.

Aktuelle Werkzeugkompetenzist der Umgang Papier- ablesen keine aktuell relevante
mit digitalen Werkzeugen wie z. B. GeoGebra. Werkzeug-Kompetenz mehr (nur noch historisch).

67  22.04.2025 Die Abbildung der Excel-Tabelle stammt von Christian Fahse. RPTU



und Konfidenzintervallen

Bemerkung: Durch Ersetzen von 2

Intervallgrenzen (vgl. Folie 53) lassen

. - Sekundarstufen
sich auch andere y-Werte realisieren.

Eigenschaften von Prognose- g AR noidakﬁkde_r
urch ¢ in den Berechnungstermen der le Mathematlk
P

Prognoseintervalle enthalten 0
relative Haufigkeiten. =
Prognoseintervalle sind symme-

trisch zur Wahrscheinlichkeit p.

Im 95%-Prognoseintervall zu einer 0
bekannten Wahrscheinlichkeit p

liegt die relative Haufigkeit h mit

der Wahrscheinlichkeit y = 95%.

Man nennty = 95% O
Die Lange von Prognoseinter- N

vallen halbiert sich bei Vervier-
fachung des Versuchsumfangs.

68  22.04.2025 Riemer, W. & Vehling, R. (2020). Prognose- und Konfidenzintervalle: beurteilende Statistik mit Sinn und Verstand. MU, 66(4), 11-25 RPTU

Konfidenzintervall

Konfidenzintervalle enthalten Wahrscheinlichkeiten.

Wilson-Konfidenzintervalle sind nur fur h = 0,5
symmetrisch zur relativen Haufigkeit h. Wald-
Konfidenzintervalle sind stets symmetrische zu h.

Das (zufallsabhangige) 95%-Konfidenzintervall zu
einer beobachteten relativen Haufigkeit h uber-
deckt die unbekannte (feste) Wahrscheinlichkeit p
mit der Wahrscheinlichkeit y = 95%.

Man nennt y = 95% Konfidenzniveau
(oder Vertrauenswahrscheinlichkeit).

Bei Vervierfachung des Versuchsumfangs halbieren
sich Wilson-Konfidenzintervalle annahernd, Wald-
Konfidenzintervalle genau.



Prognoseintervall <~ Konfidenzintervall

R Didaktik der
TUJ Mathematik
P Sekundarstufen

Situation

Aufgrund empirischer
Untersuchungen oder
theoretischer Uberle-
gungen bekannte Tref-
ferwahrscheinlichkeit

in der Grundgesamtheit.

Ziel
Aussage daruber, welche
absoluten Trefferanzahlen
bzw. relativen Treffer-
haufigkeit /i in einer Stich-
probe mit der Treffer-
wahrscheinlichkeit
,vertraglich” sind.

69  22.04.2025

Bekannt:

in der

‘ schlieRen

auf
Gesucht:

Prognoseintervall

/

mit denen in einer

zu rechnen ist.

Konfidenzintervall

Situation 5
In einer Stichprobe mit : 2
dem Umfang n tritt die ,Bil,at'v? g.
Merkmalsauspragung Hautigkeit h ?g
mit der relativen . =<
Haufigkeit h auf. Stichprobe =
‘schlie@en =
auf
Ziel

Aussage Uber die
unbekannte Wahr-
scheinlichkeit p fur
das Eintreffen des
Merkmals in der
Grundgesamtheit.

Wahrscheinlich-
keitenp

(d) 11I9po

Grundgesamtheit

Lateinisch: confidere = vertrauen RPTU



Stichprobe und Konfidenzintervall RpTU::: Mathematk

Sekundarstufen
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Sekundarstufen

Kernideen im Fokus R T”n Didaktik der
P

. Mathematik
beim Hypothesentest

Konditionales Denken
(Wenn ..., dann ...)

Schnitt-Wahrscheinlichkeit
o totale Wahrscheinlichkeit

Kernidee
Denkfigur: Bedingte

Konzept des Bezweifelns Wahrscheinlichkeit

Modell (Wahrscheinlichkeit)
— Realitat (rel. Haufigkeit)

aus Erfahrung wird Erwartung Kernidee

hypothetisch- m Struktur erfassen
Reprasentative Stichprobe prognostische (Form, Streuung, Maximum, ...)

Wahrscheinlichkeit m Gesetz der groRen Zahlen
m Sichtweise: lokal & global

Wachsende Stichprobe
— reduziert Variabilitat

Kernidee /

Reprasentativitat Kernidee
und Variabilitat von

Stichproben-Daten
72 22.04.2025 RPTU



R Didaktik der

Lehrplan RLP: Leistungskurs TU| D Vethemat

Ziele / Inhalte Hinweise zur Unterrichtsgestaltung
(Sach- & Methodenkompetenz) | und Methodenkompetenz

Die Struktur des Hypothesen-
" tests verstehen (5.08e)

17

Die Sachprobleme werden so vorgegeben, dass sie durch Binomialverteilun-
gen modelliert werden konnen. Gegebenenfalls werden die Binomialvertei-
lungen durch die Normalverteilung approximiert.

Besondere Bedeutung kommt der Interpretation des Ergebnisses eines
Sachaufgaben zum Testen von  Hypothesentests zu. Dabei sollen die Schulerinnen und Schuler auch die
18. Hypothesen losen und die Er- Grenzen des Verfahrens erkennen.

ebnisse interpretieren (5.08e . . : . . :
d P ( ) Zumindest einmal sollen die Schulerinnen und Schuler zu einem offen formu-

lierten Sachproblem einen Hypothesentest entwerfen, gesuchte Grol3en
berechnen und die Konsequenzen der Ergebnisse fur den Sachverhalt
erortern. Im Leistungskurs soll dies weitgehend selbststandig in Gruppen-
oder Partnerarbeit erfolgen.

73 22.04.2025 MBWWK (2015). Lehrplan Mathematik - Grund- und Leistungsfach in der gymnasialen Oberstufe (Mainzer Studienstufe), S. 55f @ RPTU


https://bildung.rlp.de/lehrplaene

Lehrplan RLP: Grundkurs R Didakk der
Wahlpflichtgebiet B2: Testen von Hypothesen =) -

Ziele / Inhalte Hinweise zur Unterrichtsgestaltung
(Sach- & Methodenkompetenz) | und Methodenkompetenz

Das Vorgehen beim Testen von
Hypothesen verstehen (5.08¢)

1.
Zentrales Anliegen des Wahlpflichtgebiets “Testen von Hypothesen”

Verstehen, welche Fehlent- ist es, dass die Schuler/innen das Verfahren verstehen & zum Losen

scheidungen beim Hypothesen-
2. test auftreten konnen & wissen,

wie man die Wahrscheinlich-

keiten dafur ermittelt (5.08e)

von Sachproblemen aus unterschiedlichen Bereichen anwenden. Im
Zusammenhang mit der Diskussion von Fehlerwahrscheinlichkeiten
erfahrt der Wahrscheinlichkeitsbegriff eine Erweiterung & Vertiefung.

Die Sachprobleme werden so vorgegeben, dass sie durch Binomialverteilungen
modelliert werden konnen.

Besondere Bedeutung kommt der Interpretation des Ergebnisses eines Hypothesen-

Sachaufgaben zum Testen von , , L aeh :
tests zu. Dabei sollen die Schiler/innen auch die Grenzen des Verfahrens erkennen.

Hypothesen losen und die

Ergebnisse interpretieren Zumindest einmal sollen die Schuler/innen zu einem offen formulierten Sachproblem

(5.08¢) einen Hypothesentest entwerfen, gesuchte Grofsen berechnen und die Konsequenzen
der Ergebnisse fir den Sachverhalt erortern. Die im Grundkurs hierfir angemessene
Unterrichtsform ist in der Regel das Unterrichtsgesprach oder die angeleitete
Gruppenarbeit.

74 22.04.2025 MBWWK (2015). Lehrplan Mathematik - Grund- und Leistungsfach in der gymnasialen Oberstufe (Mainzer Studienstufe), S. 36 @ RPTU
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Sekundarstufen

° R idaktik der
Warum Hypothesentest im MU? PTU::: Mathematik

Typische Methode der beurteilenden Statistik

Verstandigen und reflektierten Umgang
mit gangigen Methoden fordern

Testen von Hypothesen wird haufig als
unverstandenes Schema abgearbeitet

Problem

Starkung des inhaltlich-anschaulichen
Verstehens und Argumentierens

Leuders, T. (2005). Darf das denn wahr sein? - Eine schileraktive Entdeckung der Grundidee
75 22.04.2025 des Hypothesentestens durch Simulation mit Tabellenkalkulation. PM, 47(4), 8-16 RPTU



Sekundarstufen

R idaktik der
Hypothesentest: Probleme STU n Mathematik

Probleme beim Hypothesentest
m Das Konzeptist anspruchsvaoll

m Es werden schwierige Begriffe benotigt.
0 bedingte Wahrscheinlichkeit
o Fehler1. Artund 2. Art
0 Binomialverteilung, -koeffizient
L]

m Angemessene Interpretation der Ablehnungs- bzw. Ent-
scheidungsbereiche selbst fur Experten problematisch

m Realitatsbezug macht die Problemsituation
eher komplexer also durchsichtiger

m Algebraisch auf Schulniveau berechenbare
Falle sind sehr beschrankt
— Binomialverteilung oder Black-Box-Formeln

76  22.04.2025 RPTU



Didaktik der

Hypothesentest: Chancen Mathematik

Sekundarstufen

Begriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung
werden produktiv zusammengefuhrt.

Wiederholen, in Beziehung setzen und anwenden
aus Beurteilungssituationen herleiten

Arbeitsweise von empirisch arbeitenden
Wissenschaftlern exemplarisch erfahrbar:
Aufstellen von Hypothesen
Erproben im Experiment
Verwerfen bzw. vorlaufiges Akzeptieren
nach rationalen Kriterien

Tragfahige Grundvorstellungen
zum Hypothesentest aufbauen

22.04.2025



° ° o o Didaktik der
Hypothesentest: Erarbeitungsprinzipien STV & e
Aufbau tragfahiger, inhaltlicher Begriffsvorstellungen
m Entschleunigung der Begriffsbildung
: : _— : Genetische
m Arbeiten mit vorlaufigen Begriffen Erarbeitung

m hohe Schuleraktivitat

Das Verfahren des
m Kein rezeptartiges Arbeiten!

Hypothesentestens
wird aus einer

Problemsituation
Schwerpunkt: Inhaltlich-anschauliches Arbeiten S von Lernenden

Formale, symbolische und algebraischer Elemente - aktiventwickelt.

sehr dosiert verwenden! . Die dem Hypothesen-
testen zugrunde

. liegenden Argumenta-
Computerwerkzeuge | tionsfiguren bilden den

m Heuristisch und explorativ nutzen ] roten Faden der
Schulererkundungen.

m Umsetzung obiger Prinzipien

78  22.04.2025 RPTU




R Didaktik der

Hypothesentest: Erarbeitungsprinzipien STV & e
= Fachliche Beschreibung Inhaltlich-anschauliches Erwartete Schiilertatigkeit
P& . . ° . .
£ (Ruckschauperspektive Argumentieren bei der Erarbeitung
(})) der ,fertigen Mathematik") aus Sicht der Schiler eines Verfahrens

Hypothese H aufstellen und Du behauptest der Wirfel Zu untersuchende Situation & kon-
(1) | Versuchsausgang A beobachten sei in Ordnung? kurrierende Annahmen festlegen.
(H oft Gegenteil der Vermutung) Ich habe 6-mal die 6 gewdurfelt. Ausgang bestimmen.
. . Berechnung oder Simulation einer
_ e : Es ware zwar moglich, aber extrem : :
Man fragt: Wenn H richtig ist, wie L . erwarteten Verteilung, Beurteilung
(2) e unwahrscheinlich, dass der Wurfel .1 Ny
wahrscheinlich ist dann A? : : der moglichen Ausgange nach der
in Ordnung ist. . .
Wahrscheinlichkeit
Also glaube ich dir nicht! Naturlich | Kriterien fur eine Ablehnungs-
(3) Bei unwahrscheinlichen Ausgangen | konnte ich mich irren und du hast entscheidung bestimmen;
wird die Hypothese H verworfen. doch Recht. Das ist aber extrem Beurteilung der Situation aus Sicht
unwahrscheinlich. der getroffenen Annahmen
79 22042025 des Hysothesentestens durch Smclation mit Tabelenkalkuistion. PN, 450 506 RPTU




Modellierungsschritte R Tunﬁﬂi??ﬁ?ﬁﬂ
beim Testen von Hypothesen P

Sekundarstufen

Statistische Null-
hypothese formulieren

m
Experiment / Versuch matisieren Zufallsvariable definieren:
theoretische Verteilung fest-
legen (Binomialverteilung, ...);

Ablehnungsbereich bzw.
p-Wert bestimmen

P-Wert liefert keine /

schwache / mittlere /

starke Evidenz gegen die
inter- o

statistische Nullhypothese

pretleren

planen bzw. Methode zur
Datenbeschaffung Uberlegen;
Daten sammeln

vereinfachen
strukturieren losen
prazisieren

Forschungsfrage /
-hypothese festlegen

Komplexe Sachsituation,
in der sich unterschiedliche
Hypothesen formulieren Iassen

Was bedeutet das statlstlsche Resultat fur die Sachsituation?
Welchen Beitrag leistet der Signifikanztest zur Klarung der Forschungsfrage?
Sind weitere Untersuchungen notwendig

80  22.04.2025 RPTU



Nullhypothese:

Einseitig — Zweiseitig

Aufgabe

Eine Fabrik erzeugt Getranke
mit einem Alkoholgehalt von
5 %. Dabei treten beim
Alkoholgehalt Schwankungen
auf. Die Hypothese H,, dass
der Alkoholgehalt gleich dem
Sollwert po, = 0,05 ist, soll
anhand einer Stichprobe
Uberpruft werden.

Aufgrund der Interessenlage
der Personen, die die Unter-
suchung vornehmen, sind
drei Falle zu unterscheiden:

81 22.04.2025

Die Uberpriifung wird durchgefihrt durch eine

a)

b)

Stoyan, D. (2011). Statistische Tests in Gymnasiallehrblchern. Stochastik in der Schule, 31(1), 28-32
Riemer, W. (2023). Statistik unterrichten - Eine handlungsorientierte Didaktik der Stochastik. Kallmeyer, 111f

Bemerkung: Ziele der Beteiligten sind nicht klar: Wollen
z. B. Jugendschitzer beruhigt schlafen, wiinschen sie sich
niedrige Messwerte unterhalb des Prognoseintervalls zu
po = 0,05, wollen sie erfolgreich klagen, wiinschen sie sich
Messwerte oberhalb des Prognoseintervalls.

R Didaktik der
TUJ Mathematik
P Sekundarstufen

Die Interessenslagen fuhren

Eichkommission, die an einer Abweichung a) Hy: p =pyg
vom Sollwert p, = 0,05 sowohl nach unten gegen

als auch nach oben interessiert ist, Hi: p + pg
Verbraucherorganisation, die daran

interessiert ist, dass tatsachlich die 5 % Alkohol b) Hy: p < p,
in den Flaschen sind. Sie stellt misstrauisch die gegen
Frage, ob der wahre Alkoholgehalt kleiner als Hi:p>pg
der Sollwert ist,

Jugendschutzkommission, die beflrchtet, dass zu

viel Alkohol in den Flaschen ist, um die Konsumenten ¢€) Hy: p = pg
moglichst schnell alkoholabhangig zu machen. Sie gegen
stellt ebenfalls misstrauisch die Frage, ob der wahre Hi: p<pg

Alkoholgehalt grof3er als der Sollwert ist.

Bemerkung: H, nennt man Nullhypothese,

H; nennt man Alternativhypothese.

zu folgenden Testverfahren:

zweiseitig

einseitig

einseitig



https://www.friedrich-verlag.de/shop/statistik-unterrichten-31748

Signifikanztest: Einseitig < Zweiseitig R Didaktik der

- M TU| Mathematik
Der Einfluss des Stichprobenumfangs n P -
'P(X = k) o

Bemerkungen: Bei einseitigen o p =2 Anteil der im Prognoseintervall
Tests ist zur Entschlusselung von e 250 . liegenden Werte bezogen auf
Standpunkten und Interessenlagen | Prognoseintervall nllinn alle mog"Chig Werte:
der zweiseitige Blick sehr hilfreich. =20 4 + 20] B u =g = 03
Der zweiseitige Blick auf einseitige "l =[25-5v2;25+5v2] ] ]
Signifikanztests lasst den Einfluss des oo~ [17,93;32,07]
Stichprobenumfangs n hervortreten: 0| = [18;32]
m  Wenn n sehr grof3ist, wird das T T T e T R S R T AT e B 5 BRI bR BN AR T R R T AR R R T R

Prognoseintervall sehr klein, d.h. =25

der Anteil der im Prognoseintervall =l o | 2

liegenden Werte bezogen auf alle | D= % ﬁe”gtg'r:jeer: W:;{g%g‘;i;‘g;e;’?”

moglichen Werte wird sehr klein. n =400 alle méglichen Werte:

Wenn dann die Beobachtung v Prognoseintervall A o108

. . (U — 20; u + 20] 400

ein wenig .auBerhaIb. des x| = [200 — 20; 200 + 20]

Prognoseintervalls liegt, — [180; 220]

sind die Abweichungen 001

trotz statistischer Signifikanz | )

inhaltlich in der Regel irrelevant. 0 TG 3533 46 55 60 70 60 90 100 110 120130 40 150 160 170180 190200210220 235340 350 360270 50 290 300 510320330 540 350 980 70 380 390 400 410

82 22.04.2025 Riemer, W. (2023). Statistik unterrichten - Eine handlungsorientierte Didaktik der Stochastik. Kallmeyer, 111ff « https://geogebra.org/m/tecchxzt@ RPTU



https://www.friedrich-verlag.de/shop/statistik-unterrichten-31748
https://www.geogebra.org/m/tecchxzt

Signifikanztest: Einseitig < Zweiseitig

E ; .
0.1 ] :
0.05 : :
P(0 < X < 17) = 0.016 1 P(33 < X < 50) = 0.016
12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38
0.1 | :
0.05 E :
[0:18.07] 1 ' [31.93; 50]
.
12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38
n =50 p= 05 a=0.05 D Linksseitiger Test l:] Rechtsseitiger Test
S ° ® Zweiseitiger Test Hilfslinien
Normalverteilung 95 % Prognoseintervall — ¢ = 1.96 H = 25
relativ: [0.361;0.639] — symmetrisch um p = 0.5 o = 3 54

absolut: [18.07;31.93] — symmetrisch um p = 25

83  22.04.2025
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Sekundarstufen
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Einseitige Hypothesentests: R Didaltk der

h . TU | | Mathematik
Welche Seite soll es sein? P )
A Prognoseintervall B
OO (O
Po

1 Tippe auf p < Pg Tippe aufp = pg Hy: p = po
ﬁ

H1: P < Po

Tippe auf p < py Tippe auf p > py Hy: p < po
ﬁ

Obere Zeile a: Sollte ein falscher Tipp auf 4 (also das falschliche Verwerfen von B) mehr Verlust bringen
(negativere Konsequenzen haben) als ein falscher Tipp auf B, wird man mit dem Tippen auf 4 vorsichtig sein
und im Zweifel bei B:p > p, bleiben, also nicht nur, wenn h oberhalb, sondern auch, wenn h im Prognose-
intervall von p, liegt. Statistisch gesprochen wird B dann zur Nullhypothese H, und das Verfahren zum
linksseitigen Test Hy: p = py gegen die Alternativhypothese Hy: p < py.

Untere Zeile e: Wenn der falsche Tipp auf B (also das falschliche Verwerfen von A) negativere
Konsequenzen hat als der falsche Tipp auf 4, bleibt man, wenn h im Prognoseintervall von p, liegt,
bei A: p < py. A wird zur Nullhypothese H,. Man testet rechtsseitig Hy: p < py gegen Hy: p > py.

84  22.04.2025 Riemer, W. (2023). Statistik unterrichten — Eine handlungsorientierte Didaktik der Stochastik. Kallmeyer, 115 RPTU
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Nullhypothese Didakiik der

Mathematik

,,Die verlorenen Madchen von Gorleben”

Aufgabe

Untersuchen Sie, ob das Geschlechterverhaltnis
rund um Gorleben im Vergleich zu Deutschland
tatsachlich statistisch signifikant verschoben ist.

Nutzen Sie dazu folgende im Jahr 2011 vom
Niedersachsischen Landesgesundheitsamt
(NLGA) veroffentlichten Daten zu den Geburten
in samtlichen Gemeinden im 35 km-Umkreis um
das Zwischenlager, das 2 km siidlich von das Atommull-Zwischenlager in Gorleben:

Gorleben liegt. 1991-1995 | 1996-2009
Scherb und seine Kollegen werten , die Jungen 3477 10040 13517
verlorenen Madchen von Gorleben” als Mzdchen 3421 9169 12590

Nachweis dafur, dass eine Strahlenbe-
lastung stattgefunden hat.  (Scherbetal. 2012) Summe 6898 19209 26107

Biostatistik-Studie

In einer Studie beschreibt der Biostatistiker
Hagen Scherb eine statistisch signifikante
Abweichung im Geschlechterverhaltnis
Neugeborener rund um das Atommull-
Zwischenlager in Gorleben.

Er untersuchte den Anteil der Jungen bzw.
Madchengeburten nach dem Beginn der
Einlagerung von Atommull im Jahr 1996 in

Schéfer, A. (2016). Weniger Madchen in Gorleben?! - Statistische Signifikanz verstehen. Mathematik lehren, 197, 40-44 RPle
85 22.04.2025  Schéfer, A. (2017). Das Formulieren der Nullhypothese beim Signifikanztest mit Blick auf eine authentische Anwendung. Stochastik in der Schule, 37(3), 18-24 @



https://stochastik-in-der-schule.de/sisonline/Jahrgang37-2017/Heft%203/Stochastik_3_2017/Stochastik_3_2017_18_24.pdf

Nullhypothese R Tun Didck cer
,Die verlorenen Madchen von Gorleben” P

Die Wahrscheinlichkeit fur eine Jungen-
geburtim 35 km-Umkreis um das Atom-
mull-Zwischenlager Gorleben ist nach der
Einlagerung des Atommulls gleich der
Wahrscheinlichkeit fir eine Jungengeburt
in Deutschland im selben Zeitraum:

Hy:p = P(Jungengeburt) = 0,513

Bemerkung

Die Zahl 0,513 ergibt sich als arith-
metisches Mittel der Anteile fur
eine Jungengeburt in Deutschland
in den Jahren 1996 bis 2009.

Ergebnis
Der p-Wert - also die Wahrscheinlichkeit dafur,
dass unter den 19209 Geburten im Zeitraum von
1996 bis 2009 10040 oder mehr Jungen geboren
wurden, unter der Annahme, dass die Nullhypo-
these H,, qgilt - lasst sich mit Hilfe der Binomial-
verteilung B(n; p) = B(19209;0,513) fur die Zu-
fallsvariable X = ,Anzahl der geborenen Jungen”
wie folgt berechnen:

P(X = 10040 unter der Annahme, dass H, gilt)

19209
_ E : (19209) .0,513% - (1 — 0,513)19209-k
k=10040 * K

~ 0,0037

86 22.04.2025  Schafer, A. (2017). Das Formulieren der Nullhypothese beim Signifikanztest mit Blick auf eine authentische Anwendung. Stochastik in der Schule, 37(3), 18-24 @ RPTU
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Nullhypothese

,Die verlorenen Madchen von Gorleben”

s

\
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R Didaktik der

TU| |

Mathematik

I
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Mathematik

Sekundarstufen

Nullhypothese R Didakiik der
Rl

,,Die verlorenen Madchen von Gorleben”

Statistische Nullhypothese
Die Wahrscheinlichkeit fur eine Jungen-

geburt ist nach der Einlagerung des Atom-
mulls in Gorleben gleich der Wahrscheinlich-
keit fur eine Jungengeburt in Deutschland
im selben Zeitraum.

Es lohnt sich, die Nullhypothese zu untersuchen.

Die Nullhypothese kann mit den vorliegenden
Daten untersucht werden.

Die Intention ist klar: Es geht um die Bewertung

von Daten bzw. Stichprobenergebnissen. Mathematik

Was kann man - T
statistisch Welt
untersuchen?

Die interessierende Population wird benannt.

Die interessierenden Merkmale/Zufallsgrof3en
werden benannt und es sind entsprechende
Daten verfugbar.

Substanzielle Nullhypothese
Der hohere Anteil an Jungengeburten hangt
mit der Nahe zum Atommull-Zwischenlager
zusammen.

88 22.04.2025  Schifer, A. (2017). Das Formulieren der Nullhypothese beim Signifikanztest mit Blick auf eine authentische Anwendung. Stochastik in der Schule, 37(3), 18-24 @ RPTU
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Mathematik

Sekundarstufen

Nullhypothese R Didakiik der
Rl

,,Die verlorenen Madchen von Gorleben”

,Nullhypothesen” von Studierenden
Bemerkung

Die Studierenden-Formulierungen
der Nullhypothesen erfullen die Krite-

rien zum Aufstellen von Nullhypothe-
(2) ,,Es werden nicht signifikant mehr Madchen als sen auf der vorherigen Folie oft nicht:

Jungen geboren.”

(1) ,,Der hohere Anteil an Jungengeburten hangt
nicht mit der Nahe zum Atommullzwischenlager
zusammen.”

m Die Hypothesen (1) und (3) kann
man mit den vorliegenden Daten
nicht untersuchen.

m Beiden Hypothesen (4) bis (7)
werden die interessierenden
Merkmale falsch benannt.

(3) ,,Die niedrige Madchengeburtenrate liegt nicht an
der Strahlung des radioaktiven Materials, sondern
ist Zufall.”

(4) ,,Es werden mehr Madchen als Jungen geboren.”
(5) ,,In Gorleben werden weniger Madchen geboren.”

(6) ,,Im Umkreis von Gorleben werden im Vergleich zu

Deutschland weniger Madchen geboren.” = Nurbei Hypothese (6) wird die

interessierende Population explizit

(7) ,,Es werden genauso viele Jungen geboren wie angegeben ...

Madchen.”

89 22.04.2025  Schifer, A. (2017). Das Formulieren der Nullhypothese beim Signifikanztest mit Blick auf eine authentische Anwendung. Stochastik in der Schule, 37(3), 18-24 @ RPTU
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Hypothesentest: Wirfeln mit

Lego-Stein € oder

Didaktik der
Mathematik

Sekundarstufen

Situation: Frau Muller ist Mathematiklehrerin und
mochte die Wirfelversuche mit dem Lego-Bau-
stein in Ihrem aktuellen Mathematik-Grundkurs
durchfthren. lhre bisherigen Erfahrungen mit
echten roten Lego-Steinen zeigen, dass die Hau-
figkeitsverteilungen fur die verschiedenen Seiten
bei allen naherungsweise gleich sind. Ihr aktueller
Grundkurs ist sehr grol3 und die bisher verwende-
ten Legosteine reichen nicht fur alle Schulerinnen
und Schuler. Zum Glick hat sie in Grol3e, Gewicht
& Form den Lego-Steinen vergleichbare
andere gelbe Klemmbausteine zuhause.
Sie fragt sich, ob sie diese einfach
neben den Lego-Steinen verwenden
kann, oder ob sie andere Wahrscheinlichkeiten
fUr das Auftreten der Augenzahlen aufweisen.

90  22.04.2025

LEGO-Stein

Aus langen Versuchs- | -
reihen geschatzte
Wahrscheinlichkeits-
verteilung fir die A
roten Lego-Steine:

P(X =x) 0,007 0,500 0,007 0,086 0,086 0,314

Aufgabe: Entwerfen Sie eine Zufallsstich-
probe und einen zugehorigen Hypothe-
sentest, mit dem Sie die Frage von Frau
Muller klaren konnen und fuhren Sie den
Hypothesentest anschliel3end durch.

RPTU



Hypothesentest: Wurfeln mit R Didakeik der

5 TU | | Mathematik

Lego-Stein € oder > P &

= Fachliche Beschreibung Umsetzung am Beispiel
= (Ruckschauperspektive Wdrfeln mit Lego-Stein
8 der ,fertigen Mathematik™) oder Klemmbaustein

Mogliche Nullhypothese: Das Auftreten der Augenzahl 2 ist beim gel-

(1) | Hypothese H aufstellen ben Klemmbaustein genauso wahrscheinlich wie beim roten Lego-Stein.

(2) Hypothetische Verteilung Hypothetische Verteilung:
realisieren Passt die Verteilung des Lego-Wdrfels fur den Klemmbaustein?

3) Art des Hypothesentests festlegen | Art des Hypothesentests: Getestet wird zweiseitig, die Nullhypothese
( (zweiseitig, einseitig (welche Seite)) | Hy: Pgerp (X = 2) = Proe (X = 2) gegen Hy: Pyeyp (X = 2) # Proe (X = 2).

Signifikanzniveau (0, 1%): Frau Muller will die Nullhypothese nur

(4) | Signifikanzniveau festlegen verwerfen, wenn die Stichprobe deutlich vom Erwartungswert abweicht.

(5) Zufallsstichprobe festlegen (n) Zufallsstichprobe: 200-mal mit dem gelben Klemmbaustein wiirfeln und
und durchfihren die Anzahl der dabei auftretenden Augenzahlen 2 festhalten.

(6) Bei unwahrscheinlichen Ausgangen | Ergebnisse, die nicht im Prognoseintervall zur Sicherheitswahrscheinlich-
wird die Hypothese H verworfen. keit 99,9% liegen, fihren zum Verwerfen der Nullhypothese.

ol  22.04.2025 RPTU




Mathematik

Sekundarstufen

Hypothesentest: Wurfeln mit R TU:: Didakeik der
P

Lego-Stein € oder

Situation: Frau Muller ist Mathematiklehrerin und LEGO-Stein
mochte die Wurfelversuche mit dem Lego-Bau- Aus langen Versuchsreihen geschatzte
stein in Ihrem aktuellen Mathematik-Grundkurs Wahrscheinlichkeitsverteilung fur den

durchfuhren. Ihre bisherigen Erfahrungen mit Lego-Stein:
echten roten Lego-Steinen zeigen, dass die Hau-
figkeitsverteilungen fur die verschiedenen Seiten
bei allen naherungsweise gleich sind. Ihr aktueller
Grundkurs ist sehr grol3 und die bisher verwende-
ten Legosteine reichen nicht fur alle Schulerinnen
und Schuler. Zum Glick hat sie in Grol3e, Gewicht
& Form den Lego-Steinen vergleichbare
andere gelbe Klemmbausteine zuhause.
Sie fragt sich, ob sie diese einfach
neben den Lego-Steinen verwenden
kann, oder ob sie andere Wahrscheinlichkeiten

fUr das Auftreten der Augenzahlen aufweisen.

P(X =x) 0,007 0,500 0,007 0,086 0,086 0,314

Haufigkeitsverteilung nachn = 200
Wirfen mit dem Klemmbaustein:
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Hypothesentest: Wurfeln mit R TU:: okt dr
Lego-Stein € oder P

Sekundarstufen
Icrervall

1 | B

Parameter n

A 200

Verteilung

Parameter p

w5

Tabelle

P( 77 95 100 105 110 115 120 125

0.9991549300553

93  22.04.2025 RPTU
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Exkurs: Fehler 1. Art und Fehler 2. Art PTU::: ﬁnth“mnk

94

v X

Fehler 2. Art
(B-Fehler)
Fehler1. Art
(a-Fehler)

Wird die Nullhypothese irrtumlich
abgelehnt, so bezeichnet man dies als

BELS ist der Wert,
den die Wahrscheinlichkeit fur den
Fehler erster Art nicht Uberschreiten soll.

Wird die Nullhypothese
irrtumlich nicht abgelehnt,
so bezeichnet man dies als

Aufgaben zur Erarbeitung
der Ideen zu den Fehlern

1.und 2. Art: Q

22.04.2025 https://o-mathe.de/stochastik/testen/analyse/strukturierung/lernstrecke @ RPTU


https://o-mathe.de/stochastik/testen/analyse/strukturierung/lernstrecke/vertiefung
https://o-mathe.de/stochastik/testen/analyse/strukturierung/lernstrecke

Was bedeutet, signifikant”?

Didaktik der
Mathematik

https://de.wikipedia.org/wiki/P-Wert

Aufgabe

Mit einem Testver-
fahren wird Uberprift,
eine Stichprobe
signifikant von einem
Modell abweicht.

Es stellt sich heraus,
dass die Abweichung
auf dem 1%-Niveau
signifikant ist.

Welche der folgenden
Aussagen lassen sich
aus dieser Tatsache
folgern? (Es konnen
dabei einzelne, alle
oder auch keine der
Aussagen zutreffen.)

95  22.04.2025

Q)
(2)

€)
(4)

(3)

(6)

Es ist eindeutig bewiesen, dass
die Nullhypothese falsch ist.
Die Wahrscheinlichkeit des
Zutreffens der Nullhypothese
ist gefunden worden.

Es ist eindeutig bewiesen, dass
die Alternativhypothese wahr ist.

Man kann nun die Wahrscheinlich-
keit ableiten, dass die Alternativ-
hypothese richtig ist.

Entscheidet man sich nun, die
Nullhypothese zu verwerfen,

dann kennt man jetzt die Wahr-
scheinlichkeit daflr, dass diese
Entscheidung falsch ist.

Wenn man das Experiment sehr
oft wiederholen wirde, wirde man
in 99% der Falle ein signifikantes
Ergebnis bekommen.

Alle diese Aussagen sind falsch!

Der Begriff ,Signifikanz” bezieht sich
auf ,eine Welt", in der H, gultig ist:

Man betrachtet die Wahrscheinlich-
keit des Stichprobenergebnisses

oder noch extremerer Ergebnisse
unter der Annahme, H, sei richtig.

Diese Wahrscheinlichkeit wird
p-Wert genannt.

Ein Testergebnis ist genau dann auf
dem 1%-Niveau signifikant. wenn der
zum Testergebnis gehorige p-Wert
kleiner als 1% ist.

Krauss, S. & Wassner, C. (2001). Wie man das Testen von Hypothesen einfihren sollte. Stochastik in der Schule, 21(1), 29-34


https://de.wikipedia.org/wiki/P-Wert
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Didaktik der

Unterrichtsvorschlage Mathemati

Sekundarstufen

Geschmackstests
Riemer, W. & Petzolt, W. (1997). Geschmackstests: Spannende und verbindende Experimente.
Mathematik lehren, 85, 16-19

Gluicksrad auf schiefer Ebene

http://www.riemer-koeln.de/cmbasic/?gluecksrad @  Riemer, W. & Vehling, R. (2021).
Stochastik erkunden - Ideenreiche Arbeitsblatter mit GeoGebra. Friedrich Verlag, 80-85 @

Bleistiftrollen - Beurteilende Statistik im Federmappchen

http://www.riemer-koeln.de/cmbasic/?stifte (&
Riemer, W. & Seebach, G. (2011). Bleistiftrollen - Beurteilende Statistik im Federmappchen. In R. Kaenders,
R. Schmidt (Hrsg.). Mit GeoGebra mehr Mathematik verstehen (S. 69-83). Wiesbaden: Vieweg+Teubner

Zufallige Schwankungen untersuchen
Biehler, R., Griese, B., Niesporek, R. & Prommel, A. (2022). Zufallige Schwankungen verstehen.
MatheWelt, 232.

Zufallssinn

Leuders, T. (2005). Darf das denn wahr sein? — Eine schileraktive Entdeckung der Grundidee
des Hypothesentestens durch Simulation mit Tabellenkalkulation. PM, 47(4), 8-16

Viele weitere ausgearbeitete Unterrichtsbeispiele finden sich bei Wolfgang Riemer:
http://www.riemer-koeln.de/cmbasic/?kallmeyer-verlag @
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http://www.riemer-koeln.de/cmbasic/?stifte
http://www.riemer-koeln.de/mathematik/gluecksrad/ml-2021-schiefes-gluecksrad.pdf
http://www.riemer-koeln.de/cmbasic/?gluecksrad
http://www.riemer-koeln.de/cmbasic/?kallmeyer-verlag

Kontakt

Prof. Dr. Jurgen Roth & Dr. Susanne Digel

RPTU
Rheinland-Pfalzische Technische Universitat

Kaiserslautern-Landau
Didaktik der Mathematik (Sekundarstufen)
Fortstralse 7, 76829 Landau

j.roth@rptu.de; s.digel@rptu.de

juergen-roth.de
dms.nuw.rptu.de/mategnu
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