thematik mit Technologie an ©rundvor-
stellungen orientiert nachhaltig tinterrichten
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Status Quo: Oberstufen-Mathematik MaTeGnu

Mathematik-Kompetenzen
am Ende der Oberstufe in Deutschland (Rolfes et al. 2021)

m cCca. % verfligt nicht Gber das Mindestniveau

mathematischer Grundbildung der Sek. |

m nhur 30% beherrschen grundlegende Inhalte
der Sek. lI-Mathematik (LK: 56% GK:16%)

(Fehlende) Voraussetzungen fiir Studierfahigkeit

Fehlendes Verstandnis
— grundlegende Fahigkeiten nicht verfiUgbar  (knospe 2009)

prozedurales Wissen alleine reicht nicht
— konzeptuelle Basis zwingend erforderlich  (Rach & Ufer 2020)

formale Reprasentationen
— nicht zwingend fur Erfolg im Studium (Rach & Ufer 2020)

4 21.05.2025 RPTU



Begriffsklarungen MaTeGnu

m Tragfahiges mentales Modell
fir einen Begriff oder ein Verfahren

IS CUILGCN m Grundlage fur die
Verstandnisentwicklung

MaTeGnu —>

Begriffe
rund ums
Verstandnis
m fur einen Inhaltsbereich

grundlegende Fakten
(Begriffe, Definitionen, Satze, ...)

m Anwendung von Routinekalkilen

m Anwendung des Grundwissens Grund- Grund-

in einer typischen Situation fertigkeit wissen

: m sollte auswendig
(geforderte Operation vorgegeben)

gewusst werden

5 21.05.2025 RPTU



Vorstellungsorientierte Fahigkeiten (1) MaTeGnu

unterscheiden und angemessen
verwenden konnen in deren grafischer Darstellung erkennen

und beschreiben konnen

kennen, auf der Grundlage eines intuitiven
Grenzwertbegriffes beschreiben und in ver-
schiedenen Situationen anwenden konnen

in Anwendungssituationen erklaren und
zur Problembearbeitung nutzen konnen

21.05.2025  HuRmann, Prediger (2003). Vorstellungsorientierte Analysis - auch in Klassenarbeiten und zentralen Priifungen. PM, 52(31), 35-38 RPTU



Bestand und Anderung

MaTeGnu

Bestandsgrof3e Zufliisse

Abfllisse

Anzahl der Studierenden

) . . Immatrikulationen
einer Universitat

Benzinmenge im Tank Tanken an der Tankstelle

Kontostand Zubuchungen

Anzahl der Gaste

. ankommende Gaste
eines Hotels

Staatsverschuldung Staatseinnahmen

Exmatrikulationen,
Ausscheiden aus der Universitat

Benzinverbrauch, Verdunstung

Abbuchungen

abreisende Gaste

Staatsausgaben

Roth, J. & Siller, H.-S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren, 199, 2-9
7 21.05.2025  Ossimitz, G. (2003). Zeitliche Dynamik verstehen. Mathematik lehren, 120, 60-63

RPTU



Bestand und Anderung MaTeCnu

Wann waren die meisten Gaste im Hotel? §

Anzahl Ankunfte / Abreisen pro Tag

1N
o

_— )

—

N N WO O
o

o

&)

)]

©®o o o O

Ankulinfte und Abreisen im Alpenhotel
-®-Ankunfte (Anzahl am Tag) -@-Abreisen (Anzahl am Tag)

®
Dez.

. . . ' ' ' . . . . ' O—
25. Dez. 1. Jan. 8. Jan.

21.05.2025

Roth, J. & Siller, H.-S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren, 199, 2-9
Ossimitz, G. (2003). Zeitliche Dynamik verstehen. Mathematik lehren, 120, 60-63 https://www.geogebra.org/m/eg5dwnjy @ RPTU



https://www.mentimeter.com/s/43c37c2e801662f53de0354e4a961f12/b03bd1311c2f
https://www.geogebra.org/m/eg5dwnjy

Vorstellungsorientierte Fahigkeiten (2) MaTeGnu

mit Hilfe der Ableitung beschreiben konnen
(Monotonie, lokale Extrema, Links- und
Rechtskriummung, Wendestellen)

deuten und beschreiben konnen

deuten und entsprechende Sachverhalte

durch Integrale beschreiben kénnen erklaren und zur Problembearbeitung

nutzen konnen

) 21.05.2025  HuRmann, Prediger (2003). Vorstellungsorientierte Analysis - auch in Klassenarbeiten und zentralen Priifungen. PM, 52(31), 35-38 RPTU
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Grundvorstellungen MaTeGnu

Grundvorstellungen

m reprasentieren abstrakte Begriffe anschaulich
und bilden die Grundlage fur das Verstehen

ermoglichen eine Verbindung zwischen abstrakter Mathematik
und aulder- sowie innermathematischen Anwendungen

unterstltzen / ermoglichen Reprasentationswechsel

Primare Grundvorstellungen
haben ihre Wurzeln in gegenstandlichen Handlungserfahrungen

Sekundare Grundvorstellungen
werden mit mathematischen Darstellungsmitteln reprasentiert

1 21.05.2025  Roth, J. & Siller S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren, 199, S. 2-9 RPTU



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2016/Roth_Siller_2016_Bestand_und_Aenderung.pdf

Primare Grundvorstellungen MaTeGnu

Wurzeln in gegenstandlichen Handlungserfahrungen

/>
' 12 21.05.2025  Rotf, J. & Siller'S£(2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren, 199, 2-9 RPTU



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2016/Roth_Siller_2016_Bestand_und_Aenderung.pdf

Sekundare Grundvorstellungen MaTeCGnu

Dargestellt mit mathematischen Reprasentationen

f(x) \

https://www.geogebra.org/m/e7pwurmn @
13 21.05.2025  Roth, J. &Siller S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren 199, S. 2-9 RPTU



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2016/Roth_Siller_2016_Bestand_und_Aenderung.pdf
https://www.geogebra.org/m/e7pwurmn

Ausbilden von Grundvorstellungen: Ziele MaTeGnu

Sinnzusammenhinge e An bekannte Situationen / Prototypisches ..
herstellen Handlungsvorstellungen Beispiel als ’
anknupfen Verstandnisanker

Mentale
Reprasentationen e Mentales operatives Handeln ermdglichen
aufbauen

e Erkennen der Struktur in Sachzusammenhangen

e Modellieren von Phanomenen mit
Hilfe der mathematischen Struktur

Struktur in neuen
Situationen anwenden

14 21.05.2025  Vgl. vom Hofe, R. (2003). Grundbildung durch Grundvorstellungen. Mathematik lehren, 118, 4-8 RPTU



Verstandnisanker MaTeGnu

Verstandnisanker
Prototypische Situation zum Ausbilden i e
von Grundvorstellungen & einem Erklarungs- S T Beispiel
kontext zu einem mathematischen Sachverhalt. ' wave ] Ein Verstandnisanker

fur Grundvorstellungen
zu Funktionen ist der
Zusammenhang zwischen
dem Lebensalter und
der Korpergrole eines
Menschen.

Eine eignet sich als Verstandnisanker, wenn
sie leicht durchschaut werden kann und

alle fur ein Verstandnis wesentlichen Strukturele-
mente vorkommen und gedeutet werden konnen.

Naheres zu diesem Verstandnisanker:

Roth, J. & Lichti, M. (2021).

Funktionales Denken entwickeln und fordern.
Mathematik lehren, 226, 2-9.
https://www.geogebra.org/m/vxj3b49w 4

Lernende konnen in neuen Situationen, in denen der
mathematische Sachverhalt eine Rolle spielt, durch
Analogiebildung zum Verstandnisanker, passende
Grundvorstellungen aktivieren.

15 21.05.2025  Roth, J. & vom Hofe, R. (2023). Verstandnisvoll lernen - Grundvorstellungen vernetzen und Verstandnisanker nutzen. Mathematik lehren, 236, 6-9. RPTU


https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2021/Roth_Lichti_2021_Funktionales_Denken_entwickeln_und_foerdern.pdf
https://www.geogebra.org/m/vxj3b49w

MaTeGnu

Zusammenhang: Alter - Korpergrof3e

2 TGroke in cm i
‘ 1 mr- foo Funktion als
tHiS, >+20 4c i Ganzes
s | +1ss, — 2o+21].8 160
O —_— 93 =
- +1< 18 (T 3 150
O gl >9S5 110 |5 §
= +1§ —_— 111 g-I—S © | 135 cm|140 +7cm Grundvorstellung
> H e 1H @) 130 11 Uahr
v 1S, > 1m0 .g P | Zuordnung
9 —_— X =
10 Zuordnung - e C |
1 s - 2" 3 jahre | T 100
12 10 146 7, 24 31, Grundvorstellung
13 1 152 . gl Kovariation
14 12 157 L. e
15 13 1625 %;“ L Zuordnung
16 14 169 5N g 60 .
= 3 ahre .' \4
- & _— 50 Grundvorstellung
19 17 181 0 Funktion als Ganzes
20 18 183 30
21 19 183 20
22 20 183 -
10 | |
23 21 183 Varlatlon Alter in Jahren
24 22 183 - pri—as C 0 4 L] 10 15 “
25 |« conmme » 8 Jahre

16 21.05.2025  Roth, J. & Lichti, M. (2021). Funktionales Denken entwickeln und férdern. Mathematik lehren, 226, 2-9. https://www.geogebra.org/m/vxj3b49w O RPTU Q



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2021/Roth_Lichti_2021_Funktionales_Denken_entwickeln_und_foerdern.pdf
https://www.geogebra.org/m/vxj3b49w
https://www.geogebra.org/m/szaxvwyf

Grundvorstellungen als Basis & Bezugsnorm

17

4 Kompetenzerfahrung ) 4 Kompetenzaufbau )
. Selbst- ELLLERTEs Arbeits- Schiiler-
Diagnose . stellungen . -
regulation weisen aktivierung
A A
\__ J g J
4 Wissensspeicher )
r
Grund- Grund-
wissen fertigkeiten
A
\ J
21.05.2025  Siller, H.-S. & Roth, J. (2016). Herausforderung Heterogenitat: Grundvorstellungen als Basis und Bezugsnorm - das Beispiel Terme. PM 70, 2-8

MaTeGnu

RPTU



Grundvorstellungen zum Ableitungsbegriff MaTeGnu

f&) = f(x0)

_ Lokale Tangenten- Verstarkungs- | lokale lineare
Anderungsrate steigung faktor Approximation

18 21.05.2025  Roth, J. &Siller, H.-S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren, 199, 2-8 RPTU


https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2016/Roth_Siller_2016_Bestand_und_Aenderung.pdf

Ableitung als lokale Anderungsrate MaTeGnu

Beschrei-
bungsebene

|
(x) — £ (xo) , _ f(x) = f(xo)
formal £ (x0) FGO) = Fxo) PO Z/%)  y frey) = g L2 =T
X — xO ' X=X X — xO
|
|
relativer Zuwachs | momentane (fokale)
. . Bestand zum  absoluter Zuwachs im Zeitintervall [xg, x] | &
inhaltlich : : : : . Anderungsrate zum
Zeitpunkt x, in der Zeit von x, bis x (mittlere I :
o Zeitpunkt x,
Anderungsrate) |
|
|
. : l
tern?mo- Funktionswert lefgrenz ey Differenzenquotient | Ableitung
logisch Funktionswerte '

algebraisch : analytisch

19 21.05.2025  Roth, J. & Siller, H.-S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren 199, 2-8 RPTU


https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2016/Roth_Siller_2016_Bestand_und_Aenderung.pdf

Ableitung als Tangentensteigung MaTeGnu

10 1
1
I R hrhtaadsahia Definition der Steigung einer Kurve im Punkt
° P Uber die Steigung der Tangente in P
"
il

F(z) — f(xo)

Tangente als Grenzlage von Sekanten

Bestimmung der Tangentensteigung
als Grenzwert von Sekantensteigungen

2 1 0

20  21.05.2025  Roth, J. &Siller, H.-S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren 199, 2-8 RPTU


https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2016/Roth_Siller_2016_Bestand_und_Aenderung.pdf

Ableitung als Verstiarkungsfaktor MaTeGnu

X h Die Ableitung gibt an, wie stark sich die
Anderung der unabhangigen Variable
auf die abhangige Variable auswirkt.

X Hohe Werte der Ableitung bedeuten schnelle
bzw. starke Anderung der Funktionswerte.

h Fir kleine Anderungen Ax gilt:
Ay = f'(x) - Ax
ffRoR x> x 2 Verstiarkungsfaktor

Greefrath, G. et al. (2016). Didaktik der Analysis — Aspekte & Grundvorstellungen zentraler Begriffe. Berlin: Springer Spektrum, 1
21 21052025 Roth, J.& Siller, H.-S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren 199, 2-8 [22] ¢ RPTU


https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2016/Roth_Siller_2016_Bestand_und_Aenderung.pdf
https://www.geogebra.org/m/cxcswcs3#material/cyfqrw8w

Ableitung als lokale lineare Approximation MaTeGnu

Danckwerts, R. & Vogel, D. (2006). Analysis verstandlich unterrichten. Heidelberg: Spektrum Akademischer Verlag, 68-91
22 21.05.2025  www.funktionenlupe.de « https://www.geogebra.org/m/VNbhnUtq O https://www.geogebra.org/m/tejWrTyU C} RPTU


https://www.geogebra.org/m/VNbhnUtq
https://www.geogebra.org/m/tejWrTyU

Funktionenlupe MaTeGnu

(R]* ~ 4L > OO & N\ a2 @ o C Q=

Funktionenlupe | (Steigung) @ —
H.-J. Elschenbroich, G. Seebach, R. Schmidt (2014) f(x) =[-0.1 x + 3 ] [ ] sekanten [ ]'eigungsdreiecke

(4

10 -.-..-:-.;’_.- ______

8

23 21.05.2025  https://www.geogebra.org/m/QxeVkgpf#material/VNbhnUtq Q RPTU


https://www.geogebra.org/m/QxeVkgpf#material/VNbhnUtq
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Lokale Anderungsrate MaTeCnu

Verstandnisanker: Der Gepard, das schnellstes Landtier

m Geparden erreichen uber
langere Strecken eine
Durchschnittsgeschwin-

digkeit von 50 kTm und sind
mit einer momentanen
Spitzengeschwindigkeit

von 93 kTm die schnellsten
Landtiere.

m In Versuchen wurden
Hochgeschwindigkeits-
kameras und am Boden
installierte Kraftmess-
platten eingesetzt.

Wilson, A. M. et al. (2013). Locomotion
dynamics of hunting in wild cheetahs,

Nature, doii0.1038 natarel2295 ' m Ein Applet simuliert die Videoaufnahmen.
. i https://mategnu.de/m/IT &5 @ RPTU

Kernfrage

m Wie bestimmt man mit den Videoaufnahmen
die Geschwindigkeiten?



https://mategnu.de/m/l1
https://www.geogebra.org/m/cxcswcs3#material/gxhufuyk

Lokale Anderungsrate MaTeCnu

Verstandnisanker: Der Gepard, das schnellstes Landtier

Absolute Anderung: Zwischen zwei Zeitpunkten x; und x, zuriickgelegter Weg f(x,) — f(x4).

Bewegungen: Die Weg-Zeit-Funktion x = f(x) ordnet jedem Zeitpunkt x
den bis dahin zurlckgelegten Weg f(x) zu.

Os 1s
Erste Sekunde po—

f(1s) — f(0s) = 4,3m — O0m = 4,3m

Zweite Sekunde
f(2s) — f(1s) = 16m — 4,3m = 11,7m

Dritte Sekunde
f(@3s) — f(2s) =33,3m — 16m = 17,3m

¢
§

16m 33,3m

26 21.05.2025  Roth, J. & Siller, H.-S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren 199, 2-8 @ RPTU


https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2016/Roth_Siller_2016_Bestand_und_Aenderung.pdf
https://www.geogebra.org/m/cxcswcs3#material/gxhufuyk

Lokale Anderungsrate MaTeCnu

Verstandnisanker: Der Gepard, das schnellstes Landtier

Absolute Anderung: Zwischen zwei Zeitpunkten x; und x, zuriickgelegter Weg f(x,) — f(x4).

In den zwei Sekunden von x; = 1s
bis x, = 3s zuriickgelegter Weg

fQx2) = f(x1) = f(3s) — f(1s)

1s 3s

= 33,3m — 4,3m = 29m e S
punkt x Weg f(x)

Os Om

Zeitanderung Ax = 1s C ) Weganderung Af (x) = 4,3m
1s 4,3m

Zeitanderung Ax = 1s C Weganderung Af(x) = 11,7m

Zeitanderung Ax = 2s 2s 16m ganderung Af(x) = 29m

Zeitanderung Ax = 1s C Weganderung Af(x) = 17,3m

3s 33,3m

27 21.05.2025  Roth, J. & Siller, H.-S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren 199, 2-8 @ RPTU


https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2016/Roth_Siller_2016_Bestand_und_Aenderung.pdf
https://www.geogebra.org/m/cxcswcs3#material/gxhufuyk

Lokale Anderungsrate MaTeCnu

Verstandnisanker: Der Gepard, das schnellstes Landtier

Relative Anderung / Anderungsrate: Durchschnittsgeschwindigkeit

Um die mittleren Geschwindigkeiten in unterschiedlich langen Zeitintervallen
[x1, x5] und [x3, x,] vergleichen zu kdnnen, muss man jeweils die Wegdifferenz
f(x,) — f(xq) auf die zugehorige Zeitdifferenz x, — x; beziehen:

f(x2) — f(xq)

X2 — X1

Im Zeitintervall [2s, 3s] werden im Mittel 33’::’__2156m — 111'2“1 =17,3 ?
also 17,3 Meter pro Sekunde zurlckgelegt.
Im Zeitintervall [1s, 3s] werden im Mittel 33’3;21__1‘23’“ — 2;3_:1 = 14,5 ?

also 14,5 Meter pro Sekunde zurlckgelegt.

Im Zeitintervall [2s, 3s] ist die mittlere Geschwindigkeit (Durchschnitts-
geschwindigkeit) mit 17,3 ? also hoher als im Zeitintervall [1s, 3s] mit 14,5?.

o0 )1
Bl < N
RO e
§
’g

28 21.05.2025  Roth, J. & Siller, H.-S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren 199, 2-8 @ RPTU


https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2016/Roth_Siller_2016_Bestand_und_Aenderung.pdf
https://www.geogebra.org/m/cxcswcs3#material/gxhufuyk

Lokale Anderungsrate MaTeCnu

Verstandnisanker: Der Gepard, das schnellstes Landtier

Lokale Anderungsrate: Momentangeschwindigkeit

Wie groR ist die Momentangeschwindigkeit (lokale Anderungsrate)
zu einem Zeitpunkt xy = 2s?

Idee: Mittlere Geschwindigkeiten in Zeitintervallen betrachten,
die xy = 2s als Intervallgrenze besitzen.

Zeitinter- Mittlere Geschwindigkeit [(x2) = F(xo)

Zeitinter- | Mittlere Geschwindigkeit f(xo) = Jx1)

— F—
vall [x4, %] im Zeitintervall [x,, 1] vall [y, x;] im Zeitintervall [x,, x;]
[1s; 2s] 16:;:?:10& = 11»7? [2s; 35] 33'?,::__2156m = 23,25?
[1,95; 2s] S — 14517 [25; 2,15] LT = 15,077
[1,99s; 2s] e — 1477197 7 [25; 2,015] o = 14,82797
(1,9995;25] —= ‘zlfff:::fo”m = 14,7971997 < [25; 2,001s] 16'01432)20719:_72‘ = = 14,8027997 =

29 21.05.2025  Roth, J. & Siller, H.-S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren 199, 2-8 @ RPTU


https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2016/Roth_Siller_2016_Bestand_und_Aenderung.pdf
https://www.geogebra.org/m/cxcswcs3#material/yfxh3pts

Lokale Anderungsrate MaTeCnu

Verstandnisanker: Der Gepard, das schnellstes Landtier

Momentangeschwindigkeit

m Jekleiner das Intervall [x, x] wird, je naher also x an x¢y = 2s heranruckt, &
desto naher kommt die mittlere Geschwindigkeit dem Wert 14,8 ? '

m Die mittlere Geschwindigkeit kommt dem Wert 14,8? beliebig nah,
wenn x genugend nah bei xy = 2s liegt.

m Damitist die Momentangeschwindigkeit (lokale Anderungsrate)
zum Zeitpunkt x, = 2s bestimmt. Sie betragt hier 14,8 ?

Ableitung: Verbale Definition im Kontext

f(x) - flx
X—X

m Der Wert, dem sich die mittlere Geschwindigkeit 0) beliebig nah an-

nahert, wenn x gegen x, lauft, heiRt Ableitung f'(x,) von f an der Stelle x,. |

m Man schreibt dafir:  f'(x,) = lim f(x) — £ (xo)

X—xg X~ Xp

30  21.05.2025  Roth, J. &Siller, H.-S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren 199, 2-8 @ RPTU


https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2016/Roth_Siller_2016_Bestand_und_Aenderung.pdf
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Lokale Anderungsrate MaTeCnu

Verstandnisanker: Der Gepard, das schnellstes Landtier

Modellierung des Zusammenhangs

31

Messwerte im Koordinaten- . 1
system darstellen 0s 1s 2s 3s
Vermutung: Parabelast ‘
= Quadratischer Zusammen- | Om 4,65m 16m 33,3m 54,4m
hang f(x) = a - x*, mit _
unbekanntem Parametera. *
Mit f(x) = a - x* ergibt sich fir die mittlere Geschwindigkeit im Intervall [xg, x] = [2s, x]
(x2—(25)2 (e
der Wert: f@=FGo) _ f@)=f@s) _ a(x*-@s)%) _ , @+29)(x=29) _ (4 oy

X—X X—2s X—2s X—2S

a - (x + 2s) kommt dem Wert 14,8 = beliebig nahe, wenn x genligend nahe bei x, = 2s liegt.
S

m
14,8— -

Damit lasst sich der Parametera aus a - (2s + 2s) = 14,8? berechnen: a = =373

Uberpriifen: Eingabe der Funktionsgleichung f(x) = 3,7 - x2 in GeoGebra.
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Sprechweisen fur Grenzprozesse MaTeGnu

Aufgabe: Konvergenz von % fur x — 2s: Welche Sprechweisen sind dafur geeignet?

f(x)=f(2s) m
" x-2s kommt dem Wert 14,8 - 0 Ohne Einschrankung geeignet.

beliebig nahe, wenn x gegen 2s Iauft.”

"M strebt gegen 14,8?

xX—2S

e Ohne Einschrankung geeignet.
flr x gegen 2s.”

,,(x) J25) | ommt dem Wert 14, 8 Immer Problematisch! 2927729 \ o mmt auch der 10

X—2s X—28
naher, wenn x gegen 2s lauft.” immer naher, aber nicht beliebig nahe (vgl.(1))!

Grenze zur inhaltlichen Verfalschung Uber-

f(x)—f(2s)
" x—2s kommt dem Wert 14, 8 immer e schritten! Bei konstanten Funktionen kon-

naher, ohne ihn jemals zu erre|chen vergiert der Differenzenquotient (gegen O).
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Wissensspeicher:

Ableitung als lokale Anderungsrate MaTeGnu

- Beispiel: Gepard Bedeutung Mathematischer Ausdruck m

Bis zum Zeitpunkt x

zurlickgelegter Weg Sizsiizing f (%o)
In der Zeit von x bis x .
zuriickgelegter Weg Absolute Anderung f(x) — f(x)
Durchschnitts- Mittlere £ — Flxg)

geschwindigkeitim  (durchschnittliche)

ZeitRAUM von x, bis x Anderungsrate X = Xo
Momentan- Momentane
geschwindigkeit _ (lokale) f'(xo) = lim f(x) = f(x)
zum ZeitPUNKT x, Anderungsrate =% X = X
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Lokale Anderungsrate MaTeCnu

Verstandnisanker: Der Gepard, das schnellstes Landtier

Vorteile
des Zugangs zum Ableitungsbegriff als Ubergang Geparden beschleunigen
von der mittleren zur lokalen Anderungsrate: auch am besten und

: : : . konnen mit einem ,Satz”
m Kinematischer Kontext ist Teil der Alltagserfahrungen von knapp 11 km/h an Tempo

Jugendlichen. (StralRenverkehr, Computerspiele, Sport, ...) hinzugewinnen.

m Zeitliche Anderung von Geschwindigkeiten
— Zugang zum Begriff Momentanbeschleunigung

m Das Beispiel ist als universelles Modell uberall tragfahig,
wo ein Anderungsverhalten punktuell beschrieben
werden soll.

— Diese Grundvorstellungistin vielen
Zusammenhangen notwendig.

m  Anschlussfahig an anderen Grundvorstellungen
— Start mit der Ableitung als Tangentensteigung
fuhrt oft zu einseitiger Sichtweise.
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Ableitung als Tangentensteigung MaTeGnu

Aspekte bei diesem Zugang Zu beachtenist:
Definition der Steigung einer Kurve im _ Paradigmenwechsel vom geometrischen
Punkt P uber die Steigung der Tangente in P zum analytischen Tangentenbegriff

Tangente als Grenzlage von Sekanten

Berechnung der Tangentensteigung als
Grenzwert von Sekantensteigungen
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Was ist eine Tangente? MaTeGnu

b 3 2 1 :
3 2 1 \—/ adaeradqe
-1 1
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Ableitung als Tangentensteigung MaTeGnu

Aspekte bei diesem Zugang Zu beachteniist:
Definition der Steigung einer Kurve im _ Paradigmenwechsel vom geometrischen
Punkt P uber die Steigung der Tangente in P zum analytischen Tangentenbegriff

Liegt quer zur Schmieg-Vorstellung

Tangente als Grenzlage von Sekanten ~  der Tangente

Gibt es einen Grenzfall von Sekanten?
— Eine Gerade durch einen Punkt ist
gar nicht eindeutig festgelegt.

Berechnung der Tangentensteigung als
Grenzwert von Sekantensteigungen
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Vorwissen reaktivieren: Geradensteigung

MaTeGnu

117

10 1

f(z) — f(xo)

-

f@)= %o+

a Zuordnung Absolute Anderung

Anderungsrate (relative Anderung)

Absolute Anderung der x-Werte
r—xog=7—3=14

Absolute Anderung der Funktionswerte

i '
’ | | f(x) — f(xo) = 6.25 — 3.25 = 3
2 : i
/1 3 |
| . _ 2 _ 4 | .
-3 -1 0 1 2 3 6 7 8 9 10 11 12
1 o T
/f -2
39 RPTU
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Lokale Steigung als Tangentensteigung MaTeGnu

> 1

a Zuordnung Absolute Anderung
1€ I T B Anderungsrate (relative Anderung)

Absolute Anderung der x-Werte
r—xg=T7—3=4
f(x) — f(=zo) ’

Absolute Anderung der Funktionswerte
f(x) — f(xo) =7.125 — 2.125 =5

E Anderungsrate (Relative Anderung)
1 N = 7.125 — 2.125
5 ¥ 5 5 10 1 12 el itey) = =1.25
T — g 7T—3
T
Sekante Tangente

40
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Tangente als Grenzlage von Sekanten MaTeGnu

Beispiel: f:R > R*, x — %xz +1
Gesucht: Tangentensteigung an der Stelle xy = 2

Sekantensteigun
f(x) — f(zo) Ins

| fO)=flo) _fO-f@) g x*+1-(5:2*+1)
o) +----== & X — X X —2 X — 2
g TR 1. (.2 1
| : _g (-4 5 (x+2)-(x—2)
2 g 1 Y 3 2 Y 6 7 & T x-2 X —2
iy e iy 1.4 X+ 2 ~
Sprechweise :
Die Sekantensteigung kommt Tangentensteigung )
der Zahl % beliebig nahe, wenn limf(x) —f@) _ i B (x+2) - (x—2)
X gegen x, = 2 strebt. X=>2 X — 2
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Definition: MaTeGnu

Differenzierbarkeit und Ableitung

Bemerkungen

m Der Grenzwert muss derselbe sein,
unabhangig davon, ob man sich der
Stelle x von links oder von rechts
nahert. Nur in diesem Fall ist f an
der Stelle x differenzierbar.

Eine Funktion f:D - R, D € R heil3t
an der Stellex, € D ,
wenn der Grenzwert

I f(x) — f(xo)
1m
X=X X — xO

m Die Betragsfunktion
x — |x|istz. B.an der
Stelle x, = 0 nicht
differenzierbar.

existiert.

Der Grenzwert heil3t
und wird mit

F1(xg) = lim f () = f(x0)

X—Xg X — Xp

m  Genau genommen muss x, iIm Inneren
der Definitionsmenge D von f liegen,
weil sonst nur eine einseitige
Annaherung an x, moglich ist.

bezeichnet.
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Grundvorstellungen zum Ableitungsbegriff MaTeGnu

f&) = f(x0)

_ Lokale Tangenten- Verstarkungs- | lokale lineare
Anderungsrate steigung faktor Approximation
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