thematik mit Technologie an ©rundvor-
stellungen orientiert nachhaltig unterrichten

Modul 2: Integralrechnung

verstandnisorientiert unterrichten

Didaktik der
Mathematik

Sekundarstufen

Jurgen Roth

Tl Rhelnlcmd PfaI2|sthe %
Technlsche Unlver5|tot

sl P " Kdiserslautern
o ; e & Londou

25.11.2025 MaTeGnu - Kohorte 1



Tl Rheinland-Pfalzische
Technische Universitat

Kaiserslautern

____-__"'“'"'_"I -

¥ . _
el © I \
Vs ¥
BT S BT L
\ 5

\ I ‘i 1Y
GeoGebra-Buch ik
MaTeGnu Modul 2 |

https://mategnu. de/m/I2

Te-

Modul 2: Integralrechnung

verstandnisorientiert unterrichten

4.1 Grundvorstellungen zum
Integral im Uberblick "%

4.7 Einstieg: Rekonstruieren %

4.3  Erweitern: Bestimmen eines
orientierten Flacheninhalts 7}

4.4 Vertiefen: Kumulieren }

4.5 Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung (HDI) 7%

4.6 Anhang 7}

mategnu.de RPTU

X

B = L\
»‘\I ! J" \ f


https://mategnu.de/m/l2
https://mategnu.de/m/l2

Te-

Tl Rheinland-Pfalzische
Technische Universitat

Koisersloutern Modul 2: Integralrechnung

Landau

verstandnisorientiert unterrichten

4.1 Grundvorstellungen zum
Integral im Uberblick

4.2 Einstieg: Rekonstruieren

4.3 Erweitern: Bestimmen eines
orientierten Flacheninhalts

4.4 Vertiefen: Kumulieren

4.5 Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung (HDI)

q ' ‘J\ 4.6 Aﬂhang
. b

m’.g,_" AR
4 “w " { ')"J:Ks'

o : ) ’y”\!"\
e GeoGebra-Buch = |
et || MaTeGnu Modul 2 r

https;//mategnu.de/m/I2 * W

4
3 ~

\ mategnu.de RPTU

Vi AR ET, | oS,
1\[, 4 I,l’ \ \ ‘\," \ r



https://mategnu.de/m/l2

Verstandnisanker

Verstandnisanker
Prototypische Situation zum Ausbilden

von Grundvorstellungen & einem Erklarungs-
kontext zu einem mathematischen Sachverhalt.

Eine Situation eignet sich als Verstandnisanker, wenn
m sie leicht durchschaut werden kann und

m alle fur ein Verstandnis wesentlichen Strukturele-
mente vorkommen und gedeutet werden konnen.

Ziel des Aufbaus eines Verstandnisankers
Lernende konnen in neuen Situationen, in denen der

mathematische Sachverhalt eine Rolle spielt, durch
Analogiebildung zum Verstandnisanker, passende
Grundvorstellungen aktivieren.

Didaktik der
TU | | Mathematik

Beispiel

= Ein Verstandnisanker
fur Grundvorstellungen
zum Integral ist die
Frage nach der
Flillmenge einer
Badewanne bei
bekannter Zu- und
Abflussgeschwindigkeit.

m Anhand der Badewannensituation
konnen die Grundvorstellungen
,Integrieren als Rekonstruieren”,
,Integrieren als Bestimmen eines

orientierten Flacheninhalts” und
JIntegrieren als Kumulieren”
inhaltlich durchschaut werden.

4 25.11.2025 Roth, J. & vom Hofe, R. (2023). Verstandnisvoll lernen - Grundvorstellungen vernetzen und Verstandnisanker nutzen. Mathematik lehren, 236, 6-9. RPTlJ
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Grundvorstellungen zum Integralbegriff RPTlJ::: Mathematik
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Greefrath, G. & UIm, V. (2021). Integral: Grundvorstellungen dynamisch visualisieren. Mathematik lehren, 224, S. 36-40
5 25.11.2025 Roth, J. & Siller, H.-S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren, 199, 2-8
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https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2016/Roth_Siller_2016_Bestand_und_Aenderung.pdf

Grundvorstellung: Verstandnisanker

Fullmenge einer Wanne bei bekannter

Integrieren als Rekonstruieren = zu-und Abflussgeschwindigkeit.

0.05]Zuflussrate in 1/ s
+ —
G &
0.04 1
0.034, 5 Grundvorstellung
Integrieren als Rekonstruieren
. Ein bestimmtes Integral rekonstruiert
die Gesamtanderung einer Grole (den
Gesamteffekt der Anderung) aus ihrer
B Anderungsrate.
[ .
0 1 2 3 = 5 6

6 25.11.2025 https://www.geogebra.org/m/nxxgghx3#material/hpca3rmq O RPTU
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Grundvorstellung: Integrieren als R Didaktik der
° ° ° ° oo ° le | Mathematik
Bestimmen eines orientierten Flacheninhalts P -
Grundvorstellung

Orientierter Flacheninhalt

I,(x) = [ f(D)dt

7

Integrieren als Bestimmen eines
orientierten Flacheninhalts

Ein bestimmtes Integral ist eine
Bilanz von Flacheninhalten.

= (Summe der Inhalte aller oberhalb der x-Achse liegenden Flachenstucke zwischen a und x)
— (Summe der Inhalte aller unterhalb der x-Achse liegenden Flachenstucke zwischen a und x)

25.11.2025

https://www.geogebra.org/m/nxxgghx3#material/gxazkyff Q

RPTU


https://www.geogebra.org/m/nxxgghx3#material/gxazkyff

. Verstandnisanker ot
Grundvo rSte"ung. Fullmenge einer Wanne mit bekannter \’\%
\/

Integrieren als Kumulieren Zu- und Abflussgeschwindigkeit.
Zuflussrate in I/s o, TWassermenge in |
0.6 ..
0.04 :
0.5 \
Z S 0.45
0.03 \ / Grundvorstellung
04 ) )
Y Integrieren als Kumulieren
sl Ein bestimmtes Integral ist das
0.02 | . Ergebnis des Aufsummierens von
Summanden mit Produktstruktur.
0.21e
0.01
0.1
Zetﬁns\ L n
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Anzahl n der Teilintervalle _538_ Stopp m Werte szgf:u%n;ee ~ 8'33{3

8 25.11.2025 https://www.geogebra.org/m/nxxgghx3#material/hphzndud @ RPTU


https://www.geogebra.org/m/nxxgghx3#material/hphzndud

R Didaktik der

Grundvorstellung: Integrieren als Mitteln STU) & & v

Grundvorstellung Integrieren als Mitteln

3 Ein bestimmtes Integral mittelt die Funktionswerte
der Integrandenfunktion im Integrationsintervall.

Mittlerer Funktionswert

m  Mit dem mittleren Funktionswert f(xg) in einem
Intervall [a, b] kann der orientierte Flacheninhalt
I,(b) unter dem Graph von f als (orientiertes)
Rechteck realisiert werden.

m Damitgilt: I,(b)=(b—a)- f(xp)

m FUr den Mittelwert f(x,) folgt:

1
f(xo) = T I,(b)

9 25.11.2025 https://www.geogebra.org/m/nxxgghx3#material/neg2v8em Q RPTU
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Sekundarstufen

Grundvorstellung: v, R Didakiik der
M . Ioﬁale Al%’derun sr%te” TU Mathematik
Integrieren als Rekonstruieren . P

Verstandnisanker
Fullmenge einer Wanne
bei bekannter Zu- und

Frage: Wie lasst sich aus der Zufluss-

15]Zuflussrate Z(t) in I/min bzw. Abflussgeschwindigkeit auf die

12.5

Wassermenge V(t) in der Wanne zum

Abflussgeschwindigkeit. 1ok - Zeitpunkt t schliel3en?

.97

5 1

In eine leere Badewanne wird 2 251
Minuten lang Wasser mit konstanter 0 e Zeittinming
Zuflussgeschwindigkeit von 10 Litern 5% 05 1 15 2 25 3 35 4 45 S5 55 6 63
pro Minute eingelassen. '

-5 (C_ @
Anschliel’end wird die Wasserzufuhr o
gestoppt und gleichzeitig der Abfluss '
geoffnet, aus dem das Wasser mit
einer Abflussgeschwindigkeit von Wassermenge die zwischen 0 min ~ Wassermenge die zwischen 2 min
5 Litern pro Minute abflielst. und 2 min in das Becken fliel3t: und 5 min aus dem Becken fliel3t:
Nach weiteren 3 Minuten wird der 10— - (2 min — 0 min) —5 - (5 min — 2 min)
Abfluss wieder geschlossen. =10 ﬁ 2 min = 20 [ — —§ ﬁ 3 min = —15 I

1 25.11.2025 https://www.geogebra.org/m/nxxgghx3#material/psh2nb4r @ RPTU
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Grundvorstellung:
Integrieren als Rekonstruieren

Verstandnisanker

Fullmenge einer Wanne mit bekannter ©
\/

Zu- und Abflussgeschwindigkeit.

Zufluss-Phase: Wassermenge die zwischen 0 min
und 2 min in die Wanne fliel3t:

l : N l L
10— (2 min — 0 min) = 10 — - 2 min = 20 [

Allgemein qilt fur die Wassermenge in der Wanne
zum Zeitpunktt mit0 <t < 2:

Abfluss-Phase: Wassermenge die zwischen 2 min
und 5 min aus der Wanne flief3t:

l : . 8 l .
—5——+(5min —2min) = =5 — -3 min = —151

Nach 5 min sind also 20 = 5 - (5 — 2) = 5 Liter Wasser
in der Wanne.

Allgemein gilt fur die Wassermenge in der Wanne
zum Zeitpunktt mit2 <t < 5:

12 25.11.2025 https://www.geogebra.org/m/nxxgghx3#material/psh2nb4r Q

15
12.5

1Zuflussrate Z(t) in /min

100 3 o
7.5 :
51 1
2'2. lt , _ Zeit t in min
el 08 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65
51 G o
7.5
'Wassermenge V(t) in |
20 1
17.5 1
15 -
12.5 1
10 - é
7.5
s{ /
2.5 1
A . . ‘ - _Zeit tin min
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65
10-¢ fir 0<t<?2
V(it)=420—-5-(t—2) fir 1<t<5
5 fir t>5


https://www.geogebra.org/m/nxxgghx3#material/psh2nb4r

Grundvorstellung:
Integrieren als Rekonstruieren

Verstandnisanker
Fullmenge einer Wanne mit bekannter
Zu- und Abflussgeschwindigkeit.

Ruckblick

Aus der Zuflussgeschwindigkeit des Wassers
wurde die Wassermenge V (t) rekonstruiert.

Die Zuflussgeschwindigkeit ist die (momentane)

Anderungsrate der Wassermenge in der Wanne.

Aus der Anderungsrate Z(t) wurde die
Bestandsfunktion V (t) wiederhergestellt.

[wiederherstellen = integrare (lat.)]

Grundvorstellung
Integrieren als Rekonstruieren

Ein bestimmtes Integral rekonstruiert die
Gesamtanderung einer Grolde (den Gesamt-
effekt der Anderung) aus ihrer Anderungsrate.

13 25.11.2025

RPTU
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Sekundarstufen

Grundvorstellung: Integrieren als R n Didakik der
° ° ° ° o0 ° le Mathematik
Bestimmen eines orientierten Flacheninhalts p

15 f?uflussraﬁe Z(t) in I/min
1212' . 10 - ¢ fir 0<t<?2 Vgrstéindnig.anker .
_ 3 V() =420 — fir 1<t<5 Fu!lmenge einer Wanne %
7.5 | c i . bei bekannter Zu- und N
51 ur t> Abflussgeschwindigkeit.
2'2 | .t | | o ‘ s Zeit tin min
el 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65
. o > Die Produkte 10 - ¢
75 und 5 - (t — 1) kdnnen
'Wassermenge V(t) in | als
20| | gedeutet
—_— | werden.
15 1 kann als Summe
12.5 1 vorzeichenbehafteter
10 Flacheninhalte von
7-:' Rechtecken, also
als
2.5 1 w
P Zeit tin 'min .

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65

gedeutet werden.
15 25.11.2025 https://www.geogebra.org/m/nxxgghx3#material/psh2nb4r Q RPTU
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Grundvorstellung: Integral Verstindnisanker

Fullmenge einer Wanne mit bekannter

als orientierter Flacheninhalt v uind e uessesahieis e

Tzuflussrate Z(t) in I/s

Die Produkte % . t- 10t und
5:(t— 1) konnen als

gedeutet werden.

| | Zeittins, kann als die Summe vorzei-
1 2 25 3 chenbehafteter Flacheninhalte,
also als
-5 e} O

, gedeutet werden.

TWassermenge V(t) in |

-t - 10t fir 0<t<1

V(t) = .
-10—-5-(t—1) fir t>1

25 ‘/\\
i | _ + . | Zeittins,
0.5 1 1.5 2 2.5 3
-2.51 ;
-5 :

https://www.geogebra.org/nJ\/ \ Y /
16 25112025  nxxgghx3#material/xzbwhbkb €. Negative Wagsermenge? RPTU

N|= N



https://www.geogebra.org/m/nxxgghx3#material/xzbwhbkb

. Verstandnisanker o9
GrunC.IVOr.Ste"ung... Integ.ral Fullmenge eliner Wanne mit bekannter ’\%
als orientierter Flacheninhalt Zu- und Abflussgeschwindigkeit. N——

Tzuflussrate Z(t) in I/s

Der aktuelle Bestand ergibt
sich aus dem rekonstruierten

Gesamteffekt der Anderung
und dem Anfangsbestand

: = T zeltl '5? > zu Beginn der betrachteten
Anderungen.
5 e o
10’d\Nasssermenge V(t)in | V() 5 + % . t-10t fir 0<t<1
o 5+25-10-5-(t—1) fir t>1

\ Wassermenge V(0) in { Grundvorstellung Integrieren

25 .
. zum Zeitpunktt = 0. ins. als Bestimmen eines orientier-
0.5 1 15 2 2.5 3 ten Flacheninhalts
e ' Ein bestimmtes Integral ist eine
-5 -

- Bilanz von Flacheninhalten.
17 25.11.2025 Q https://www.geogebra.org/m/nxxgghx3#material/xzbwhbkb
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Verstandnisanker

VerStandnisanker: Wanne Fullmenge einer Wanne mit bekannter
Zu- und Abflussgeschwindigkeit.

Wie kann man den Gesamteffekt aus den Anderungsraten rekonstruieren,

wenn der Zufluss bzw. Abfluss nicht linear ist?

' 0,05'-2uﬂussrate inl/s

0.04 1

0.03 1

0.02 -

0.01 1

Zek in s>
8 9 10 11 12 13 14 15

0 1 2 3 4 5 6 7

s s TR

g/m/nxxgghx3#material/awuvdx2h O u m RPTU
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o Verstandnisanker o %
GrundyorSte"ung. . Fullmenge einer Wanne mit bekannter ’\%
Integ rieren als Kumulieren Zu- und Abflussgeschwindigkeit. \/

Frage: Wie kann man den Gesamteffekt aus den Anderungsraten rekonstruieren,

wenn der Zufluss bzw. Abfluss nicht linear ist?

Zuflussrate in /s

0

0.05

e P Idee: Analytische Annaherung
| m Die Zuflussrate ist bei gentgend kleinen
| Zeitintervallen nahezu konstant.

0.04

0.03

0.02

Wenn man das Zeitintervall in n kleine
zueinander gleichgrof3e Teilintervalle

001 F—A

ZeMtins

*FEHHH piCtEe o T T el Hal [T s zerlegt, kann man vorgehen, wie in der
Abbildung dargestellt.

04 . .

e Der Gesamteffekt ist also eine Summe
i T von Produkten aus der Teilintervall-Breite

LT Zeittin's und dem (gewahlten) Funktionswert der
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 . ere
Streifenhéhe = 0.043 Zuflussrate im Teilintervall.

nou. ®

20 25.11.2025 https://www.geogebra.org/m/nxxgghx3#material/eehcktga Q RPTU
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R idaktik der
Ober- und Untersumme TU o e

Definition fiir Schiilerinnen und Schiiler P sekundarstufen
y |
M 6
Die Funktion f sei im abgeschlossenen 1 5
Intervall [a; b] definiert und beschrankt. 0,
- - 4
FUr eine Zerlegung des Intervalls [a; b] inn € N M1~ 71x
gleichlange Teilintervalle der Lange b_Ta Syle i
my, ..., m, die minimalen Funktionswerte® und $ .
o, M die —a
von f im Teilintervall 1, ...bzw. n. 4 o .
Deri [FeiRen -4/ 3 2 10 1 (2 [, 3 [4
y - b—a |
n_ml. ” _|__|_mn S
die Untersumme und _3
b—a
von f zu dieser Zerlegung. f s Un
l

21 25.11.2025 * * Da es bei nicht-stetigen Funktionen vorkommen kann, dass f in [a;b] das Maximum (gréf3ter Funktionswert) und / oder Minimum (kleinster Funktionswert) nicht annimmt, wird in der
Definition der Ober- und Untersumme genauer das Supremum (kleinste obere Schranke fir die Funktionswerte) bzw. das Infimum (gréRte untere Schranke fir die Funktionswerte) genutzt.

@ https://www.geogebra.org/m/nxxgghx3#material/ymwrj8cy
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Gru ndVOI‘Ste"ung: Verstiandnisanker

Fullmenge einer Wanne mit bekannter

Integrieren als Kumulieren Zu- und Abflussgeschwindigkeit.
Zuflussrate in I/s -,
0.05
Erkenntnis: Nichtlinearer Zufluss . AT
m  Zur Rekonstruktion der Wassermenge AT
zu einem beliebigen Zeitpunkt t sind o A
die Zuwachse Uber alle Teilintervalle 002 _././/f/ |
zu summieren, in die das Intervall [0; £] 0| g HH
zerlegt wurde. AL SIS EEE N Zeittin's
GekomeJ[tri§cf; g\fvde;r;e(t,)ist.der O’Was;erme;ge m3| —
rekonstruierte Wert I/(t) eine
Summe aus kleinen orientierten -
Rechteckinhalten. v
Diese unterscheidet sich bei genu- ” o
gend kleiner Streifenbreite beliebig 02 L
wenig vom orientierten Inhalt der . @@_o@"e
Flache unter dem Graph von V", o =y
Oc?goi 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 1§elt t‘llfr; S>

Streifenhéhe = 0.044

22 https://www.geogebra.org/m/nxxgghx3#materiaI/dbse52byQ m @ RPTU s
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. Verstandnisanker ot
Grundvo rSte"ung. Fullmenge einer Wanne mit bekannter \’\%
\/

Integrieren als Kumulieren Zu- und Abflussgeschwindigkeit.
Zuflussrate in I/s o, TWassermenge in |
0.6 ..
0.04 :
0.5 \
Z S 0.45
0.03 \ / Grundvorstellung
0.4 ° °
Y Integrieren als Kumulieren
sl Ein bestimmtes Integral ist das
0.02 . Ergebnis des Aufsummierens von
Summanden mit Produktstruktur.
0.21e
0.01
0.1
Zetﬁns\ L n
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Anzahl n der Teilintervalle _538_ Stopp m Werte szgf:u%n;ee ~ 8'33{3

23 25.11.2025 https://www.geogebra.org/m/nxxgghx3#material/hphzndud @ RPTU
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Bestimmtes Integral und Integrierbarkeit

Definition flir Schiilerinnen und Schiiler

Wenn

eine Funktion f im abgeschlossenen Intervall [a; b]
definiert und beschrankt ist,

U, die Untersumme und 0,, die Obersumme
von f fur Zerlegungen des Intervalls [a; b] inn € N

gleichlange Teilintervalle der Lange b_Ta sind und

limU,=1limoO,,

n—oo n—oo

dann heildt

die Zahl lim U,, = = lim O,

n—oo n—oo

von f Uber dem Intervall [a; b],

und wird mit bezeichnet,

die Funktion f uber dem Intervall [a; b].

24 25.11.2025 https://www.geogebra.org/m/ypmc35yh @

R Didaktik der
TUJ Mathematik
P Sekundarstufen
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n
4
3
2
b—a
n /
A X,
3 =2 -1 0 1 2 4
a
-1
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Mathematik

Sekundarstufen

Gegenoperationen: R TU:: Didaktik der
Differenzieren und Integrieren P

Ubgrgang zur Ubergang zur
lokalen Anderungsrate Integralfunktion

( Bestand ) (" Anderung ) - ( Bestand )

Integrieren
(Re-)Konstruieren

Differenzieren

Ubergang zur Ubergang zur
Integralfunktion lokalen Anderungsrate

D-C >-<

Integrieren
(Re-)Konstruieren

Differenzieren
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Sekundarstufen

o R Didaktik der
Integralfunktion TV n Mathematik

o

14 15 16 17 18 19 20 21 22

9 Spur 1,(x)
| (9) = ] f(t)dt = 1.35 o -m g
0.5 raph JEN

27 25.11.2025 https://www.geogebra.org/m/nxxgghx3#material/r7pcjbwa Q RPTU

la(x) = / ><f(t)dt ng
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Mathematik

Sekundarstufen

Integralfunktion R TU:: Didakeik der
P

Integrierbarkeit <~ Stammfunktion

Wenn eine Funktion f fir alle x € [a; b] Uber [a; x]

: : ) : Eine im Definitionsbereich der Funktion
integrierbar ist, so heil3t

differenzierbare Funktion F mit
heildt

Zwei Stammfunktionen F., und F, zur selben
Funktion f unterscheiden sich nur durch eine
additive Konstante c, es gilt also:

I :x - 1,(x) = Jf(t)dt fir x € [a; b]

(zur mit
der und der )

FUr das triviale Integral gilt: I,(a) = f;f(t)dt =0

Bemerkungen
Bemerkungen m Eine Stammfunktion besitzen und
m Fr die Integralfunktion I (x) = f;f(t)dt gilt: Integrierbarkeit sind zwei verschiedene

, b . Eigenschaften einer Funktion.
Das bestimmte Integral I,(b) = fa f(®)dt ist

der Funktionswert von I,(x) an der Stelle b.
Es gilt: [ f(x)dx =[] f(t)dt

28 25.11.2025

m Es gibt Funktionen, die eine Stammfunk-
tion besitzen, aber nicht integrierbar sind
und umgekehrt.




R Didaktik der

Integralfunktion TU Mathematik

P Sekundarstufen

T _LX T rd
1 ' \V 7 8 9 \O 11 1 13 14
f(x)

Integralfunktion

LX) = /X f(t)dt

29 25112025 https://www.geogebra.org/m/nxxgghx3#material/gxazkyff Q RPTU

f(x) = 2sin(x) + 0.4 4.84
f f(t)dt = 3.6815

x = 4.84


https://www.geogebra.org/m/nxxgghx3#material/gxazkyff

Auf dem Weg zum Hauptsatz der R Didakik der

TU | Mathematik

Differential- und Integralrechnung (HDI) p '@

Anschauliche Uberlegung

O. B. d. A. verlaufe der Graph
von f im Intervall I oberhalb

1 der x-Achse und es seih > 0
mita € lundx + h € 1.

- " = R — i ; - - Die Differenz I,(x + h) — I ,(x)
- X R Lh \/ entspricht dem Inhalt des

-1 1

Es hat die Breite h und naher-
f ungsweise die Hohe f(x), d. h.
Ia(x + h) — Ia(x) =

f(x)=1/10%>-x + 0.5 L(x + h) — I,(x) = 0.27

.(%) | (x+h) f(x)h f(x)-h =0.28 Fur h - 0 konvergiert also
Io(x+h)—Iq(x)

- gegen f(x).
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Sekundarstufen

Auf dem Weg zum Hauptsatz der R Tun Didae der
Differential- und Integralrechnung (HDI) P

Die Ableitung der Integralfunktion \UACSRRD. ! f
ist die Berandungsfunktion / f(x) o
Integrandenfunktion. 1 (x +h) — I,(x)

Begriindung
m Derabsolute Zuwachs von I, das Flachenstuck
I,(x + h) — I,(x), lasst sich durch Rechteckflachen abschatzen:
f(x)-h<Il,(x+h)—1,(x) <f(x+h)-h

Io(x+h)—Iq(x)

a xx+h=

m Fir den relativen Zuwachs von I, (mittlere Anderungsrate ) folgt:

h
Io(x+h)—Iq(x)

f(x) < aCHZ® o £y 4 ) (*)

m Die Integralfunktion I, hat an der Stelle x die Eigenschaft I, = f, wenn f(x + h)
fur h — 0 gegen f(x) strebt (d. h. f stetigin x ist). Dann folgt aus (*):

f(x) < lim la(x+h)~la(x) <f(x) = I,(x)=/f(x)

im0 h )

Y
31 25.11.2025 I,(x) RPTU




Sekundarstufen

Auf dem Weg zum Hauptsatz der R Tun Didae der
Differential- und Integralrechnung (HDI) P

Die Ableitung der Integralfunktion \UACSRRD. ! f
ist die Berandungsfunktion / f(x) o
Integrandenfunktion. 1 (x +h) — I,(x)

Begriundung
m Derabsolute Zuwachs von I, das Flachenstuck
I,(x + h) — I,(x), lasst sich durch Rechteckflachen abschatzen:

min(f(x), f(x +h))-h < I(x +h) — I (x) < max(f(x), f(x+h))-h

a xx+h=

m Fir den relativen Zuwachs von I, (mittlere Anderungsrate I“(x+h;_1“(x)) folgt:

min(f (), f(x + b)) < 2ERTE < max(F(), fFx +B) (%)

m Die Integralfunktion I, hat an der Stelle x die Eigenschaft I, = f, wenn f(x + h)
fur h — 0 gegen f(x) strebt (d. h. f stetigin x ist). Dann folgt aus (*):

fG) < lim @ < £() 5 () = £

h—-0 h y
Y
32 25.11.2025 I,(x) RPTU




Auf dem Weg zum Hauptsatz der R Tun Didae der
Differential- und Integralrechnung (HDI) P

Sekundarstufen

(1 h h h
f

m = Kleinster Funktionswert m-h<I (x n h) _ (x) <M-h
von f im Intervall [x; x + h] = ‘a a =

M := Grofdter Funktionswert
von f im Intervall [x; x + h]

33 25112025 RPTU



Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung (HDI)

R Didaktik der
TU | | Mathematik

Vorstellung
Wenn man die von f berandete Flache mit Farbe
streicht und dabei gleichmaliig von a nach rechts

lauft, dann ist der Verbrauch an Farbe proportional
zum Funktionswert von f an der Stelle, an der man
sich gerade befindet.

34  25.11.2025

1. Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung (HDI 1)

Ist f: 1 - R eine auf einem Intervall I
stetige Funktionund a € I, dann

ist die Integralfunktion I, auf I
differenzierbar und sie ist eine
Stammfunktion von f, d.h. es qilt:

Io(x) = f(x)

Kurz: Die Integralfunktion ist
eine Stammfunktion der
Integrandenfunktion
(Berandungsfunktion).

RPTU



Hauptsatz der Differential- R Didakeik der

TU | | Mathematik

undIntegralrechnung(HD) _ »®

Bemerkungen 2. Hauptsatz der Differential-

m HDITkann nur durchschaut werden, wenn Stetigkeit, und Integralrechnung (HDI 2)
Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit inhaltlich Sei f:1 - R eine auf einem
verstanden wurden. Intervall I stetige Funktion und

m Schulische Bedeutung des HDI: F eine Stammfunktion von f.

(1) Der HDI zeigt einen Zusammenhang zwischen Dann gilt furalle a,b € I:
Differenzieren und Integrieren (HDI 1). b

(2) Der HDI stellt ein Instrument zur Berechnung Jf(x)dx = F(b) — F(a)
von Integralen zur Verfigung (HDI 2). o

HDI 2 kann aus HDI 1 gefolgert werden. Einsetzen von a und b ergibt:
Nach HDI 1 gilt , die Integralfunktion ist bei Fa)=I,(a)+c=c
stetiger Integrandenfunktion f eine Stammfunktion von f. F(b) = I,(b) + ¢ = I,(b) + F(a)

I,(x) unterscheidet sich von einer beliebigen Stamm-
funktion F von f nur durch eine additive Konstante c,

d. h. fur alle x € 1.

Daraus folgt:
i F)dax = I4(b) = F(b) - F(a)
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Grundvorstellungen zum Integralbegriff RPTlJ::: Mathematik
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Greefrath, G. & UIm, V. (2021). Integral: Grundvorstellungen dynamisch visualisieren. Mathematik lehren, 224, S. 36-40
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Technische Universitat

Koisersloutern Modul 2: Integralrechnung

Landau

verstandnisorientiert unterrichten

4.1 Grundvorstellungen zum
Integral im Uberblick

4.2 Einstieg: Rekonstruieren

4.3 Erweitern: Bestimmen eines
orientierten Flacheninhalts

4.4 Vertiefen: Kumulieren

4.5 Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung (HDI)
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Grundvorstellung: Integrieren als R | @@ Diceiicer

Bestimmen eines orientierten Flacheninhalts p -

4 f Orientierter Flicheninhalt < Flicheninhalt
orientierter m Der orientierte Flacheninhalt derim
: + Flacheninhalt Intervall [a; x] vom Graph von f und der
| x-Achse eingeschlossenen Flache betragt
Wl [ f®at.

b
\j/ T Der Flacheninhalt der im Intervall [a; x]
¥ vom Graph der Funktion f und der x-Achse

eingeschlossenen Flache betragt f:lf(t)ldt.

Satz (Integral-Additivitat)
Es seic € [a; b]. Wenn die folgenden drei
2 — Integrale existieren, dann gilt:

R/N 1 \ix fbf(x)dx= ff(x)dx+fbf(x)dx

Flacheninhalt

39 25112025  https;//www.geogebra.org/m/gfFc49CN#material/ G4ZQZVHQ €3 RPTU
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R Didaktik der

Ober-/Untersumme « Supremum/Infimum STU & & v

Bemerkung

m Fur die Integrierbarkeit reicht als Voraussetzung, an die
Funktion f, dass sie in einem abgeschlossenen Intervall [a; b]
definiert und beschrankt ist.

L/ / Dann kann es bei nicht-stetigen Funktionen aber vorkommen,
# dass f in [a; b] das Maximum (grofster Funktionswert) und /
< oder Minimum (kleinster Funktionswert) nicht annimmt.
= Deswegen wird in der Definition der Ober- und Untersumme
_l: — ¥ ¥ o “ das Supremum (kleinste obere Schranke fur die

- Funktionswerte) bzw. das Infimum (grof3te untere Schranke
fur die Funktionswerte) genutzt.

Integral Obersumme . L :
dp — 9 — 94 Da Funktionen, die in einem Intervall [a; b] stetig oder monoton
; = — ' sind, dort ihr Maximum und Minimum auch annehmen, kann
4= -0 b=2 h =20 man flr diese Funktionen das Maximum bzw. Minimum nutzen.
® ¢ ® Zur Vereinfachung wurden fir Lernende in der Ober- und

Untersummendefinition Maxima bzw. Minima verwendet.

40  25.11.2025 https://www.geogebra.org/m/zdpyn7dk @ « RPTU
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Integrierbarkeit und Stammfunktion RPTlJ::: Mathematik

Sekundarstufen

Beispiel: Stammfunktion — Integrierbarkeit?

(1 .
F(x) = x-ﬁ-sm(;) fir x>0
0 fir x=0 0.06 200

3 . 1 1 1 .- 150
-\/E-sm(;)—\/—z-cos(;) fuir x>0 e

Q0

100

2
0 flir x=0

0.02

SVAR kG
Fir die Funktionen F und f gilt: F' = ] _n/\/\/\ Dy

F ist also eine Stammfunktion von 7. i -0

-100

Da die Funktion f in der Nahe von 0 nicht 0,04
beschrankt ist, ist f nicht integrierbar.

=150

Es gibt also Funktionen, die eine Stammfunk-
tion besitzen, aber nicht integrierbar sind!

41 25.11.2025 https://www.geogebra.org/m/nvkmwxna @
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Integrierbarkeit und Stammfunktion

R Didaktik der
TUJ Mathematik
P Sekundarstufen

Beispiel: Integrierbarkeit - Stammfunktion?

42

0 fir x<0

Die Funktion f(x) = { 1 fiir x> 0

ist integrierbar.

Das Integral von f Uber einem Intervall [a; b] ist:

2 0 fir a<bh<0
jf(x)dx= b fir a<0<b
a

b—a fir 0<a<b

Die Funktion f besitzt auf ganz R keine Stamm-
funktion, denn die Funktion F die als Stammfunktion
in Frage kame, ist an der Stelle 0 nicht differenzierbar:

10 fur x<0
F(x)_{x fir x >0

Es gibt also Funktionen, die integrierbar sind,
aber keine Stammfunktion besitzen!

25.11.2025 https://www.geogebra.org/m/fg6qwch3 Q
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b
il la(b):/ f(t)dt =2

: -05 oc} 0.5 1 1.5 _f
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