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Hans-Georg Weigand, H.-G., Schiler-Meyer, A. & Pinkernell, G. (2022). Didaktik der Algebra. Berlin: Springer Spektrum, 144ff
Barzel, B., Glade, M. & Klinger, M. (2021). Algebra und Funktionen. Fachlich und fachdidaktisch. Berlin: Springer Spektrum, 77ff RPTlJ
4 07.02.2024  Malle, G. (2000). Zwei Aspekte von Funktionen: Zuordnung und Kovariation. Mathematik lehren, 103, 8-11
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Zusammenhang: Alter —» Korpergrof3e TU Mathemati

P Sekundarstufen
A B % [GroRe in cm 3 . s e
Ol Aer in Jahren | Gre incm 8 2
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6 2 ‘o1 160 Grundvorstellung
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110
10 8 135 +10 cm
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1177 (53] 173 50
18 16 178 40
19 17 181
20 18 183 %
21 19 183 20
22 20 183 it Grundvorstellung
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i
Roth, J. & Lichti, M. (2021). Funktionales Denken entwickeln und fordern. Mathematik lehren, 226, 2-9. RPTU

5 07.02.2024  https://www.geogebra.org/m/vxj3b49w O


https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2021/Roth_Lichti_2021_Funktionales_Denken_entwickeln_und_foerdern.pdf
https://www.geogebra.org/m/vxj3b49w

Sekundarstufen

Ziele beim Ausbilden von R n Didaktik der
TUJ Mathematik
Grundvorstellungen P

Sinnzusammenhinge e An bekannte Situationen / Prototypisches
herstellen Handlungsvorstellungen Beispiel als
anknupfen Verstandnisanker

Mentalen
Reprasentationen e Mentales operatives Handeln ermdglichen
aufbauen

e Erkennen der Struktur in Sachzusammenhangen

e Modellieren von Phanomenen mit
Hilfe der mathematischen Struktur

Struktur in neuen
Situationen anwenden

6 07.02.2024 Roth, J. & Siller S. (2016). Bestand und Anderung — Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren 199, S. 2-9 RPTU



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2016/Roth_Siller_2016_Bestand_und_Aenderung.pdf

Typische Schilerfehler beim
Umgang mit Funktionen
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R Didaktk der

,Graph als Bild”“-Fehler TU Mathematik

P Sekundarstufen

Geschwindigkeit

Graph-als-Bild-Fehler
Ein Graph wird nicht als Darstellung

eines funktionalen Zusammenhangs
sondern als Abbild (Foto) der Realitat
interpretiert bzw. konstruiert.

Monk, S. (1992). Students' understanding of a function given by a physical model. In E. Dubinsky & G. Harel (Eds.),
The concept of function. Aspects of epistemology and pedagogy (pp. 175-193). Washington, DC: MAA. RPTlJ
8 07.02.2024  Clement (1985). Misconceptions in graphing. Proceedings of the 9th PME, Noordwijkerhout, The Netherlands
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,Graph als Bild”“-Fehler TU Mathematik

P Sekundarstufen
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Strecke die Hohe (/ [ AN e
des Wagens Uber — \\
dem Boden VTN A/ |
zugeordnet wird. Wi N - L ¥
gefahrené Strecke i gefahrene Strecke géfahmne Strecke |

Bei einer Achterbahn folgen nach dem Aufstieg, eine ,Schlucht” (d.h. hier geht es erst steil nach unten

und dann gleich wieder nach oben), ein ,Looping” und eine ,Spirale abwarts”. Skizziert einen Graphen, in
dem der auf der Achterbahn gefahrenen Strecke die Hohe des Wagens uber dem Boden zugeordnet wird.

Hofmann, R. & Roth, J. (2021). Arbeiten mit Funktionsgraphen - Zur Diagnose von Fehlern und Fehlvorstellungen beim Funktionalen Denken. RPTlJ
9 07.02.2024  mathematica didactica, 44(1). DOI: 10.18716/0js/md/2021.1165



Wann waren die meisten Gaste im Hotel?*

Mathematik

Sekundarstufen

Bestand und Anderung R TU:: Didakiik der
P
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Roth, J. & Siller, H.-S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren, 199, 2-9

07.02.2024  Ossimitz, G. (2003). Zeitliche Dynamik verstehen. Mathematik lehren, 120, 60-63 https://www.geogebra.org/m/eg5dwnjy @ RPTU



https://www.mentimeter.com/s/43c37c2e801662f53de0354e4a961f12/b03bd1311c2f
https://www.geogebra.org/m/eg5dwnjy
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Verwechslung von Bestand und Anderung PTlJ::: Mathemati

Sekundarstufen

Verwechslung von op 2roBeincm
Bestand und Anderung <?/—J
A 180

Wennbnac;h dei Angterhm% an Q Innerhalb welchen
siner esblmr? ent eBe ZWh 170 0 Jahres wachsen die
in einem bestimmten Bereic =TT Jungen am starksten?
gefragt wird.

. 160
Statt der Anderung wird haufig
der Bestand fokussiert. 150

Welche Jugendliche

Wenn mehrere Graphen oder wachsen zwischen dem

verschiedene Teilbereiche eines 140 10. und 11. Geburtstag

starker, mannliche

Graphen miteinander verglichen _
130 Alter in T 5
oder weibliche

we"rden und z. B. nach der | 3 | sahren
grofieren Anderung gefragt wird. 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1 07.02.2024 RPTU
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Conceptimage — Concept Definition STU) & & v

Thompson, P. W. (1994). Students, Functions, and the Undergraduate Curriculum. In E. Dubinsky, A. H. Schoenfeld, &
J. J. Kaput (Eds.), Research in Collegiate Mathematics Education | (pp. 21-44). Providence, RI: American Mathematical Society.

Conceptimage > Concept Definition

Durch Erfahrungen entstandene mentale Bilder Definition des Konstrukts,
die mit dem Konstrukt verbunden werden. die von der Person akzeptiert wurde.

Eine Funktion
ist eine Zuordnung
zwischen einer
Definitionsmenge D
und einer (Ziel-)Menge M,
die jedem Element aus D
genau ein Element
aus M zuordnet.

(]
Vorstellunaen konventionelle
(] (] [ J
g Definition
Tall, D.O.; Vinner, S. (1981). Concept image and concept definition in mathematics, with special reference to limits and continuity. RPTlJ
12 07.02.2024  Educational Studies in Mathematics 12, 151-169



Conceptimage «— Concept Definition

Conceptimage &

existieren nebeneinander und
sind oft miteinander vereinbar.

sind nicht immer gleichzusetzen und
konnen sich gegenseitig storen.

Graphen, die neu oder ungewohnt erscheinen,

13

passen nicht zu den mentalen Bildern
und somit nicht ins Concept Image.

werden oft nicht als Funktionsgraphen
angesehen, obwohl sie definitionsgemal’
Funktionen darstellen und die Definition
einer Funktion ( )
durchaus verinnerlicht wurde.

07.02.2024
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Videovignetten zur Analyse R Didakiik der

TU Mathematik

von Unterrichtsprozessen P

Material )

Lernumgebung =

Thema und Ziele

Schiilerebene =

Arbeitsauftrag

Schiilerdokumente

Metaebene —

Schiilerprofile

s2]s3)

Zeitliche Einordnung

14 07.02.2024

A%V/iviAn

Vignette beenden Video || Diagnoseauftrag
o .

A/iviAn

https://vivian.projects.rptu.de @

i)

Roth, J. (2020). Theorie-Praxis-Verzahnung durch Lehr-Lern-Labore - Das Landauer Konzept der mathematikdidaktischen Lehramtsausbildung.

In B. Priemer & J. Roth (Hrsg.), Lehr-Lern-Labore - Konzepte und deren Wirksamkeit in der MINT-Lehrpersonenbildung (S. 59-83). Heidelberg:
Springer Spektrum.
Rieger, M. B., Ossadnik, H., Pfaffmann, C. & Roth, J. (2023). Design und Evaluation einer interaktiven Tutorien-Umgebung fiir das Videoanalysetool
ViviAn. In J. Aufenanger & M. Bigos (2023). Digitalisierung in der Lehrer:innenbildung - Corona als Katalysator?! (S. 312-324). Weinheim: Beltz RPTlJ
Juventa.



https://doi.org/10.1007/978-3-662-58913-7_5
https://juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2023/Rieger_et_al_2023_Design_und_Evaluation_einer_interaktiven_Tutorien-Umgebung_fuer_das_Videoanalysetool_ViviAn.pdf
https://juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2023/Rieger_et_al_2023_Design_und_Evaluation_einer_interaktiven_Tutorien-Umgebung_fuer_das_Videoanalysetool_ViviAn.pdf
https://www.beltz.de/fachmedien/erziehungswissenschaft/produkte/details/50958-digitalisierung-in-der-lehrerinnenbildung.html+
https://vivian.projects.rptu.de/

Digitale Lernumgebungen

dms.nuw.rptu.de RPTU



nisse und Unterrichtspraxis. In G. Pinkernell et. al. (Hrsg.). Digitales Lehren Mathematik

und Lernen von Mathematik in der Schule. Aktuelle Forschungsbefunde im
Sekundarstufen

L e r n u m g e b u n g Uberblick (S. 109-136). Wiesbaden: Springer Spektrum.

... regen Lernende zu ... bilden den Rahmen fiir ... umfassen -

Prozessen aktiver selbststandiges Arbeiten geeignete Medien

Wissenskonstruktion an von Lerngruppen oder und Materialien fiir
individuell Lernenden aktive und vielfaltige

Auseinandersetzung
mit einem Phanomen

D efi n it i o n : Roth, J. (2022). Digitale Lernumgebungen — Konzepte, Forschungsergeb- R Didaktik der
TU
P

durch Leitge- hinreichend
danken inhalt- offen, um
lich aufeinander differenzierend

bezogen 2u wirken Lernumgebungen @

... fordern zur
» Kommunikation
... organisieren ! und Reflexion Uber

und regulieren den
Lernprozess Uber ein
Netzwerk von Aufgaben

... sind von einem unterricht- das Erarbeitete heraus

lichen Gesamtsetting gerahmt,

in dem die Lernenden durch eine

Lehrperson auf die Arbeit mit der ... bieten bei

sinnvoll enthalten Auf- Lernumgebung vorbereitet, wieder Bedarf individuell @
strukturiert forderungen zur daraus abgeholt und insbesondere abrufbare Hilfestel-

bzgl. Inhalt und Dokumentation beim Systematisieren ihrer gewonne- lungen sowie die Mdglich-

intendierten (Ergebnisse & - . . :
Lernprozessen VereEharEeEE nen Erkenntnisse unterstutzt werden keit der Ergebniskontrolle




R Didaktik der
Mathematik

Digitale Lernumgebung

m Digitale Lernumgebungen bilden eine
Teilmenge der Lernumgebungen.

- Eine digitale Lernumgebung
R konstituiert sich bereits dann,
wenn eine Lernumgebung durch

m von Lernenden interaktiv nutzbare
digitale Elemente (z. B. Applets),

m die einen wesentlichen Beitrag
zur Lernaktivitat leisten,

| Zuflussgeschwindigkeit in |/min

10e ®

'Wassermenge V(t) in |

Zeit tin min
25 3

digital angereichert wurde.

Roth. J. (2022). Digitale Lernumgebungen - Konzepte, Forschungsergebnisse und Unterrichtspraxis. In G. Pinkernell et. al. (Hrsg.). RPTlJ
17 07.02.2024 Digitales Lehren und Lernen von Mathematik in der Schule. Aktuelle Forschungsbefunde im Uberblick (S. 109-136). Wiesbaden: Springer Spektrum.



Digitale Lernumgebungen R Didakiik der

TUJ Mathematik

Mathematik-Labor ,Mathe ist mehr” P

Around the world

Funktionale Zusammenhange de:

USA - ein Land der
unbegrenzten
Madglichkeiten?

integrairecnnung

Aktivurlaub

Funktionale Zusammenhange

Sek |

Ansehen Ansehen Ansehen

Freizeitpark Wort des Jahres
DCIS Bqumhqus_PrDjekt Differentialrechnung Integralrechnung
Funktionale Zusammenhdange
Mathematik-Labor
Ansehen Ansehen Ansehen

"Mathe ist mehr"

18 07.02.2024  https://mathe-labor.de (§) RPTU


https://mathe-labor.de/

Sekundarstufen

Ganz alltaglich: R TU::: E/ildalftik d§|r<
Funktionen mehrerer Veranderlicher P

A‘u.ft::rlur’nnan in m?

Zylindervolumen

VZylinder =G-h=r°m-h

Funktion zweier
Veranderlicher

Vzyiinger (1, 1) = 0 -

JJJJJJ

19 07.02.2024  Roth, J. & Lichti, M. (2021). Funktionales Denken entwickeln und férdern. Mathematik lehren, 226, 2-9.  https://www.geogebra.org/m/pbsqwwjh Q RPTU



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2021/Roth_Lichti_2021_Funktionales_Denken_entwickeln_und_foerdern.pdf
https://www.geogebra.org/m/pbsqwwjh

Sekundarstufen

Ganz alltaglich: R TU::: E/ildalftik d§|r<
Funktionen mehrerer Veranderlicher P

A‘u.ft::rlur’nnan in m?

Zylindervolumen

VZylinder =G-h=r°m-h

Funktion zweier
Veranderlicher

Vzyiinger (1, 1) = 0 -

JJJJJJ

20 07.02.2024  Roth, J. & Lichti, M. (2021). Funktionales Denken entwickeln und férdern. Mathematik lehren, 226, 2-9.  https://www.geogebra.org/m/pbsqwwjh Q RPTU



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2021/Roth_Lichti_2021_Funktionales_Denken_entwickeln_und_foerdern.pdf
https://www.geogebra.org/m/pbsqwwjh

Sekundarstufen

Ganz alltaglich: R TU::: E/ildalftik d§|r<
Funktionen mehrerer Veranderlicher P

A‘u.ft::rlur’nen in m?

Zylindervolumen

VZylinder =G-h=r°m-h

Funktion zweier
Veranderlicher

Vzyiinger (1, 1) = 0 -

JJJJJ

21 07.02.2024  Roth, J. & Lichti, M. (2021). Funktionales Denken entwickeln und férdern. Mathematik lehren, 226, 2-9.  https://www.geogebra.org/m/pbsqwwjh @ RPTU



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2021/Roth_Lichti_2021_Funktionales_Denken_entwickeln_und_foerdern.pdf
https://www.geogebra.org/m/pbsqwwjh

Ganz alltaglich: R Tu| @ E/:dalftikdglz
Funktionen mehrerer Veranderlicher P -

Zylindervolumen

VZylinder =G-h=r°m-h

Funktion zweier
Veranderlicher

Vzyiinger (1, 1) = 0 -

Parameterfunktionen /
Funktionenscharen

V.(h) = (r*m) -
V(1) = (mh) - 12

22 07.02.2024  Roth, J. & Lichti, M. (2021). Funktionales Denken entwickeln und férdern. Mathematik lehren, 226, 2-9.  https://www.geogebra.org/m/pbsqwwijh Q RPTU



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2021/Roth_Lichti_2021_Funktionales_Denken_entwickeln_und_foerdern.pdf
https://www.geogebra.org/m/pbsqwwjh

Experimentieren mit
gegenstandlichen Materialien
und Simulationen

dms.nuw.rptu.de RPTU



Gegenstandliche Materialien

\ St/

Positive Aspekte

m Funktionale Zusammenhange
werden erlebbar

Lernen wird nachhaltiger

Arbeitsweisen einpragsamer

Zugriff auf Inhalte dauerhafter

Deutung graphisch / tabellarisch
dargestellter Zusammenhange

Motivation

Didaktik der
TU | Mathematik

(Ludwig & Oldenburg, 2007)
(vom Hofe, 2003)
(Vollrath, 1978)

(Barzel & Ganter, 2010)

(Barzel & Ganter, 2010)

(Ludwig & Oldenburg, 2007)

RPTU



Sekundarstufen

. . R Didaktik der
Simulationen PTU ::: Mathematik

Fiilllmengeinml: 80

-

GefaR leeren Funktionen erkunden (Elschenbroich, 2011)

Anderungsverhalten erleben (Vollrath & Roth, 2012)

Systematische Variation (Roth, 2008)
Multi-Reprasentations-System  (Ballacheff & Kaput, 1997)

Mittler zwischen Lernenden und

mathematischem Phanomen (Danckwerts et al., 2000:
Hoyles & Noss, 2003)

Erleichterte Durchflhrung (Barzel 2010)

RPTU



Gegenstandliche Materialien R Didakeik der

TUJ Mathematik

<> SimUIationen P Sekundarstufen

Auswahl der Situationen

Umsetzbarkeit

Vergleichbare Aktionen

Medienvorteile nutzen

Durchfuhrbarkeit

Verschiedene funktionale
Zusammenhange

Lichti, M. & Roth, J. (2018). How to Foster Functional Thinking in Learning Environments Using Computer-Based Simulations or
26 07.02.2024 Real Materials. Journal for STEM Education Research, 1(1-2), pp. 148-172. DOI: 10.1007/541979-018-0007-1 https://rdcu.be/99Tc @ RPTU


https://rdcu.be/99Tc

R

° ° Didaktik der
Simulationen TU Mathematik
P Sekundarstufen
i i Fullhdhe incm alles neu | W] .
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27

07.02.2024  Lichti & Roth 2018 (§)

https://www.geogebra.org/m/VqVxutUB @ RPTU


https://www.geogebra.org/m/VqVxutUB
https://rdcu.be/99Tc

Exkurs:
Gestaltung von GeoGebra-Simulationen

R Didaktik der
TUJ Mathematik
P Sekundarstufen
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28 07.02.2024  https:;//www.geogebra.org/m/ar2rdrft O

Steuer- und Analyse-
bereiche trennen

Fokussierungshilfen
Verbindungslinien

Farbgebung

Ein- und Ausblenden
von Elementen

Beschriftung < Objekt

Nur relevante Objekte
auswahl- und variierbar

RPTU


https://www.geogebra.org/m/ar2rdrft

R Didaktik der

Aufgabengestaltung TU| L X Mathematik

i = Arbeitsauftrage
e - = o Ermittlung von Werten (Messen)

="

<. q g Erstellen einer Wertetabelle

Arbeiten mit Graphen
Material-Gruppe: Zeichnen

Simulation-Gruppe:
Entstehung beobachten

Beide Gruppen: Zusatzlich
zeichnen & mit Graphen arbeiten

b | | Interpolation, Anwendung & Transfer

senta-
' {I tions-
formen . Tabelle

Lichti & Roth (2018) =]
29  07.02.2024 https://dms. nua'rptu ds[m/hehtjzd /



https://dms.nuw.rptu.de/m/lichti/diss/

R Didaktik der

Interventionsstudie RUPOU
Experi- Vortest eine Intervent.!on (.4 h): Nachtest
mental- . gegenstandliche .

40 min Woche . 1o 40 min
gruppe 1 Materialien
mental- BB Vortest eine Inteé‘;?t:’t';r h): Nachtest
N 40 min Woche . P 40 min
gruppe 2 simulationen
Vortest eine . . Nachtest
Kontrollgruppe 40 min Woche Keine Intervention 40 min

m Dreizehn 6. Klassen (N=282)
. Lichti, M. & Roth, J. (2018). How to Foster Functional Thinking in Learning Environments Using
] SChU |Ja h r 20]5/] 6 Computer-Based Simulations or Real Materials. Journal for STEM Education Research, 1(1-2),

. pp. 148-172. DOI: 10.1007/s41979-018-0007-1 https://rdcu.be/99Tc@
vor den Sommerferien

@

Lichti, M. & Roth, J. (2019). Functional thinking - A three-dimensional construct?
Journal fir Mathematik-Didaktik, 40(2), 169-195
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Leistungszuwachs im funktionalen Denken RPTU:::
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Mittlere Leistung im
funktionalen Denken in Logit

|
o
N
|

Simulationsgruppe, N = 123
Materialgruppe, N = 111

p < 0.001
d =1.40

- 0. 34% +— 0.34

p < 0.001

d = 0.85

Vortest
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Gefalde fullen: Aufgabe
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Fullvolumen in ml
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Fullvolumen in ml

Hier siehst du verschiedene Gefalie und Fullgraphen.

Ordne sie einander zu und begrunde deine Wahl.
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Formdes

GefiRes Das Glas wird breiter.

Weil der Graph
ziemlich flach ist.

Verlauf des
Graphen

Erst steigt das
Wasser langsamer,
dann schneller.

Anstieg des

Wassers

Der Graph ist steil.
Die Schussel ist flach.

Der Graph wird nach

Veranderung und nach steiler.

Lichti&Roth 2018) @ ~ RPTU
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GefaRde fullen: Ergebnisse

R Didaktik der
TU Mathematik
P Sekundarstufen

Materialgruppe
Lernende argumentieren signifikant haufiger

m mit der Form des Gefaldes
(x?> =14.79,df =1,p < 0.001, V = 0.15)

m mit Zustanden
(x* = 4.361,df =1,p = 0.037*,V = 0.08)

Simulationsgruppe
Lernende argumentieren signifikant haufiger

m mit dem Verlauf des Graphen
(x*=6.62,df = 1,p = 0.01*,V = 0.10)

m mit Veranderung
(¥*> = 6.955,df =1,p = 0.008",V = 0.11)
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R Didaktik der

Rennwagen: Aufgabe TU| L ¥ Mathematik

= .

Dieser Graph zeigt, wie
sich die Geschwindigkeit
eines Rennwagens
wahrend seiner zweiten
Runde auf einer drei
Kilometer langen,
flachen Rennstrecke
verandert.

Auf welcher der
funf Rennstrecken
(man betrachtet
sie von oben)

ist der Wagen
gefahren?

160
140
120
100
80
60

0 02040608 1 1,2 1416 1,8 2 2224 2628 3 3,2 Verschiedene
Kurven

1 Geschwindigkeit in km/h . —
|

: Geschwindig- Ein Auto muss
- keit und in Kurven
: Kurven langsamer werden.

40-
20+

Entfernung zum Start in km

Es gibt drei Kurven:
Zwei flache und
eine steile.

AN A
Graph-als- Weil die Bahn wie der
Bild-Fehler Graph aussieht.
S
S

Falsche Inter- Die Rennstrecke [A]

S
m pretation der hat drei Kurven.
- Rennstrecken
S: Startlinie
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Rennwagen: Ergebnisse

R Didaktik der
TUJ Mathematik
P Sekundarstufen

Materialgruppe

m Schuler*innen konnen Wissen uber
Zusammenhang von Geschwindigkeit und

Kurven signifikant haufiger nicht anwenden
(x*> = 6.304,df =1,p = 0.012*, V = 0.21)

m Graph-als-Bild-Fehler: 36 %

Simulationsgruppe
m Graph-als-Bild-Fehler: 0 %
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Ergebnisse im Uberblick

Quantitative Analyse

m Entwicklung Funktionalen Denkens

36

Argumentation mit Funktionsgraphen
Argumentation mit realen Situation
Argumentation mit Anderungen
Argumentation mit Zustanden

qualitative Betrachtung (Interpretation
und/oder Zeichnen) eines Graphen

Einzelne Wertepaare
(Interpretation und/oder Zeichnen)

Simulation > Material

Simulation > Material
Simulation < Material
Simulation > Material

Simulation < Material

Simulation > Material

Simulation < Material

R
-
P
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Gefal leeren

Graphik 2
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Lichti, M. & Roth, J. (2020). Wie Experimente mit gegenstandlichen Materialien und Simulationen das funktionale Denken fordern.
07.02.2024  Zeitschrift fir Mathematikdidaktik in Forschung und Praxis (ZMFP), 1, 1-35. https://doi.org/10.48648/cjee—y110@
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Digel, S. & Roth, J. (2021). Do qualitative experiments on functional relationships foster covariational thinking?
In Inprasitha, M., Changsri, N., Boonsena, N. (Eds.). Proceedings of the 44th Conference of the International
07.02.2024  Group for the Psychology of Mathematics Education, Vol. 2 (pp. 218-226). Khon Kaen, Thailand: PME.
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Mit Funktionen denken und arbeiten
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