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Denken & Arbeiten
mit Funktionen

Lt [ N
g

1. Grundvorstellungen
zum Funktionsbegriff "%

2. Grundlegende Aspekte & typische Fehler
beim Arbeiten mit Funktionsgraphen "%

3. Lernen des Funktionsbegriffs:
Grunderfahrungen vermitteln
und Aktivitaten gestalten 7%

----------

4. Parameter und Funktionsgraphen;
Umkehrfunktion 7%

Ehdinit | N juergen-roth.de RPTU
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Sekundarstufen

R Didaktik der
Grundvorstellungen STU n Mathematik

Grundvorstellungen
m reprasentieren abstrakte Begriffe anschaulich
und bilden die Grundlage fur das Verstehen

ermoglichen eine Verbindung zwischen abstrakter Mathematik
und aulder- sowie innermathematischen Anwendungen

unterstlutzen / ermoglichen Reprasentationswechsel

Primare Grundvorstellungen
haben ihre Wurzeln in gegenstandlichen Handlungserfahrungen

Sekundare Grundvorstellungen
werden mit mathematischen Darstellungsmitteln reprasentiert

6 08.04.2024 Roth, J. &Siller S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren, 199, S. 2-9 RPTU



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2016/Roth_Siller_2016_Bestand_und_Aenderung.pdf

Primare Grundvorstellungen Didalck der

Mathematik
Wurzeln in gegenstandlichen Handlungserfahrungen sekundarstufen

08.04.2024 Roth, J. &Siller S. (2016). Bestand und Anderun - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren, 199, S. 2-9


https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2016/Roth_Siller_2016_Bestand_und_Aenderung.pdf

Sekundarstufen

Sekundare Grundvorstellungen R T”n Didaktik der
P

Mathematik
Dargestellt mit mathematischen Reprasentationen

f(x)

‘R >R,
x> f(x)=a-x+b

flx+c)

______________________________________________ =a-(x+c)+b
DG
Sa-x+a-c+b
“f(fb'l-'-c)"
G :
f(1) 4 Za-x+b+a-c

“f0 =d
f(x)+d

/

,

) https://www.geogebra.org/m/e7pwurmn O
8 08.04.2024 Roth, J. &Siller S. (2016). Bestand und Anderung — Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren, 199, S. 2-9 RPTU



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2016/Roth_Siller_2016_Bestand_und_Aenderung.pdf
https://www.geogebra.org/m/e7pwurmn

R Didaktik der

Verstandnisanker RUPOU
Verstandnisanker ‘ Beispiel .
Ein Verstandnisanker ist eine prototypische o, L. . : .
Situation, an der Grundvorstellungen und ein - Emkm?cgjllcger \(/jerstanclzllnls i«“’”;m
damit verbundener Erklarungskontext zu einem ankerTur fzrune vorsteflungen \é-%
mathematischen Sachverhalt ausgebildet werden. zu Funktionenist z. B. der - e
) i ) . ISO?EE
Prototypisch meint, dass alle wesentlichen Struktur- Zusammenhang zwischen jg_‘,ﬁ’g
elemente zum Verstandnis des mathematischen d?m Leb?nsalt.er und der o
Sachverhalts in dieser Situation vorkommen und Korpergrofse eines Menschen. = ggnm
daran gedeutet werden konnen. m Dieser Zusammenhang ist K;{nm-
Eine Situation eignet sich insbesondere dann als Ver- allen Menschen vertraut und X@u é

standnisanker, wenn sie leicht durchschaut werden kann.

die Grundvorstellungen zu

Lernende konnen einen Verstandnisanker aufbauen und Funktionen kénnen daran =
INn neuen Sltugtlonen, in dgr derselbe maﬂthematlsche erfasst & durchschaut werden. J&lf:
Sachverhalt eine Rolle spielt, darauf zurackkommen und, : -
durch Analogiebildung zum Verstandnisanker, passende = Naheres zu diesem Verstandnisanker:

o < Roth, J. & Lichti, M. (2021). Funktionales Denken entwickeln und
Gru ndVO rSte”Uﬂgen d kt|V|eren- fordern. Mathematik lehren, 226, 2-9.

https://www.geogebra.org/m/vxj3b49w RPTlJ
9 08.04.2024  Roth, J. & vom Hofe, R. (2023). Verstandnisvoll lernen - Grundvorstellungen vernetzen und Verstandnisanker nutzen. Mathematik lehren, 236, S. 6-9. Q


https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2021/Roth_Lichti_2021_Funktionales_Denken_entwickeln_und_foerdern.pdf
https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2021/Roth_Lichti_2021_Funktionales_Denken_entwickeln_und_foerdern.pdf
https://www.geogebra.org/m/vxj3b49w

Sekundarstufen

o0 o0 R idaktik der
Zusammenhang: Alter - Korpergrof3e PTU::: Mathemati

3 méﬁmmf A B 190 |GroRe in cm
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Roth, J. & Lichti, M. (2021). Funktionales Denken entwickeln und fordern. Mathematik lehren, 226, 2-9.
10 08.04.2024  https://www.geogebra.org/m/vxj3b49w O RPTU



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2021/Roth_Lichti_2021_Funktionales_Denken_entwickeln_und_foerdern.pdf
https://www.geogebra.org/m/vxj3b49w

R Didaktik der

Grundvorstellungen zu Funktionen TU Mathematik

P Sekundarstufen

Experiment:
Schuler/innen ...

m rennen eine Treppe hinauf,

m messen nach dem Laufin
Abstanden von 30s ihren Puls,

m halten den Zusammenhang
paarweise in einer Tabelle fest.

Erfahrung: Jedem (Mess-)Zeitpunkt wird
(genau) ein Puls zugeordnet.

Zuordnung
Funktionen beschreiben bzw. stiften Zusammen-

hange zwischen Grolden: Einer Grol3e wird genau
eine zweite Grol3e zugeordnet.

1l 08.04.2024  Roth, J. (2014). Experimentieren mit realen Objekten, Videos & Simulationen - Ein schiilerzentrierter Zugang zum Funktionsbegriff. MU, 60(6), 37-43 RPTU



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2014/roth_2014_experimentieren_mit_realen_objekten_videos_und_simulationen.pdf

R Didaktik der

Grundvorstellungen zu Funktionen TU Mathematik

P Sekundarstufen

Fragestellung

Wie andert sich der Puls in gleichen Zeitschritten?
Andert er sich auch gleichmaRig, oder zunichst
langsamer und dann schneller oder ... ?

m Hierfur reicht es nicht einzelne
Wertepaare zu betrachten.

m Es mussen jeweils mehrere
benachbarte Werte zueinander
in Beziehung gesetzt werden.

Anderungsverhalten / Kovariation
Durch Funktionen wird deutlich, wie sich die

Anderung einer GroRe auf die Anderung einer
von ihr abhangigen Grofde auswirkt.

RPTU

12 08.04.2024  Roth, J. (2014). Experimentieren mit realen Objekten, Videos & Simulationen - Ein schiilerzentrierter Zugang zum Funktionsbegriff. MU, 60(6), 37-43



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2014/roth_2014_experimentieren_mit_realen_objekten_videos_und_simulationen.pdf

R Didaktik der

Grundvorstellungen zu Funktionen TU Mathematik

P Sekundarstufen

Fragestellung
Wie sieht der funktionale Zusammenhang
zwischen Zeitpunkt und Puls als Ganzes aus?

m Dazu muss man
— systematisch Daten aufnehmen,
— in Tabelle festhalten,
— Graph zeichnen

m Kann erst am Graph als Ganzes betrachtet
und anhand der Verlaufe fur verschiedene
Laufer verglichen werden — Fitness.

Funktion als Ganzes
Mit Funktionen sieht man einen Zusammenhang

als etwas Ganzes. Man betrachtet nicht einzelne
Wertepaare sondern die Menge aller Wertepaare.

08.04.2024  Roth, J. (2014). Experimentieren mit realen Objekten, Videos & Simulationen - Ein schiilerzentrierter Zugang zum Funktionsbegriff. MU, 60(6), 37-43 RPTU



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2014/roth_2014_experimentieren_mit_realen_objekten_videos_und_simulationen.pdf

Sekundarstufen

° oo ° R idaktik der
Fithess der Laufer: Sicht als Ganzes P-run Mathematik

. Puls [i]
Schuler1 140 in

[
. 120 o
Schuler 2
100 ‘ o
Schiiler 3 80 = ¢ ®
______________ Ruhepuls Schiler1 ____ _®
60 - O
S e __ -
40 - Ruhepuls Schuler 2 und 3
20 -
0 | . | Messulng (aIIeI3O Seklunderg
[ 2 3 4 5 6 Vs 8

14 08.04.2024  Roth, J. (2014). Experimentieren mit realen Objekten, Videos & Simulationen - Ein schiilerzentrierter Zugang zum Funktionsbegriff. MU, 60(6), 37-43 RPTU



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2014/roth_2014_experimentieren_mit_realen_objekten_videos_und_simulationen.pdf

Sekundarstufen

° oo ° R idaktik der
Fithess der Laufer: Sicht als Ganzes P-run Mathematik

. Puls [i]
Schuler1 140 Inin

120
Schiiler 2

100

Vergleich von
Abschnitten im
selben Graph

Schiiler 3 80
Ruhepuls Schuler 1

°0 - _________________________ Vergleich
o R Ruhepuls Schiler 2 and 3 verschiedenes
- Fur einen
5 1 | . . Messulng (aIIeI3O Seklunderg fyupniliiﬁ;s;[/yealauf
1 2 3 4 5 6 7 8

15 08.04.2024  Roth, J. (2014). Experimentieren mit realen Objekten, Videos & Simulationen - Ein schiilerzentrierter Zugang zum Funktionsbegriff. MU, 60(6), 37-43 RPTU



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2014/roth_2014_experimentieren_mit_realen_objekten_videos_und_simulationen.pdf

Didaktik der

Grundvorstellungen zu Funktionen Mathematik

Zuordnung
Funktionen beschreiben bzw. stiften Zusammen-
hange zwischen Grofden: Einer Grolde wird genau
eine zweite Grolde zugeordnet.

Anderungsverhalten / Kovariation

Durch Funktionen wird deutlich, wie sich die
Anderung einer GréRe auf die Anderung einer
von ihr abhangigen Grofde auswirkt.

Funktion als Ganzes

Mit Funktionen sieht man einen Zusammenhang
als etwas Ganzes. Man betrachtet nicht einzelne
Wertepaare sondern die Menge aller Wertepaare.

08.04.2024  Roth, J. (2014). Experimentieren mit realen Objekten, Videos & Simulationen - Ein schiilerzentrierter Zugang zum Funktionsbegriff. MU, 60(6), 37-43 RPTU


https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2014/roth_2014_experimentieren_mit_realen_objekten_videos_und_simulationen.pdf

Sekundarstufen

Ziele beim Ausbilden von R n Didaktk der
TU Mathematik
Grundvorstellungen =

Sinnzusammenhinge e An bekannte Situationen / Prototypisches
herstellen Handlungsvorstellungen Beispiel als
anknupfen Verstandnisanker

Mentalen
Reprasentationen e Mentales operatives Handeln ermdglichen
aufbauen

e Erkennen der Struktur in Sachzusammenhangen

e Modellieren von Phanomenen mit
Hilfe der mathematischen Struktur

Struktur in neuen
Situationen anwenden

17 08.04.2024 Vgl. vom Hofe, R. (2003). Grundbildung durch Grundvorstellungen. Mathematik lehren, 118, 4-8 RPTU



Funktionen:
Grundvorstellungen und Darstellungen

Tabelle
A 1 =t 2 A
- +1< ) +2 %
Grundvorstellungen Sl +1 C 2—>4 > 4 =
O 3 =6 =
m Zuordnung 5| +1Q O +2 >
g > 4 —>8 9
= Anderungsverhalten +1Q O +2
. v § e—t=p1() v
(Kovariation)
—p
m Sicht als Ganzes Zuordnung
Funktionsterm

fx)=2-x
4 |

Zuordnung

Vollrath, H.-J. & Weigand, H.-G. (2007?). Algebra in der Sekundarstufe. Spektrum Akademischer Verlag, 140
18 08.04.2024  Malle, G. (2000). Zwei Aspekte von Funktionen: Zuordnung und Kovariation. Mathematik lehren, 103, 8-11

R Didaktik der
TU | Mathematik
P _
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RPTU



R Didaktik der
ZUOI‘d nu ng TU Mathematik
P Sekundarstufen
—
Stufe 1 Stufe 2 Stufe 3
y A
10
X y
1 ! He—x
2 4 .
3 Zuordnung
4 10
T
Zuordnung PR R
19  08.04.2024 RPTU



Sekundarstufen

.o .. R idaktik der
Anderungsverhalten (Kovariation) PTUn Mathematik

10 X .
X y

+3 C
- 4 1 1 4 S U O
-+
.8 +1<\ 2 4 )+3 '4% e 0
.© +1Q )+3 = 5 T
5 3 7 © <>3
=L o (282 +3 N

4

. >

1234 X

—
Variation

20 08.04.2024 RPTU



Sekundarstufen

o o R idaktik der
Zuordnung und Kovariation P-run Miathematik

21

KorpergroBe (cm)

190

180 =

=

Zuordnung
Wie grol3 ist Peter mit 15 Jahren?

[N
=~
=

= |
/# ° [ ]
Kovariation
160
7 Welche Aussage Uber das Wachstum
A — Peter im Alter von 11 Jahren ist richtig?
150 —]
/ ——Maria O Peter wachst schneller als Maria.
140 O Maria wachst schneller als Peter.

O Maria und Peter wachsen gleich schnell.
130

10 11 12 13 14 15 16 17 18
Alter (Jahre)

08.04.2024 RPTU
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Funktionale Zusammenhange in R n Didakiik der
° ° TU Mathematik
Situationen: Darstellungsformen P

Sekundarstufen

G Situation

Darstellungswechsel

Darstellungsformen

C Tabelle

Mit bzw. in einer
Darstellung arbeiten

23 08.04.2024 Roth, J. & Lichti, M. (2021). Funktionales Denken entwickeln und fordern. Mathematik lehren, 226, 2-9. RPTU



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2021/Roth_Lichti_2021_Funktionales_Denken_entwickeln_und_foerdern.pdf

Darstellungsformen «

Grundvorstellungen

Kovariation

«— udbunj|jaisioapuni

Sicht als
Ganzes

24 08.04.2024  Verandert nach HuBmann, S. & Laakmann (2011). Eine Funktion - viele Gesichter. Darstellen und Darstellungen wechseln. PM (53)38, S. 2-13

Darstellungsformen —

Tatigkeit: Einem Wert auf der
1. Achse wird ein Wert auf der
2. Achse zugeordnet.

Hauptzweck:
Markante Punkte erfassen

Tatigkeit: Unterteilungin
Abschnitte mitunterschied-
lichem Anderungsverhalten

Hauptzweck:
Anderungsverhalten
qualitativ erfassen

Tatigkeit:

Mit grafischen Merkmalen
die Funktion als Ganzes oder
fir Teilbereiche typisieren.

Hauptzweck:
Charakteristischen
Verlauf erfassen

Tatigkeit: Einem Wert in der
1. Spalte wird ein Wert in der
2. Spalte zugeordnet.

Hauptzweck:
Ablesen/Eintragen konkreter
Zuordnungen

Tatigkeit:
Paarweiser Vergleich hinsichtlich
der Art der Anderung.

Hauptzweck:
Anderungsverhalten
quantifizieren

Tatigkeit:

Differenzen-, Produkt-,
Quotientengleichheit 0.a. aus
Wertepaaren bestimmen.

Hauptzweck:
Quantifizierbare
Regelmaligkeiten erfassen

Tatigkeit: Aus einem Wert
des Definitionsbereichs wird der
abhangige Wert berechnet.

Hauptzweck:
Bestimmen einzelner Werte

Tatigkeit:
Ablesen bzw. Bestimmen
entsprechender Kenngrofen.

Hauptzweck:
Anderungsverhalten
quantifizieren

Tatigkeit:
Mit Kenngrofden die Funktion
als Ganzes typisieren.

Hauptzweck:
Charakteristika quantitativ
erfassen

R Didaktik der
Mathematik

TU| |
P _

Tatigkeit:
Dekodieren von Informationen
zu Zuordnungen.

Hauptzweck:
Erfassen einzelner Werte

Tatigkeit:
Deko_dieren von Informationen
zum Anderungsverhalten.

Hauptzweck:
Anderungsverhalten qualitativ
bzw. quantitativ erfassen

Tatigkeit:
Dekodieren der Informationen
zum Gesamttypus.

Hauptzweck:
Charakteristika qualitativ
bzw. quantitativ erfassen

RPTU



Darstellungsformen erfassen:

Das Beispiel Funktionsgraph

r
=
1 - . g 3
Zeitin h Temperatur in °C E_ 2 3 1 2 3 1 Temperatur in °C
£
6 ) 2 ] l l
12 — 3
£
S |6 N2 s 6 12 18 Zeitinh
N
4 1 2 3 Temperatur in °C 6 |
- Temperatur in °C , Temperatur in °C
6 12 18  Zeitinh 6 12 18 = Zeitinh 6 12 18 Zeitin h
A Temperatur in °C ATemperatur in °C Temperatur in °C
3 3 3
= < - @
2 2 2
- - - @
1 1 1
- - - @
6 12 18  Zeitinh 6 12 18  Zeitinh 6 12 18  Zeitinh
25 08.04.2024  Roth, J. & Lichti, M. (2021). Funktionales Denken entwickeln und férdern. Mathematik lehren, 226, 2-9.

R Didaktik der

TU Mathematik
P Sekundarstufen

Das Applet zeigt, wie aus
den Zuordnungen von Zeit
und Temperatur, die oben
links in der Tabelle darge-
stellt sind, der Funktions-
graph der Zeit-Temperatur-
Funktion unten rechts ent-
steht.

Daflr mUssen die Elemente
der beteiligten Mengen
jeweils der Grofde nach an-
geordnet werden konnen.

https://www.geogebra.org/m/kknpe5u9 Q RPTU


https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2021/Roth_Lichti_2021_Funktionales_Denken_entwickeln_und_foerdern.pdf
https://www.geogebra.org/m/kknpe5u9

Denken und Arbeiten mit Funktionen

Funktionaler Zusammenhang
am Beispiel Dreieckssehne

juergen-roth.de RPTU



R Didaktik der

Beispiel: Dreieckssehne TU| L Y Mathematik

S

P Grundvorstellungen

m Zuordnung

m Anderungsverhalten (Kovariation)

m Sicht als Ganzes

27 08.04.2024 Roth, J. (2005). Kurvenerzeugende Sehnen. Mathematik lehren, 130, S. 8-10 https://www.geogebra.org/m/wjgQ3PQB Q RPTU



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/kurven_erzeugende_sehnen/roth_kurven_erzeugende_sehnen.pdf
https://www.geogebra.org/m/wjgQ3PQB

° R idaktik der
Holzmodell: Dreieckssehne P11;:: Mathemath

Sekundarstufen

28



o oo o R idaktik der
Arbeitsauftrage: Dreieckssehne P-run Miathematik

Sekundarstufen
E | E

Achten Sie dabei insbesondere
auch auf das Anderungsverhalten.

A Sehnenlange Diskutieren Sie alle Details des
Verlaufs lhres Graphen in der Gruppe.

Interpretieren und erklaren Sie
Eigenschaften des Graphen anhand
von Eigenschaften des gleichseitigen
Dreiecks und umgekehrt.

29  08.04.2024 https://www.geogebra.org/classroom/bkybfpaq Q https://www.geogebra.org/m/wjgQ3PQB Q RPTU


https://www.geogebra.org/m/wjgQ3PQB
https://www.geogebra.org/classroom/bkybfpaq

Dreieckssehne: Modellierung R Didakiik der
° ° TU Mathematik
der Bewegung von Q eindeutig? P -

o &\&\ Modell
,
Ap ’ B %@
L%
X

A Sehnenlange

= 90is)

30  08.04.2024 https://www.geogebra.org/classroom/m4nbxnvu Q @ https://www.geogebra.org/m/wng3PQB@ RPTU


https://juergen-roth.de/dynageo/sehne_aenderung/
https://www.geogebra.org/m/wjgQ3PQB
https://www.geogebra.org/classroom/m4nbxnvu

Einsatz von Werkzeugen

R Didaktik der
TU Mathematik
P Sekundarstufen

Bilder
m Denkprozesse anstol3en
m Ergebnisse zusammenfassen

,Modelle”

m Verstandnisgrundlagen anbieten
(vgl. ,Gummibandmodell™)

atzlich
zeuge dosiert ein

Grunds
a Werk

a Einsat
zum Denke

setzen
|

z von Werkzeugen sol

n anregen

31 08.04.2024

Computerwerkzeuge

m Kontrollinstanz
o ,Im Kopf” abgelaufene Denkvorgange
Uberprufen und hinterfragen
m Kommunikationsmittel
0 Aufmerksamkeit fokussieren
o Anderungsverhalten durch ,Vorfiihren”
von Veranderungen veranschaulichen
m ,Denkzeug”
0 Komplexitat reduzieren
0 Gedachtnis entlasten

0 Konzentration auf Planung,
Analyse und Argumentation

RPTU



Didaktik der

[ J [ X J [ J R
Figuren verandern - Funktionen verstehen P-run Mathematik

Sekundarstufen

C

Zuordnung Anderungsverhalten

(Kovariation)

S

Entstehung eines Eigenschaften eines
Funktionsgraphen Funktionsgraphen

Sicht als Ganzes

32 08.04.2024 . RPTU


https://www.mentimeter.com/app/presentation/alrdbs69rosx9ug5e1q3xgbu8udskix6/ck39usrf82hs

Sekundarstufen

° ° ° ° ° R idaktik der
Was ist eigentlich eine Funktion? P-run Mathemati

Zuordnung 1:
Funktion: Ja oder Nein?

33 08.04.2024 - RPTU


https://www.mentimeter.com/app/presentation/ala4ihzkrpqfzpn7y8s4gkvtwiwy7hc9/np7onmpt3e4r

° ° ° ° ° R idaktik der
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Sekundarstufen

Zuordnung 2:
Funktion: Ja oder Nein?

34 08.04.2024 " RPTU
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° ° ° ° ° R idaktik der
Was ist eigentlich eine Funktion? P-run Mathemati

Zuordnung 3:
Funktion: Ja oder Nein?

35  08.04.2024 o RPTU
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° ° ° ° ° R idaktik der
Was ist eigentlich eine Funktion? P-run Mathemati

Zuordnung 4:
Funktion: Ja oder Nein?

36 08.04.2024
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Definitions-
menge D

Zielmenge M

Wertemenge W
~ E—

37 08.04.2024
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Was ist eigentlich eine Funktion? PTU::: ﬁnth“mnk

Definition Funktion (1)

Eine Funktion ist eine Zuordnung
zwischen einer Definitionsmenge D
und einer (Ziel-) Menge M, die
jedem Element aus D genau ein
Element aus M zuordnet.

Definition Funktion (2) Definition Relation
Eine Funktion ist eine linkstotale Eine Relation ist eine Teilmenge der Produktmenge

und rechtseindeutige Relation. AX B :={(a,b)la € AN Db € B} zweier Mengen A und B.

RPTU

38 08.04.2024



Denken und Arbeiten mit Funktionen

Grundlegende Aspekte und
typische Fehler beim Arbeiten
mit Funktionsgraphen
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Denken und Arbeiten mit Funktionen

Grundlegende Aspekte beim
Arbeiten mit Funktionsgraphen

2.1
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Grundlegende Aspekte beim R Didaktik der
TU| | Mathematik

Arbeiten mit Funktionsgraphen = -
Interpretation

Achsen korrekt beschriften m Achsenbeschriftung beachten
Welche Zusammenhange o Dargestellten Zusammenhang
werden dargestellt? richtig erfassen

Skalierung geeignet wahlen m Achsenskalierung beachten
Schuler/innen nehmen haufig falschlich o Dargestellten Zusammenhang
an, dass die Achsen identisch skaliert richtig erfassen
Sl LS. 0 Verschiedene Zusammenhinge

fehlerfrei vergleichen

0 Tauschungen und Ubertreibungen
erkennen

Negative Bereiche beachten

Daten mit negativen Koordinaten im
Il., Ill. oder IV. Quadranten darstellen.

Ziel: SuS konnen Darstellungen funktionaler

SuS konnen funktionale Zusammen-
Zusammenhange kritisch beurteilen.

hange angemessen darstellen.

RPTU
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([ X ] [ J [ J [ J [ J
Fahigkeiten beim Arbeiten R Didakiik der
~ M TU . Mathematik
mit Funktionsgraphen =
Informationsentnahme
dargestellten Zusammenhang erkennen passenden Diagrammtyp wahlen %
G £
o Grolden den Achsen zuordnen ©
N Zuordnung der GrolRen zu den Achsen 14
Y . N
"= Achsenbeschriftung) erfassen o
t ( 9) Achsen beschriften =
o m
T =
Achsenskalierung beachten Achsen skalieren 2
1. Ordnung einen Wert ablesen Punktwerte eintragen §
®
c > Ordnun zwei Werte vergleichen oder Trend Verbindungslinie zwischen Punkten E
e ' d erkennen (qualitativ / quantitativ) oder Trendlinie skizzieren 5
]
o) mehrerer Werte oder Trends " . T
< 3. Ordnung el cidhen (el / ity mehrere Trendlinien skizzieren g
et
Extrapolieren / Vorhersagen I.|EJ
Integration
42 08.04.2024  Nach: Lachmayer, S., Nerdel, C. & Prechtl, H. (2007). Modellierung kognitiver Fahigkeiten beim Umgang mit Diagrammen. ZfDN 13, 145-160 RPTU
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Bevolkerungsstand in Deutschland pTUn Mathemati
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Daten unterschiedlich darstellen

R Didaktik der
TU | Mathematik

45

Liter/100 km Liter/100 km
* A
6,4 = 0,
Durchschnittlicher Verbrauch aller ‘\
6,2 — in Europa zugelassener Diesel 8,0 = o, Durchschnittlicher Verbrauch aller
\".. in Europa zugelassener Diesel
40— .’0. ‘o' 70+ \ .‘o‘
5,8- .0.0....‘..'-.-“. ot 6,0-— \““.. -..'-lll'llllh.. ‘..
—— — e — Dl —-—’—nu—.:.-.":'-
5,6 — T~ 50 -
\ . -
\ Durchschnittlicher Verbrauch
54 — \ 40 - der Volkswagen Dieselmotoren
N,
52 = %% 3.0
“ﬁ*s.
5,0 — e 2,0 -
Durchschnittlicher Verbrauch o,
s der Volkswagen Dieselmotoren e 10
0,0 1 S
T T
98 99 00 o1 o2 > 89 90 91 92 93 94 95 9 97 98 99 00 O
08.04.2024 Halbach (2001). Eine Statistik - Viele Interpretationen. Mathematik lehren 109, S. 46-48 RPTU
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,Misstrauensregeln” fur Diagramme PTU::: Miathematik

m Verstolde gegen Proportionalitat?

m Verstolde gegen perspektivische Verzerrungen?

m Stauchungen oder Streckungen von Achsen?

m Klare Achseneinteilung?

m Achsen vollstandig dargestellt?

m Informationsbeitrag von Farben?

m Passen die Daten zur Interpretation?

m Welche Daten hatte ich gerne zum Thema erfahren?
m Passen die Daten zu meiner Einschatzung?

m  Wie und wann wurden die Daten gewonnen?

m Interesse des Autors?

m Inhaltlicher Beitrag der Zahlen und Graphiken zur Botschaft?

46 08.04.2024 Halbach (2001). Eine Statistik - Viele Interpretationen. Mathematik lehren 109, 46-48 RPTU



'] | Autokosten — Index

,Misstrauensregeln
a I1 We I1 d e I1 Veranderung Autokosten in den letzten 12 Monaten

Kfz-Versicherung = 121%
Kraftstoffe [

Reparaturen | 13,3%

http://presse.adac.de/meldungen/Geld_Kosten/ |
Autokosten_Index_Herbst_2007.asp?ComponentID= 100
47  08.04.2024 189519&SourcePagelD=14990#0 (Abgerufen am 30.10.2007) Marz 2006 Juni Sept. Dez.  Marz2007  Juni Sept.



Denken und Arbeiten mit Funktionen

Typische Fehler beim Arbeiten
mit Funktionsgraphen
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Typische Schiilerfehler R Tun Didscic der
beim Arbeiten mit Funktionsgraphen P

m Probleme beim Einzeichnen und Ablesen von Punkten ™%}
m Probleme beim Herstellen eines Bezugs zur Situation 7}

m Verwechslung von Bestand und Anderung "}

m ,Graph als Bild“-Fehler %

m Concept Image « Concept Definition 7}
Lesen Sie den Text

Hofmann & Roth (2021).

49 08.04.2024  Hofmann, R. & Roth, J. (2021). Lernfortschritte identifizieren - Typische Fehler im Umgang mit Funktionen. Mathematik lehren, 226, 15-19. RPTlJ



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2021/Hofmann_Roth_2021_Lernfortschritte_identifizieren_Typische_Fehler_im_Umgang_mit_Funktionen.pdf

Probleme beim Einzeichnen
und Ablesen von Punkten

R Didaktik der
TU| | Mathematik

= ’

Eindeutigkeit missachtet
Vgl. Grundvorstellung Zuordnung

Trugschluss: Eindeutigkeit — Injektivitat

Annahme: Da jedem x genau ein y
zugeordnet wird, darf auch jedes y
nur einmal vorkommen.

& Ablesen

x- und y-Koordinate werden vertauscht
Vgl. Grundvorstellung Zuordnung

Achsenskalierung missachtet

50 08.04.2024

& Ablesen
Probleme

mit negativen Koordinaten
bei der Interpolation

beim Ablesen des x-Werts
zu einem y-Wert

beim Bestimmen von Steigungen

beim Vergleich von Steigungen
in verschiedenen Abschnitten
oder Graphen

Annahme: Sichtbarer Graph zeigt
die gesamte Funktion (Probleme
beim Treffen von Vorhersagen)

RPTU



Probleme beim Einzeichnen
und Ablesen von Punkten

C

® Interpolation

3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

— @
Negative B
Koordinaten

51 08.04.2024
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Probleme beim Herstellen
eines Bezugs zur Situation

R Didaktik der
TU| | Mathematik

Unsicherheit,

welche fur die Situation markanten
Punkte sich fur die Konstruktion des

Graphen nutzen lassen
et

wie Punkte ggf. verbunden werden
mussen (Typ des funktionalen
Zusammenhangs) — Oft wird falschlich
linear oder stuckweise linear verbunden.

ob das Verbinden von
Punkten in der Situation
erlaubt bzw. sinnvoll ist

Keine Anderung < Funktionswert 0

08.04.2024

Interpretation
Unsicherheit, wie

Punkte
Achsenabschnitte
Schnittpunkte von Graphen

konstante Graphen-Abschnitte
(Graph parallel zur x-Achse)

Linie durch Punkte (Funktionsgraph;
Interpolations- bzw. Ausgleichsgerade;
Visualisierung von Veranderungen)

Steigung des Graphen insgesamt /
in verschiedenen Abschnitten

verschiedene Graphen zu
einer Situation im Vergleich

(bzgl. der Situation) zu interpretieren sind.

RPTU
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eines Bezugs zur Situation =

Sekundarstufen

N

61y

5 o

53  08.04.2024 RPTU
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Bestand und Anderung R Tun Dida de
P

Wann waren die meisten Gaste im Hotel? §

_— )

Anzahl Ankunfte bzw. Abreisen pro Tag

—

N DN WO O
o

)

TN
o0 O

&)

©®o v O O

g

Ankiinfte und Abreisen im Alpenhotel
-®-Ankunfte (Anzahl am Tag) -@-Abreisen (Anzahl am Tag)

Dez.

' : ' ' ' ' ' ' . . ' ' : : *r—o
25. Dez. 1. Jan. 8. Jan.

54

Roth, J. & Siller, H.-S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren, 199, 2-9

08.04.2024  Ossimitz, G. (2003). Zeitliche Dynamik verstehen. Mathematik lehren, 120, 60-63 https://www.geogebra.org/m/eg5dwnjy Q RPTU



https://www.mentimeter.com/s/43c37c2e801662f53de0354e4a961f12/b03bd1311c2f
https://www.geogebra.org/m/eg5dwnjy

Verwechslung von Bestand und Anderung

Beispiel: DurchschnittsgroRe von Jugend-

lichen im Jahr 1998 in den Niederlanden
Verwechslung von 190

Bestand und Anderung

Wenn nach der Anderung an
einer bestimmten Stelle bzw.
In einem bestimmten Bereich 170
gefragt wird.

GrolRe in cm
o}

180

Statt der Anderung wird haufig 160
der Bestand fokussiert.

Wenn mehrere Graphen oder 150
verschiedene Teilbereiche eines
Graphen miteinander verglichen 140
werden und z. B. nach der
gréReren Anderung gefragt wird.

130

Alter in Jahren
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2A

55 08.04.2024
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Innerhalb welchen
Jahres wachsen die
Jungen am starksten?

Welche Jugendliche
wachsen zwischen dem
10. und 1. Geburtstag
starker, mannliche
oder weibliche?

RPTU
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,Graph als Bild”-Fehler TU Mathematik

P Sekundarstufen

A
Konstruktion & Interpretation 3
m Ein Graph wird nicht als Darstellung E
eines funktionalen Zusammenhangs g
) . O
sondern als Abbild (Foto) der Realitat

interpretiert bzw. konstruiert.

m Tritt haufig auf, wenn die Funktion einen
Zusammenhang zwischen zuruckgeleg-
tem Weg oder Geschwindigkeit und Zeit
darstellt.

m Der Funktionsgraph wird dann oft als
zurluckgelegte Strecke bzw. Strecken-
verlauf interpretiert.

Monk, S. (1992). Students' understanding of a function given by a physical model. In E. Dubinsky & G. Harel (Eds.),

The concept of function. Aspects of epistemology and pedagogy (pp. 175-193). Washington, DC: MAA. RPTlJ
56 08.04.2024  Clement (1985). Misconceptions in graphing. Proceedings of the 9th PME, Noordwijkerhout, The Netherlands
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P Sekundarstufen
Hihe (m) "‘ﬂll (m) Hohe (m)
“;l K
o H S 5
L il LR ®
Esist ein Graph zu | Hﬂ
skizzieren, bei dem - EERE | | 1 il f
. : R i . ‘
der auf der Achter- _ SRR PR AR ‘ ‘ pR—
A0 v 10 40 . L S - ~ |Gefi Strecke b S o, e
bahn gefahrenen _ -
. . Hohe 7 €0 T
Strecke die Héhe N - A0\ g
des Wagens uber — \\
dem Boden WO N »y/\/ |
zugeordnet wird. wi R s
/ £
gefahrené Srecke gefahrene Strecke géfahrene Strecke |

Bei einer Achterbahn folgen nach dem Aufstieg, eine ,Schlucht” (d.h. hier geht es erst steil nach unten

und dann gleich wieder nach oben), ein ,LLooping” und eine ,Spirale abwarts”. Skizziert einen Graphen, in
dem der auf der Achterbahn gefahrenen Strecke die Hohe des Wagens uber dem Boden zugeordnet wird.

Hofmann, R. & Roth, J. (2021). Arbeiten mit Funktionsgraphen - Zur Diagnose von Fehlern und Fehlvorstellungen beim Funktionalen Denken. RPTlJ
57 08.04.2024  mathematica didactica, 44(1). DOI: 10.18716/0js/md/2021.1165
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Conceptimage «— Concept Definition STU & & vt

Thompson, P. W. (1994). Students, Functions, and the Undergraduate Curriculum. In E. Dubinsky, A. H. Schoenfeld, &
J. J. Kaput (Eds.), Research in Collegiate Mathematics Education | (pp. 21-44). Providence, Rl: American Mathematical Society.

ConceptIimage — Concept Definition

Durch Erfahrungen entstandene mentale Bilder Definition des Konstrukts,
die mit dem Konstrukt verbunden werden. die von der Person akzeptiert wurde.

Eine Funktion
ist eine Zuordnung
zwischen einer
Definitionsmenge D
und einer (Ziel-)Menge M,
die jedem Element aus D
genau ein Element
aus M zuordnet.

[
Vorstellungen konventionelle
(] [ [
Definition
Tall, D.O.; Vinner, S. (1981). Concept image and concept definition in mathematics, with special reference to limits and continuity. RPTlJ
58 08.04.2024  Educational Studies in Mathematics 12, 151-169



ConceptImage «— Concept Definition

Conceptimage &

existieren nebeneinander und
sind oft miteinander vereinbar.

sind nicht immer gleichzusetzen und
konnen sich gegenseitig storen.

Graphen, die neu oder ungewohnt erscheinen,

59

passen nicht zu den mentalen Bildern
und somit nicht ins Concept Image.

werden oft nicht als Funktionsgraphen
angesehen, obwohl sie definitionsgemal’
Funktionen darstellen und die Definition
einer Funktion ( )
durchaus verinnerlicht wurde.

08.04.2024
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Videovignetten zur Analyse R Didakiik der

o TU Mathematik
von Unterrichtsprozessen P
Material «~) o
Lernumgebung = ﬂ \AVIAn Video || Diagnoseauftrag

Thema und Ziele

\

{T;

-

Schiilerebene =

Y

[ 4
p
v
\

ﬂo\ﬁviAn

https://vivian.projects.rptu.de @

Schiilerdokumente

Metaebene =

Schiilerprofile

s2]s3

Zeitliche Einordnung

Roth, J. (2020). Theorie-Praxis-Verzahnung durch Lehr-Lern-Labore - Das Landauer Konzept der mathematikdidaktischen
Lehramtsausbildung. In B. Priemer & J. Roth (Hrsg.), Lehr-Lern-Labore - Konzepte und deren Wirksamkeit in der MINT- RPTlJ
60 08.04.2024 Lehrpersonenbildung (S. 59-83). Heidelberg: Springer Spektrum.
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Arbeitsauftrage
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08.04.2024

Links seht ihr den Graphen der Funktion f.
Beantwortet dazu folgende Fragen.

a) Welche der folgenden Punkte liegen auf
dem Graphen?

A(0| —=2), €(9]|4), B(2]|0), D(2,5|1,5)

b) Welchen Funktionswert hat
die Funktion an der Stelle 0?

c) Welchen Funktionswert hat die
Funktion an der Stelle —17

d) Was ist der maximale Funktionswert
im dargestellten Koordinatensystem?

e) Hat die Funktion Uber das dargestellte
Koordinatensystem hinaus noch grol3ere
Funktionswerte? Begrundet eure Antwort.

RPTU



Denken und Arbeiten mit Funktionen

Lernen des Funktionsbegriffs:
Grunderfahrungen vermitteln
und Aktivitaten gestalten

juergen-ro th.de RPTU
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Stufen beim Lernen
des Funktionsbegriffs
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Stufen beim Lernen des Funktionsbegriffs RPTU::: Mathemati

X -

B A
< 180 ; '"
Ei 170

- 1
B2 13 Jahre |

TS
j’“’ 1303_ 8 Jahre
‘; Izogml

‘f_' 110%@

Intuitives Begriffsverstandnis
m Begriff als Phanomen
m Beispiele kennen

Inhaltliches Begriffsverstandnis
m Begriff als Trager von Eigenschaften
m Eigenschaften kennen

Integriertes Begriffsverstandnis
m Begriff als Teil eines Begriffsnetzes

m Beziehungen von Eigenschaften untereinander
und Beziehungen zu anderen Begriffen kennen

Strukturelles (formales) Begriffsverstandnis
m Begriff als Objekt zum operieren
m Begriffe als Objekte die verknlpft werden konnen.

64  08.04.2024 Vollrath, H.-J. (1984). Methodik des Begriffslehrens im MU. Ernst Klett Verlag, S. 215-217
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o0 o0 R idaktik der
Zusammenhang: Alter - Korpergrof3e PTU::: Mathemati

3 méﬁmmf A B 190 |GroRe in cm
e E S W Aiter in Jahren| Grote in cm ERERNS Lo0000000000000
¥ % 2 0 52 170 ..° Grundvorstellung
# 1o g 3 1 72 o o° Zuordnung
;_5 IZO%M 4 2 93 140 ...
* Cilg o 5 3 101 130 o
6 4 111 120 ..°
110
7 5 116 === Grundvorst§llung
8 6 122 90| @ Kovariation
9 T 129 80 :
10 8 135 70
60
11 9 142 0 ®
= i 15 ;‘g Grundvorstellung
13 11 152 o Funktion als Ganzes
14 12 157 i _
15 48 162.5 v Alter in Jahre‘r)%
4 S 0 5 10 15 20 25 30

AN

Roth, J. & Lichti, M. (2021). Funktionales Denken entwickeln und fordern. Mathematik lehren, 226, 2-9.
65 08.04.2024 https://www.geogebra.org/m/vxj3b49w O RPTU



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2021/Roth_Lichti_2021_Funktionales_Denken_entwickeln_und_foerdern.pdf
https://www.geogebra.org/m/vxj3b49w

1. Begriff als Phanomen

R Didaktik der
TU Mathematik
P Sekundarstufen

66

08.04.2024

Das intuitive Verstandnis des Funktionsbegriffs
ist durch folgende Fahigkeiten gekennzeichnet:

Die Schulerinnen und Schtler

m erkennen Zusammenhange zwischen Grofsen
und konnen sie beschreiben

m kennen wichtige Beispiele fur Funktionen

m verbinden Vorstellungen wie Kurve, Schaubild, Pfeil-
diagramm, Tabelle usw. mit dem Funktionsbegriff

m konnen diese Ausdrucksmittel zum
| osen einfacher Probleme einsetzen.

m haben die Eindeutigkeit der Zuordnung
als kennzeichnende Eigenschaft erkannt

RPTU



2. Begriff als Trager von Eigenschaften RPTUn Mathematik

Sekundarstufen

Das inhaltliche Verstandnis des Funktionsbegriffs
ist durch folgende Fahigkeiten gekennzeichnet:

Die Schulerinnen und Schuler
m kennen grundlegende Eigenschaften von Funktionen

m verbinden Vorstellungen Uber die Eigenschaften mit
verschiedenen Darstellungsformen

m konnen Argumente fur die erkannten Eigenschaften
angeben & benutzen dazu geeignete Darstellungen

m konnen entdeckte Eigenschaften
zur Losung von Problemen nutzen

67 08.04.2024 RPTU



3. Begriff als Teil eines Begriffsnetzes
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68
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Das integrierte Verstandnis des Funktionsbegriffs
ist durch folgende Fahigkeiten gekennzeichnet:

Die Schulerinnen und Schtler

kennen Zusammenhange zwischen Eigenschaften

erkennen mogliche charakterisierende
Eigenschaften und konnen daraus Definitionen
bilden

konnen Funktionseigenschaften formal
ausdrucken und in Beweisen verwenden

kennen fur wichtige Funktionstypen unterschiedliche
Definitionen und sind sich deren Aquivalenz bewusst

RPTU
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4. Begriff als Objekt zum Operieren RPTUn Mathematik

Das formale Verstandnis des Funktionsbegriffs
ist durch folgende Fahigkeiten gekennzeichnet:

Die Schulerinnen und Schuler
m kennen wichtige VerknUpfungen von Funktionen

m haben Vorstellungen von den Verknupfungen, die an
verschiedene Darstellungsformen gebunden sind

m kennen grundlegende Eigenschaften dieser
Verknipfungen und konnen sie begrinden

m benutzen beim Operieren mit Funktionen die
gefundenen Verknlpfungseigenschaften

69  08.04.2024 RPTU
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Funktionen mehrerer Veranderlicher P

A‘u.ft::rlur’nnan in m?

Zylindervolumen

VZylinder =G-h=r°m-h

Funktion zweier
Veranderlicher

szlinder(r» = rm -

JJJJJ

JJJJJJ

70 08.04.2024  Roth, J. & Lichti, M. (2021). Funktionales Denken entwickeln und férdern. Mathematik lehren, 226, 2-9.  https://www.geogebra.org/m/pbsqwwijh Q RPTU



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2021/Roth_Lichti_2021_Funktionales_Denken_entwickeln_und_foerdern.pdf
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Ganz a"tagliCh: R TU::: II?/iId’?kI\(ﬁk dg{(
Funktionen mehrerer Veranderlicher P

A‘u.ft::rlur’nnan in m?

Zylindervolumen

VZylinder =G-h=r°m-h

Funktion zweier
Veranderlicher

szlinder(r» = rm -

JJJJJ

JJJJJJ
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Ganz a"tagliCh: R TU::: II?/iId’?kI\(ﬁk dg{(
Funktionen mehrerer Veranderlicher P

A‘u.ft::rlur’nen in m?

Zylindervolumen

VZylinder =G-h=r°m-h

Funktion zweier
Veranderlicher

szlinder(r» = rm -

ddddd
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Funktionen mehrerer Veranderlicher P -

Zylindervolumen

VZylinder =G-h=r°m-h

Funktion zweier
Veranderlicher

szlinder(r: = rm -

Parameterfunktionen /
Funktionenscharen

AQENGEIE
V() = (mh) - 12
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Denken und Arbeiten mit Funktionen

Grunderfahrungen vermitteln
und Aktivitaten gestalten

juergen-roth.de RPTU



Definition:
Lernumgebung

Roth, J. (2022). Digitale Lernumgebungen — Konzepte, Forschungsergeb-
nisse und Unterrichtspraxis. In G. Pinkernell et. al. (Hrsg.). Digitales Lehren
und Lernen von Mathematik in der Schule. Aktuelle Forschungsbefunde im
Uberblick (S. 109-136). Wiesbaden: Springer Spektrum.

R Didaktik der
TU Mathematik
P Sekundarstufen

... regen Lernende zu
Prozessen aktiver
Wissenskonstruktion an

hinreichend
offen, um
differenzierend
zu wirken

durch Leitge-
danken inhalt-
lich aufeinander
bezogen

... organisieren

und regulieren den
Lernprozess Uber ein
Netzwerk von Aufgaben

sinnvoll
strukturiert
bzgl. Inhalt und
intendierten
Lernprozessen

enthalten Auf-
forderungen zur
Dokumentation

(Ergebnisse &
Vorgehensweisen)

... bilden den Rahmen fur
selbststandiges Arbeiten
von Lerngruppen oder
individuell Lernenden

Lernumgebungen @

... Sind von einem unterricht-

lichen Gesamtsetting gerahmt,

in dem die Lernenden durch eine
Lehrperson auf die Arbeit mit der
Lernumgebung vorbereitet, wieder
daraus abgeholt und insbesondere
beim Systematisieren ihrer gewonne-
nen Erkenntnisse unterstutzt werden

... umfassen =
geeignete Medien
und Materialien fur
aktive und vielfaltige
Auseinandersetzung

mit einem Phanomen

... fordern zur
Kommunikation @
und Reflexion uber

das Erarbeitete heraus

... bieten bei
Bedarf individuell
abrufbare Hilfestel-

lungen sowie die Moglich-
keit der Ergebniskontrolle




R Didaktik der

Definition: Digitale Lernumgebung TU| L X Wathemati

Zeit tin min

3

'Wassermenge V(t) in |

Zeit tin min

0.5 . 2 2.5 3

Graph von V'(t) Graph von V(i)

Flachenbilanz = 7.5 anzeigen

Digitale Lernumgebung

m Digitale Lernumgebungen bilden eine
Teilmenge der Lernumgebungen.

m Eine digitale Lernumgebung
konstituiert sich bereits dann,
wenn eine Lernumgebung durch

0 von Lernenden interaktiv nutzbare
digitale Elemente (z. B. Applets),

o0 die einen wesentlichen Beitrag
zur Lernaktivitat leisten,

digital angereichert wurde.

Roth. J. (2022). Digitale Lernumgebungen - Konzepte, Forschungsergebnisse und Unterrichtspraxis. In G. Pinkernell et. al. (Hrsg.). RPTlJ
76 08.04.2024  Digitales Lehren und Lernen von Mathematik in der Schule. Aktuelle Forschungsbefunde im Uberblick (S. 109-136). Wiesbaden: Springer Spektrum.



Darstellungsformen
wechselseitig interpretieren

R
-
P

77

Didaktik der
Mathematik

Sekundarstufen

o, B 'Fillhdhe in cm
10
9
8
7
_______________ T e T TR
5
4
| 3
2
| :
I _________________ Fillmenge in mI>
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
_E:eite L i ' . Punkt im Koordinatensystem D Startfullnohe
Fillmenge = 120 M AT Spur Punkt [ Ein ][ Aus |
— I /) Graph Spur Graph [ Ein ][ Aus ]

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
1"
12
13
14
15
16
17
18

A B C D
Fillmenge [ml]| Fallhohe [cm] | Fullhohe [cm] Fullhohe [cm]
0 0 0 0

20
40
60
80
100
120
140
160
180
200

4

1.02 1.59
2.04 3.18
3.06 4.77
4.07 6.37
5.09 7.96
6.11 9.55
7.13
8.15
9.17
10.19

2.83
5.66
8.49

Lichti, Roth (2021). Der Einstieg in Funktionales Denken - Darstellungsform und passendes Medium. Mathematik lehren, 226, 10-14.

08.04.2024  https://www.geogebra.org/m/rqgzqrm4 @
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https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2021/Lichti_Roth_2021_Einstieg_in_Funktionen.pdf
https://www.geogebra.org/m/rqgzqrm4

Digitale Lernumgebungen R Didakiik der

TU Mathematik

Mathematik-Labor ,Mathe ist mehr” P

Around the world

Funktionale Zusammenhdange der

USA - ein Land der
unbegrenzten
Madglichkeiten?

integrairecnnung

Aktivurlaub

Funktionale Zusammenhdange

Sek |

Ansehen Ansehen Ansehen

Freizeitpark Wort des Jahres
DCIS Bqumhqus_PrOjekt Differentialrechnung Integralrechnung
Funktionale Zusammenhdange
Mathematik-Labor
Ansehen Ansehen Ansehen

"Mathe ist mehr"
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Kartenhaus: R Didaktik der

TU Mathematik

Anzahl Stockwerke — Anzahl Balken P

Digel, S. & Roth, J. (2021). Funktionales Denken durch qualitative Experimente fordern?!
In K. Hein, C. Heil, S. Ruwisch & S. Prediger (Hrsg.). Beitrage zum Mathematikunterricht 2021 (S. 47-50). Miinster: WTM Verlag.

TAnzah! der Balken -,
150
100
| | +21
50 é : .
0 |
© ' |
e C | Anzahl der Stockwerke.
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
+ 3 i . =
Stockwerke=l6 Trendlinie Anderungsrate g
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https://www.mathe-labor.de/stationen/baumhaus-2020/a/teil2/
https://www.geogebra.org/m/m6pmwsuc

Wirfelgebaude: Wiirfelzahl an einer

Kante - Gesamtzahl benotigter Wirfel

R
-
P

Didaktik der
Mathematik

Sekundarstufen

TGesamtzahl Wiirfel

- 140
| Warfel 1 130
| Wirfel 2 120 Punkte
| Wirfel 3 :;g
| Warfel 4 o0
[ ] Warfel 5 80
4, 64
‘alles neu o ool
60 !
50 |
V| Graphik i :
30| ________ S?_”. 27?
20 1 1
Drchon o e
m m ¢ s ')' Wiirfelanzahl Kante,
0o 1 2 3 4 5 6 7T:
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Wirfelgebaude: Wiirfelzahl an einer R Tun Didseic der
Kante - Gesamtzahl benotigter Wurfel P

Sekundarstufen

=
=

b
<
(1
AL
i
L

'3

i

ﬂh\

-
I
= |
{
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Spitzen: R :: Didaktik der
° ° ° oo Tl, Mathematik
Spitzbewegungen — Bleistiftlange P

20[Lange des Bleistifts in cm

(AR Spitzen: Spitzbewegungen: 120
18| lallesneu|  aktuelle Ldnge:8 cm

Graph [ Spitzer 2

__Anzahl der Spitzbewegungen
30 60 90 120 150 180 210 240
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Didaktik der

Kerze: Brenndauer — Lange Mathematik

Sekundarstufen

https://vcm.uni-kl.de/Panopto/Pages/Viewer.aspx?id=40da6cdb-fa5e-42e1-9a07-ae0a00de8077 (Zeitraffer)
https://vcm.uni-kl.de/Panopto/Pages/Viewer.aspx?id=9b04b701-a3dc-4ce0-a984-ae0a00dd6449 (Originallange)

STore

08.04.2024  https://www.geogebra.org/m/we6bftunf#chapter/542845 O https://www.geogebra.org/m/fyvuvfst O RPTU
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https://vcm.uni-kl.de/Panopto/Pages/Viewer.aspx?id=9b04b701-a3dc-4ce0-a984-ae0a00dd6449
https://www.geogebra.org/m/we6ftunf#chapter/542845
https://www.geogebra.org/m/fyvuvfst

R Didaktik der

Gefald: Fullmenge — Fullhohe TU Mathematik

P Sekundarstufen

Digel, S. & Roth, J. (2021). Funktionales Denken durch qualitative Experimente fordern?! In K. Hein, C. Heil,
S. Ruwisch & S. Prediger (Hrsg.). Beitrage zum Mathematikunterricht 2021 (S. 47-50). Minster: WTM Verlag.

.. . THohe in cm
Fullmenge in ml: 260

Fillmenge in ml -
50 100 150 200 250 300 i

GefaR leeren ]
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https://www.mathe-labor.de/stationen/baumhaus-2020/a/teil3/

Gefafd: Fullmenge — Fiullhohe

Didaktik der
Mathematik

Sekundarstufen

ofh

N~ OO
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R Didaktik der

Springender Ball TU Mathematik

P Sekundarstufen

Héhe in cm
90--

-
80
707
60
50
40
0%

20 ==

10 ===

: : : : : : : : Zuriickgelegter Weg in cm

1 I 1
v v v
0 0 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110

Engelhardt, A. & Ossadnik, H. (2021). Videoanalyse zur Modellierung von Bewegungen. Mathematik lehren 226, 36-39 ﬁ:i
86 08.04.2024 https://roth.tel/video/springender_ball.mp4];;[ https://www.mathe-labor.de/stationen/atw-2020/a/teil3/ @ RPTU
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https://www.mathe-labor.de/stationen/atw-2020/a/teil3/
https://roth.tel/video/springender_ball.mp4
https://roth.tel/funktionen/Engelhardt_Ossadnik_2021_Videoanalyse_zur_Modellierung_von_Bewegungen.pdf

R Didaktik der

Funktionsgraphen laufen TU Mathematik

P Sekundarstufen

Barzel (2009): Mathematik mit allen Sinnen erfahren - auch in der Sekundarstufe! In: Leuders et al. (Hrsg.). Mathemagische Momente. Berlin: Cornelsen, S. 6-17

Logger Lite - Unbenannt*

Datei Bearbeiten Versuch Daten Analysieren Einfiigen Optionen Seite  Hilfe

- O

.

A & i

2% @ I

edsd

Aktuell
Zeit Position v
(s) (m) (m/s)
| 0,05 1177 0.364[[
2 | 0.10 1,101 0,445
3 | 0.15 1,224 0,464
4 0,20 1,244 0,398
5 0,25 1,253 0,536
6 | 0.30 1,288 0.810|4
| 0.35 1,348 0.829
8 | 0,40 1,387 0,552
9 | 0.45 1,303 0,431
10 | 0.50 1,420 0,488
H 11 | 0,55 1,446 0,501
12 | 0,60 1,472 0,405
13 | 0.65 1,494 0515
14 0.70 1,523 0,524
15 | 0,75 1,544 0,532
16 | 0.80 1,585 0,374
A7 | 0.85 1,595 -0.011
18 | 0,90 1,570 -0,163
19 | 0,95 1,567 -0,008)
20 | 1.00 1,569 -0.136)
21 | 1,05 1,551 -0,102
22 | 1.10 1,551 0,055

L] |

Posuition
1,375 m

Positian {m)

1.7

1.5

1.34

1.1

Zeit (3)
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https://tim-lutz.de/funktionenlaufen/

Umrechnungstabelle: Britische Pfund < Euro R

Pfund Euro |Pfund Euro Euro Pfund Euro Pfund
1 1,17 21 24 .61 1 0,85 21 17,92
2 2,34 22 25,78 2 1,71 22 18,77
3 3,52 24 28,12 3 2,56 24 20,48
4 4,69 26 30,47 4 3,41 26 22,19
5 5,86 28 32,81 5 4,27 28 23,89
6 7,03 30 35,15 6 512 30 35,15
7 8,20 35 41,01 7 5,97 35 29,87
8 9,37 40 46,87 8 6,83 40 34,14
9 10,55 45 52,73 9 7,68 45 38,40

10 11,72 50 58,59 10 8,53 50 42,67
11 12,89 55 64,45 11 9,39 55 46,94
12 14,06 60 70,31 12 10,24 60 51,20
13 15,23 70 82,03 13 11,09 70 59,74
14 16,41 80 93,74 14 11,95 80 68,27
15 17,58 90 105,46 15 12,80 90 76,80
16 18,75 100 117,18 16 13,65 100 85,34
17 19,92 150 175,77 17 14,51 150 128,01
18 21,09 200 234,36 18 15,36 200 170,68
19 22,26 250 292,95 19 16,21 250 213,35
20 23,44 300 351,54 20 17,07 300 256,10
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Didaktik der
Mathematik

Sekundarstufen
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Sekundarstufen

R idaktik der
Welche Sportart? STU n Mathemati

—

Aufgabe
Welche Sportart passt am
besten zu dem Graphen?

Geschwindigkeit

m Angeln

Stabhochsprung
100-m-Lauf
Fallschirmspringen
Golf

Speerwerfen

Hochsprung
Turmspringen
Drag Racing @

Wasserski

89  08.04.2024 Herget, Jahnke, Kroll (2001). Produktive Aufgaben fiir den MU in der Sek. I. Berlin: Cornelsen RPTU


https://de.wikipedia.org/wiki/Beschleunigungsrennen

R Didaktik der

Badewannengeschichte TU| L Y Mathematik

Aufgabe

m Denkt euch eine Geschichte
aus, die gut zum abgebildeten

Funktionsgraph passt. voll i
V Vv

m Begrindet, warum eure
Geschichte zum Graph passt.

(O

O

leer

Zeit

RPTU

90  08.04.2024 Herget, Jahnke, Kroll (2001). Produktive Aufgaben fiir den MU in der Sek. I. Berlin: Cornelsen



Didaktik der

: : R
Zwel Herren In der Badewanne (Loriot 1978) STV n Mathematik

Sekundarstufen

91 08.04.2024 https://de—de.facebook.com/AIIes-was—von—Herzen—kommt—214441638735677/videos/—Ioriot—die—badewanne—danke—Iiebe—gerti—/521220291391142/@ RPTU


https://de-de.facebook.com/Alles-was-von-Herzen-kommt-214441638735677/videos/-loriot-die-badewanne-danke-liebe-gerti-/521220291391142/

Graphing Stories

Graph zur Geschichte skizzieren

92

Graphing Stories

@ Fifteen seconds at a time

Graphs: Show all ~  Subject: Show all ~ License:CC-BY

How this works:
1 Pass out this handout
to your students

2 Play any of these videos

Have them graph the
story

bum height off ground | %\
P A

Bum Height off Ground
Carey Lehner

decreasing, carnival, slide

08.04.2024  https://www.geogebra.org/m/svb5b8ug Q

Mariah Thompson

lingar, increasing, clock

-

disrance from bench
ermeth] lawier

Distance from Bench
Kenneth Lawler

increasing, decreasing, penodic. sports. weights

\ 'ﬁé l i \
height of waist off ground
adam poetel -

< ARy

Height of Waist Off Ground
Adam Poeizel

linear, piecewise, increasing, decreasing, constant,

playground, slide

Air Pressure
Paul Reimer

increasing, constant, linear, sports, ball

https://graphingstories.com @

Didaktik der
Mathematik

Sekundarstufen

RPTU


https://graphingstories.com/
https://www.geogebra.org/m/svb5b8ug

R Didaktik der
Geradensalat PTU n Mathematik

Sekundarstufen

R 10

Wie lauten die zugehorigen
Funktionsgleichungen?

-2 0 /9/7 \ 6 8 10
P
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https://www.geogebra.org/m/mxypPV9h

R Didaktik der

Punkteintopf TU| L Y Mothemati
P _
8
7 X X
6 X X
b
% Versuche alle Punkte
ax X mit so wenig Geraden
wie moglich treffen.

3 X X X X
2
1
0 1 2 3 4 b b 7 8 9 10 1
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https://www.geogebra.org/m/aB72hJgV

Mit Graphen Bilder malen

R Didaktik der
TU Mathematik
P Sekundarstufen

N

20"

-15]

95  08.04.2024 https://www.geogebra.org/m/JGdMUD9b ¢ ¥

Versuche das Gespenst
nachzuzeichnen, indem
du Funktionsterme in die
Eingabezeile schreibst.

RPTU


https://www.geogebra.org/m/JGdMUD9b

Mit Graphen Bilder malen

R Didaktik der
TU| | Mathematik

/N

1-

96
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Versuche die Blute
nachzuzeichnen, indem
du Funktionsterme in die
Eingabezeile schreibst.

RPTU


https://www.geogebra.org/m/syxurk8f

° oo R idaktik der
Koordinatenachsen erganzen P-run Mathemati

Sekundarstufen

Erganze ein Koordinatensystem so, dass
die gezeigte Gerade der Funktionsgraph

der Funktion f(x) = %x + 1 ist.

97  08.04.2024 RPTU



° oo R idaktik der
Koordinatenachsen erganzen P-ru:: Mathemati

Sekundarstufen

Erganze ein Koordinatensystem so, dass
die gezeigte Gerade der Funktionsgraph

der Funktion f(x) = %x + 1 ist.

98  08.04.2024 RPTU



Sekundarstufen

° oo R idaktik der
Koordinatenachsen erganzen P-run Mathemati

Erganze ein Koordinatensystem so, dass
die gezeigte Gerade der Funktionsgraph

der Funktion f(x) = %x + 1 ist.

/
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° oo R idaktik der
Koordinatenachsen erganzen P-run Mathemati

Sekundarstufen

Erganze ein Koordinatensystem so, dass
die gezeigte Gerade der Funktionsgraph

der Funktion f(x) = %x + 1 ist.

100  08.04.2024 RPTU



Sekundarstufen

° oo R idaktik der
Koordinatenachsen erganzen P-run Mathemati

Erganze ein Koordinatensystem so, dass
die gezeigte Gerade der Funktionsgraph

der Funktion f(x) = %x + 1 ist.

vy
L %
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Sekundarstufen

° oo R idaktik der
Koordinatenachsen erganzen P-run Mathemati

Erganze ein Koordinatensystem so, dass
die gezeigte Gerade der Funktionsgraph

der Funktion f(x) = %x + 1 ist.

102 08.04.2024 RPTU



Sekundarstufen

° oo R idaktik der
Koordinatenachsen erganzen P-run Mathemati

Erganze ein Koordinatensystem so, dass
die gezeigte Gerade der Funktionsgraph

der Funktion f(x) = %x + 1 ist.

103 08.04.2024 RPTU



R Didaktik der

Koordinatenachsen erganzen TU Mathematik

P Sekundarstufen

Erganze ein Koordinatensystem so, dass
die gezeigte Gerade der Funktionsgraph

der Funktion f(x) = %x + 1 ist.

O-"; — \0\\:'\ 60
6‘0 ?TIO /1 d||15|/||”| |I'.'.l \ 0 Qﬁ
0 g o W
/ rl‘J 90 ! [ \\

ff,r |'I ~3 Illl
/ J'ﬁ
um

[ | -4
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R Didaktik der

Koordinatenachsen erganzen TU Mathematik

P Sekundarstufen

Erganze ein Koordinatensystem so, dass
die gezeigte Gerade der Funktionsgraph

. 2 .
der Funktion f(x) = 3 X + 1 ist. 4
||||| [ I|||||||||II |||| ||||II|||||| II||||||||II |||| |||II||||||P'”I || |||||II||||| IIII||||||II |||| | | |||| |||||||||||| |
_Z 6 = 4 3 2 0 2 —_3 4. = 5
= ~ = _7
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\7 -~ ,"0 .x_‘: p—
\ :-— - E_z
= %!0},%3 —
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%0 )
7‘?/},{/:
0 ffr;
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& 774 10
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R Didaktik der

Koordinatenachsen erganzen TU Mathematik

P Sekundarstufen

Erganze ein Koordinatensystem so, dass
die gezeigte Gerade der Funktionsgraph

der Funktion

RO
14y

iy

"}0 70’0 i ”’I/H(I;HH“”

/ /;; / 8
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Sekundarstufen

o R idaktik der
Goldpreis STU n Mathemati

Guldprers und Bllanzsumme der Nutenhanken laufen parallel

| Gu1dpre:s :
1750 T IR ____Dollar je Feinunze 30
| ilanzsumme der Notenbanken linke Skala -
1500 | in Prozent des BIP (rechte Skala) : : | 2 a) ldn welchem \.Jahr betrug
| e E7R ol 5= er Goldpreis 750 Dollar
_ = Bank of England | je Feinunze?
1250 Federal Reserve y. 20

" 15 b) Wie viele Jahre brauchte

: Gold ungefahr, um von
750 10 500 Dollar je Feinunze
' auf den dreifachen Wert
200 7 5 zu steigen?
250 ; . 0
e
Quelle: Barclays F.A.Z.-Grafik Kaiser

https://www.stiftungrechnen.de/wp-content/uploads/2021/03/13-05-29_Ergebnisbericht-Studie-Buergerkompetenz-Rechnen.pdf — Seite 20 @
107 08.04.2024 https://www.faz.net/aktuell/finanzen/devisen-rohstoffe/edelmetalle-goldpreis-in-der-finanzkrise-verdoppelt-12001908.html @ RPTU
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Dynagraph und Funktionsgraph
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o

. T
1
]
- y
V] Zuordnungspfeil [ Funktion
X=29 Schrittweite = 0.1 y-Achse
® ] —)
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BNE: Das grof3e Sterben

Artensterben: Mit dem Begriff ,Artensterben”
bezeichnet man das Aussterben ganzer Arten von
Lebewesen. Der Naturschutzverbund WWF sieht
die aktuelle Entwicklung auf unserem Planeten als
das grof3te Artensterben seit dem Ende der Dino-
saurierzeit vor 65 Mio. Jahren. Geschatzt leben
derzeit ca. 8,7 Mio. Arten auf der Erde, davon 6,5
Mio. an Land. Jedes Jahr werden Tausende neue
Arten entdeckt - zeitgleich sterben zwischen

10 OO0 und 60 000 Arten fur immer aus. Obwohl

bisher nur knapp 10 % aller Arten bekannt sind,
verlieren wir einen Grol3teil davon bereits wieder
rapide. Allein durch die Abholzung des tropischen
Regenwaldes sterben taglich etwa 100 Arten aus.
Das Diagramm stellt die Anzahl der Saugetierarten
fur den Zeitraum von 1500 bis 2010 dar.

https://fr-vlg.de/wwfartensterben e https://fr-vlg.de/artenaufdererde o
https://fr-vlg.de/abenteuerregenwald

Staude, J. (2017): Artensterben in Variablen gepresst. In: Hoffmann, R. u. a.
(Hrsg.): Movum - Briefe zur Transformation. Biodiversitat 4, S. 7.

Ceballos, G. u. a. (2015): Accelerated modern human-induced species losses:
Entering the sixth mass extinction. Science Advances 1 (5).

R Didaktik der

ry| PO Didaktk der
P _
c5oo | Anzahl der Sdugetierarten
5500
5480
5460 Mlﬂthewelt T
5440 /ﬁ/
5420 Sl 'l
5400 (8 K
5380
Nachhaltig
5360 gfufdleuny,é '
i o Zeit [Jahre]
5340
1500 1600 1700 1800 1900 2000

Aufgabe 1: Formuliere Fragen, die du mithilfe des

Diagramms beantworten konntest.

RPTU
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550 | Anzahl der Saugetierarten
Das Aussterben von Arten ist evolutionsbiologisch

ein normaler Bestandteil des Lebens auf der Erde.
>480 Manche Arten verschwinden oder entwickeln sich
5460 durch Anpassung an die Umwelt zu neuen Arten
5440 weiter (s. Reichholf 2000). Diesen naturlichen
Prozess nennt man auch ,Hintergrundaussterben”.
Schatzungen zufolge sterben 2 von 10.000
Saugetierarten in einem Zeitraum von 100 Jahren
naturlich aus (s. Ceballos u. a. 2015).

5500

5420
5400
5380
5360 _
Zeit [Jahre
8340 +—mMmMmMm —— —————————————————

1500 1600 1700 1800 1900 2000

Aufgabe 3: Stelle einen Funktionsterm auf,
der dieses Hintergrundaussterben ab dem
Jahr 1500 beschreibt. Zeichne den zugehori-
gen Graphen in das Diagramm ein. Verglei-
che das Hintergrundaussterben mit dem
tatsachlichen Ruckgang der Saugetierarten.

Aufgabe 2: Stelle Funktionsterme auf, die die
Entwicklung der Anzahl der Saugetierarten in
Abhangigkeit von der Zeit in folgenden den
Intervallen jeweils passend beschreiben:

m 1500-1800 = 1800-1900 = 1900-2010

110 08.04.2024 Pargent, A. & Ulm, V. (2023). Nachhaltig fiir die Umwelt. MatheWelt, 237, 13-14 RPTU
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5520 * Anzahl der Saugetierarten

5500

5480
5460
5440
5420
5400
5380

5360 _
Zeit [Jahre]

5340
1500 1600 1700 1800 1900 2000

Von einem Massenaussterben spricht man in
der Palaontologie, wenn in einem geologisch

kurzen Zeitraum (das bedeutet hier: weniger als
2 Millionen Jahre) 75 % der Arten aussterben.

R Didaktik der
TU Mathematik
P Sekundarstufen
Aufgabe 4:

Berechne den hypothetischen Zeitpunkt, zu
dem 75 % der Saugetierarten aus dem Jahr
1500 ausgestorben sein werden, wenn das
Artensterben weiter voranschreitet.

Aufgabe 5:
Recherchiere und diskutiere Griinde fur das
Artensterben.

Aufgabe 6:
Was konnen wir tun, um dem Artensterben
entgegenzuwirken? Erlautere Maldnahmen.

11 08.04.2024 Pargent, A. & Ulm, V. (2023). Nachhaltig fiir die Umwelt. MatheWelt, 237, 13-14 RPTU
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Zum Weiterdenken
Recherchiere weitere Daten

Aufgabe 8: Das Artensterben der Saugetiere
nahm in den letzten drei Jahrhunderten zu (in

zum Thema ,Artensterben” einem Jahrhundert starben mehr Arten aus als im
(Verlust an Pflanzenarten vorherigen Jahrhundert). Beziehe diese Erkenntnis
oder an anderen Lebewesen). in deine Berechnungen ein, indem du annimmst,

In welchem Umfang sind diese Gruppen dass kunftig in jedem Jahrhundert ca. finfmal so
vom Artensterben betroffen? viele Arten aussterben wie im Jahrhundert davor.
Zu welchem Zeitpunkt waren dann 75 % der Sauge-
tierarten ausgestorben, die 1500 noch existierten?

Tipp: Auf der Internetseite der Welt-
naturschutzunion (IUCN) findest du eine
aktuelle Version der Roten Liste der
bedrohten Tier- und Pflanzenarten.
(https://www.iucnredlist.org/search)

Aufgabe 9: ,Mir doch egal, wenn so ein paar
Mause und Insekten sterben! Die nerven eh nur...",
wirft Kim ein. Erlautere Konsequenzen des
Artensterbens flir den Menschen.

Aufgabe 7: Wie ist die Situation bei uns?
Recherchiere Daten zum Artensterben in
Deutschland.

12 08.04.2024 Pargent, A. & Ulm, V. (2023). Nachhaltig fir die Umwelt. MatheWelt, 237,13-14
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Beispiele: Wann werden alle Saugetiere auf dem Planeten ausgestorben sein, wenn man annimmt,
dass das Artensterben in der aktuellen Geschwindigkeit weitergeht? Wie veranderte sich das
Artensterben in den letzten Jahrhunderten?

Es bezeichne y die Anzahl der Saugetierarten und x die Anzahl der Jahre, die seit Christi Geburt
vergangen sind. Es werden fir die drei Zeitraume Geradengleichungen der Form

y = mx + t aufgestellt.

Auf dem Graphen liegen die Punkte (1500; 5494), (1800; 5488), (1900; 5471), (2010; 5402).

5488 - 5494

m = 22222 = —0,02; 5488 = —0,02 - 1800 + ¢ = t = 5524; y = —0,02x + 5524
m =20 = —0,17; 5471 = =0,17 - 1900 + t = t = 5794;y = —0,17x + 5794
5402 - 5471

m=—_"—"= —0,63; 5402 = -0,63-2010+t =t = 6668;y = —0,63x + 6668

13 08.04.2024 Pargent, A. & UIm, V. (2023). Nachhaltig fir die Umwelt. MatheWelt, 237,13-14
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2 von 10 000 Saugetierarten in einem Zeitraum von 100 Jahren bedeutet ca. 1 Art von 5494 in einem

Zeitraum von 100 Jahren und damit ca. 5 Arten von allen Arten im Zeitraum von 1500 bis 2010.

m =228 = —0,01; 5494 = —0,01- 1500 + ¢ = t = 5509; y = —0,01x + 5509

Die reale Entwicklung der letzten 500 Jahre verlauft viel schneller als das Hintergrundaussterben
(https://fr-vig.de/pflwis).

Wir nehmen an, das Artensterben gehe im Tempo wie zwischen 1900 und 2010 weiter, und nutzen
die Gleichung aus 10,25 - 5494 = —0,63x + 6668; x = 22210008 _ ga04

~0,63
Etwa 75 % der Saugetierarten waren im Jahr 8400 ausgestorben.

Artensterben ist auch ein naturlicher Prozess, der ohne Zutun des Menschen ablauft. Jedoch

beeinflusst der Mensch die Aussterberate erheblich, etwa durch:
Landnutzungsveranderung: Umwandlung in Bauland oder industrielle Agrarraume (Monokulturen,
Zerschneiden von Lebensraumen, Lichtverschmutzung ...)
globale Erwarmung: Die Erde erwarmt sich schneller, als sich Arten anpassen (evolutiondare Anpassung,
Ausweichen).

Herbizide und Insektizide: schaden vielen Pflanzen und Tieren

N4 08.04.2024 Pargent, A. & UIm, V. (2023). Nachhaltig fir die Umwelt. MatheWelt, 237,13-14
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f(x) =2 + (4.5 )

C

f(x) =x*+c

14 12 10 -8 -6 -4

7 08.04.2024 https://juergen—roth.de/dynama/AKGeoGebra/parabel/@ RPTU
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Parameter und Funktionsgraph: (x — b)?

R Didaktik der
TU Mathematik
P Sekundarstufen
f(x) = (x- b)* T
f(x) = (x- (3.5))? :
* \
b \
I‘l
14 12 10 -8 6 -4 8
-2
N8  08.04.2024 https://juergen—roth.de/dynama/AKGeoGebra/parabel/@
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( X J [ X ] R
Prasenzubung PTU:::
L] 'l I |
f3} fa 0 i
1 \ ]
l‘ " ; IT
111 1\ ' l
\ Y !
4 /" 1
' ; \ I
\‘ “' \ l-
E 3; .I'
\‘h-.” !
!
14 12 -10 -8 i 8
I
!
1
f(x) =(x-b)*+c i
5 /
fx)=(x-(0 ))y+(0 ) '
b o
C o]

19
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f(x) =a x®
f(x) = 0.5 ¥
a
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(XJ (X R Didaktik der
PrasenZUbung PTU ::: Mathematik

R

8 10 12 14 16 18 20

b=0 0

C=
@ o

f(x)=a-(x—b)’+c

f(x) =1-(z —(0))"+ (0) Ity Wity Wity Wi,
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Q

R - R,
xe f(x)=a-x*+b-x+c

a=0.8 b=0 c=0
' D y-Achsenabschnitt

| ®
a-x2+b-x+c

Farbe von Punkt S Spur von Punkt S

f(x)

122 08.04.2024 https://www.geogebra.org/m/v6xpuvew@ RPTU
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o R idaktik der
Zusammenhang zwischen Darstellungen P-ru:: Mathematik

b b
x - ax? + bx + ¢ f(x)=ax*+bx+c =a-<x2+ax>+c =a-<x2+xa>+c
xea-(x—x9)%+y,
b b
=a-|x*+2x—)|+c =a-|x¥*+2x— |+
2a 2a
1. Binomische Formel b b \2 b \2
R o=y (=
(Plusformel) =a-|x*+2x g + (Za) (2a> +c
a® + 2ab + b? = (a + b)?
- 2o b (D ’ L
- e xZa 2a ¢ 22q?
= + b 2 + b* =) b b*
R 2a ¢ 4a 2a ¢ 4a
-’ —" . .
= —x, =y, S ist der Scheitel der Parabel.
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0

=51 Neu

f®)=a-(b - (x+)°+d
=2 (1- (2 + (0))*+ (0)

Punktspur
Punkte v, 'an| |aus|
Punktfarbe Parameter
a =
R d
b =1
Q
c=0
Qo
d=0
)]

2
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Auswirkung von Parametern

auf Funktionsgraphen allgemein
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Neu : | >
gx)=a-f(b-(x+c))+d
N
N =2 f(1-(x+(0)))+ (0)
)
N / Punktfarbe Parameter
a=2
MY PR . | rot )
b =1
| blau ®
c=0
__grin ®
g f0={1/8x+1/2x-1/2x-3/2 0
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° ° ° R Didaktik der
Sinusfunktion mit Parametern PTlJ::: Mathematk

f(x)=a-sin(b-(x+c)+d=1-sin(2.5-(x+ (0-7))) + (0) sin(x)
a=1 b=25 c=0 d=0 V] cos(x) -
o o . .
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Auswirkung von Parametern auf den Funk- R Tun Didakek der
tionsgraphen der quadratischen Funktion P

flx) = x*

g(x : (b - (x + c))_2 + al+

) =a
%W S

/

Strecken in y-Richtung fur [a] > 1 Strecken in x-Richtung fur 0 < |b| < 1
Stauchen in y-Richtung fur 0 < |a| < 1 Stauchen in x-Richtung fur |b| > 1
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Auswirkung von Parametern R n Didaktik der
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auf Funktionsgraphen allgemein P
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g(x)=a-f(b-(x+c))+d

-\ W\~ —

/

Strecken in y-Richtung fur [a] > 1 Strecken in x-Richtung fur 0 < |b| < 1
Stauchen in y-Richtung fur 0 < |a| < 1 Stauchen in x-Richtung fur |b| > 1

128  08.04.2024 Roth, J. & Lichti, M. (2021). Funktionales Denken entwickeln und férdern. Mathematik lehren, 226, 2-9.  https://www.geogebra.org/m/tjmr8uwz O RPTU
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Passende Sprechweisen Didakiik der

Mathematik

und Handbewegungen
Parameter Parameter

b a
Streckung Streckung
(O0<|[bl<1) . (lal > 1)
bzw. bzw.

Stauchung Ty Stauchung
(Ib| > 1) oy g : : o (o< ]al <D
x-Richtung ' i " , . y-Richtung

Wi 'I\I w" D f i N J 3
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Prasenzaufgabe:

R Didaktik der
o TU Mathematik
Parameter und Funktionsgraphen P n

130 08.04.2024 https://www.geogebra.org/m/nquzuyeQ

Esqgilt: a € R* und b,c,d €R
fiR-> R*, x a*
g:R->RY, x> b-a*
h:R - RY, x > a**o

k:R - Rt x » q%%

m Wie wirkt sich eine Veranderung der

Parameter a, b, c und d auf die Graphen
der jeweiligen Funktionen aus?

m Vergleichen Sie die Graphen der vier

Funktionen fur verschiedene Werte von
b,c und d. Gibt es Werte, so dass jeweils
zwei Funktionsgraphen ubereinstimmen?

RPTU
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Prasenzaufgabe: R Tun Didscic der
Parameter und Funktionsgraphen P

z
Es gilt:
a € R"undb,c,d €R
f:R-> RY x - a*
—11 -10 -9 -8 -7 —6 -5 —4 -3 —2 —1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 + X
N gR->R", x> b-a
-2
h:R - RY, x —» q*x+o)
-3
- k:R - R, x — a%*
a=2 b=2 == =]
J—o— Vi—e- I —@ k@

f(x) =a® g(x)=b-a® h(x)=a""" k(a;'): a®®
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ol ] R
5 5
4 Die abgebildeten Graphen
' gehoren zu Funktionen
3. folgenden Typs:
1 b-x+c
--------------------- 2ot iR S Rx o @ (E) +d
1 /—
. A v X Bestimmen Sie jeweils die ! X
4 13 10t 12 s 4 Parameter a, b, c und d. 4 13 1 12 3 4
1 1
2 2
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Umkehrfunktion?!
i z
: - f@)=a% (0<az<?20)
| ..
""""""""""""""""" 6 AR " f(x) =[Wenn(0 = x < 20, |
,l )

1
I
1
I
I
I
I
I
1
5 4 -3 2 I 4 5 : :
- ? |:| x-Wert |:| y-Wert
# I
11 ,
I
I
I
I
27 ! Funktionstest
f’ I
# I
f’ I
# _73 4 I .
’ ! Umkehrbarkeitstest

I’ 1
I
44 ,
I” _5 T :

# I rAa

7 1 [
# I
J' 1

Roth, J. (2017). Zum y-Wert den x-Wert fin
134  08.04.2024 https://www.geogebra.org/m/zDX4NKR2

dfn - Trigonometrische Funktionen umkehren. Mathematik lehren 204, 33-35

Schritte zur Bestimmung
der Funktionsgleichung der
Umkehrfunktion f~1, wenn
die Funktion f umkehrbar ist.

Beispiel: f(x) = x? mitx > 0.

1. Schritt: Funktionsgleichung
nach x auflosen

y=x2y

x20
VY = x| E x
X =y
2. Schritt: x und y vertauschen
y = x

RPTU
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Umkehrfunktionen
trigonometrischer Funktionen
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™

0

X ®

®

COs

®

tan

lom —3m/2 _ m 31/ 2 2
-1 1 .
Funktionstest
2 - ) :
Umkehrbarkeitstest
-3 1 : .
Winkelhalbierende (I, II)
35 08.04.2024 Roth, J. (2017). Zum y-Wert den x-Wert finden - Trigonometrische Funktionen umkehren. Mathematik lehren, 204, S. 33-35. RPTlJ
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