thematik mit Technologie an ©rundvor-
stellungen orientiert nachhaltig unterrichten

Modul 3:
Vektoren und Matrizen

Didaktik der
Mathematik

Sekundarstufen
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Lehrplanalternativen RLP

R Didaktik der
TU Mathematik
P Sekundarstufen

Grundkurs
(ca. 44 Stunden)

Lineare Algebra
und Analytische
Geometrie

|
wahlweise

A2: Geraden
und Ebenen
im Raum

Al: Matrizen In
praktischer

Anwendung

y

https://lehrplaene.bildung-rp.de @

Leistungskurs
(ca. 75 Stunden)

Lineare Algebra
und Analytische
Geometrie

|
wahlweise

A2: Geraden
und Ebenen
Im Raum

Al: Vektoren
und Matrizen

S

4 30.08.2024 MBWWK (2014). Lehrplan Mathematik Grund- und Leistungsfach in der Gymnasialen Oberstufe (Mainzer Studienstufe). Juli 2014 RPTU
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Lehrplanalternativen RLP: Grundkurs RPTU nﬂ‘a’?ﬁé‘ﬁﬁﬁ

(Ca, 44 Stunden) Sekundarstufen

Wahlpflichtgebiet A1: Wahlpflichtgebiet A2:
Matrizen in praktischen Anwendungen Geraden und Ebenen im Raum
m Zu einer Problemstellung ein lineares Gleichungssystem aufstellen In allen Wahl-
m Lineare Gleichungssysteme l6sen pflichtgebieten
m Vektoren addieren und mit reellen Zahlen multiplizieren enthalten!
m |In Sachzusammenhangen folgende Operationen = Begriff “Linearkombination” kennen & anwenden
ausfuhren: YESEET
Prod k;c : Matrix mit ei Vekt m Gegenseitige Lage von Geraden & Ebenen bestimmen
0 rrodd emer d I‘IX. mi elnem extor m Lage gegebener Geraden & Ebenen durch Zeichnen in
0 Produkt zweler Matrizen, Matrizenpotenzen ein Koordinatensystem veranschaulichen
0 Inverse Matrix m Skalarprodukt zweier Vektoren bestimmen und in
m Komplexere Aufgaben aus mindestens zwei geometrischen Fragestellungen anwenden
Anwendungsfeldern von Matrizen bearbeiten m Allg. Normalengleichung der Ebene kennen & anwenden
m Erfahren, dass Matrizen auch zur Beschreibung m Wissen und begriinden:
. . . o eine Koordinatengleichung mit drei Variablen beschreibt eine Ebene
von geometrISChen Abblldungen dienen 0 die vom Losen linearer Gleichungssysteme mit drei Variablen bekannten

Falle ,eine Losung”, ,keine Losung” oder ,unendlich viele Losungen”
geometrisch deuten

https://lehrplaene.bildung-rp.de @
5 30.08.2024 MBWWK (2014). Lehrplan Mathematik Grund- und Leistungsfach in der Gymnasialen Oberstufe (Mainzer Studienstufe). Juli 2014 RPTU
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Sekundarstufen

Lehrplanalternativen RLP: Leistungskurs RPTU:::I[\)/EE]S::\S;L

(ca. 75 Stunden)

Wahlpflichtgebiet Al: Wahlpflichtgebiet A2:
Vektoren und Matrizen Geraden und Ebenen im Raum

Lineare Gleichungssysteme In allen Wahl-
m Zu einer Problemstellung ein lineares Gleichungssystem aufstellen

m Lineare Gleichungssysteme losen

m Das Gaul3-Verfahren als Beispiel fur eine algorithmische Problemlosung verstehen
m Losungsmengen von linearen Gleichungssystemen mit mehr als einer LOsung angeben und interpretieren

pflichtgebieten
enthalten!

Matrizen

m Folgende Operationen mit Matrizen und Vektoren verstehen, sowie
fur Abbildungen und in nichtgeometrischen Sachbezugen anwenden:
0 Produkt einer Matrix mit einem Vektor
0 Produkt zweier Matrizen, Matrizenpotenzen, Inverse Matrix

Vektoralgebra

m Vektoren addieren und mit reellen Zahlen multiplizieren

m Die Begriffe ,Linearkombination” und ,linear abhangig/unabhangig” verstehen & anwenden
m Definition und Eigenschaften des Skalarprodukts verstehen

m Elementargeometrische Satze mit vektoriellen Methoden beweisen

https://lehrplaene.bildung-rp.de @

30.08.2024 MBWWK (2014). Lehrplan Mathematik Grund- und Leistungsfach in der Gymnasialen Oberstufe (Mainzer Studienstufe). Juli 2014 RPTU
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R Didaktik der

Lehrplanalternativen RLP: Leistungskurs — Tu| L X vatherari

(ca. 75 Stunden) P -

Wahlpflichtgebiet Al:
Vektoren und Matrizen

Matrizen (Fortsetzung)
m Eigenschaften der affinen Abbildungen
beweisen

m Kongruenz- und Ahnlichkeitsabbildungen als
spezielle affine Abbildungen verstehen

m Affine Abbildungen nach ihren Fixelementen
untersuchen

m |In mindestens einem nichtgeometrischen
Anwendungsfeld von Matrizen Sachaufgaben
|0sen

https://lehrplaene.bildung-rp.de @

Wahlpflichtgebiet A2:
Geraden und Ebenenim Raum

Analytische Geometrie

m Parameterform der Geraden- und
Ebenengleichung verstehen
m Gegenseitige Lage von Geraden & Ebenen
0 bestimmen und die Verfahren begriinden
0 durch Zeichnen in ein Koordinatensystem
veranschaulichen

m Allgemeine und Hesse'sche Normalenform der
Ebenengleichung herleiten und anwenden

m Winkel und Abstande im Raum berechnen

m Kreis- und Kugelgleichung herleiten und zur
Untersuchung von Lagebeziehungen anwenden

m Vektorprodukt:
Definition & Eigenschaften kennen & anwenden

7 30.08.2024 MBWWK (2014). Lehrplan Mathematik Grund- und Leistungsfach in der Gymnasialen Oberstufe (Mainzer Studienstufe). Juli 2014 RPTU
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Schulerschwierigkeiten mit Vektoren
Zugange zum Vektorbegriff
Geometrische Deutung von Vektoren
Geraden- und Ebenengleichungen

Objektstudien — Aufgabenbeispiele
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Strategien beim Algebraisieren Didakiik der

Mathematik

des Anschauungsraums

Zuriuickfiihren raumlicher Probleme

auf ebene Probleme

m Schnittfiguren eines Korpers
(einer Flache) mit einer Ebene &

m Projizieren eines Korpers (einer Flache)
in eine Koordinatenebene &

m Folge: Einfachere Berechnung
unbekannter Groflien (Verfahren
der ebenen Geometrie nutzbar.)

Vektorisierung
Erfassen von Strecken mit Hilfe von Vektoren

Kollinearitat oder Vielfachheit
Vektorielle Beschreibung der Parallelitat
von Geraden untereinander

Komplanaritat
Vektorielle Beschreibung der Parallelitat

Koordinatisierung von Geraden zur selben Ebene

Geeignetes Koordinatensystem wahlen

Skalarprodukt
Grundlage von Langen-, Abstands- und
Winkelberechnungen nach der Vektorisierung

Parametrisierung
Beschreiben von Bahnkurven
durch Parametergleichungen

1 30.08.2024 https://www.geogebra.org/m/MzeMBDy7#chapter/105183Q https://www.geogebra.org/m/t6kfwy3v Q RPTU
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Prasenzaufgabe

R Didaktik der
TUJ Mathematik
P Sekundarstufen

Aufgabe

Bei den vier Spielen eines Fuldballcups
wurden von folgenden Spielern Tore
geschossen.

1. Spiel: Miiller (2), Schmid (1), Kaiser (2)
2.Spiel: Maier (3), Schmid (2), Eder (1)

3.Spiel: Miiller (1), Eder (2), Schmid (1)
4. Spiel: Kaiser (4)
Ordne jedem Spieler einen Vektor zu,

der angibt, wie viele Tore er in jedem
Spiel geschossen hat.

Bitte diese Aufgabe fur Schulerinnen und
Schuler zunachst selbst bearbeiten.

Welche Schwierigkeiten sind ggf. bei der
bei der Bearbeitung der Aufgabe durch
Schulerinnen und Schuler zu erwarten?

13 30.082024 Malle, G. (2005). Schwierigkeiten mit dem Vektorbegriff. Mathematik lehren, 133, 16-19 RPTU



Didaktik der
Mathematik

Einige typische Schiilerschwierigkeiten

14

Schwierigkeit mit Pfeilklassen 7} :
Algebraische Auffassung von Vektoren fehlt ‘(\/
(,Vektor” — ,Schalter wird auf Geometrie gestellt”™) 7% _
Deutung von Zahlenpaaren/-tripeln als Pfeile 7}

Schwierigkeiten mit dem Nullvektor 7% | -
Lernen ohne die Entwicklung von (Grund-)Vorstellungen "% /

Vektorformeln aufstellen 7%

,Ortsvektor” als Problemfall %

30.08.2024 Malle, G. (2005). Schwierigkeiten mit dem Vektorbegriff. Mathematik lehren, 133, 16-19 RPTU



Sekundarstufen

° ° ° ° R idaktik der
Schwierigkeit: Pfeilklassen STU n Miathematik

Ein Vektor ist etwas Einzelnes. Es gibt naturlich
mehrere Vektoren, das sind dann mehrere
Pfeile, aber eine Gesamtheit? Das kann ich mir
nicht vorstellen.

Interviewer (I)
Was stellst du dir unter einem Vektor vor?

Einen Pfeil in einem Raum.
I: Wasist fur dich ein Vektor?

Interviewer (I)
Jemand sagt:

,Ein Vektor ist die /

Gesamtheit dieser

Pfeile.”

Was sagst du dazu?

Stimmt nicht.

Etwas Einzelnes, womit man rechnen kann
oder eben zeichnen. Jeder Einzelne dieser
vier Pfeile ist ein Vektor.

I: Diese Pfeile sind gleich lang, parallel und gleich
orientiert. Handelt es sich immer um ein und
denselben Vektor?

Nein! Wenn es ein und derselbe
Vektor ware, dann wurde ja nur
ein Vektor [gemeint: Pfeil] da sein.

I: Warum?

Malle, G. (2005). Schwierigkeiten mit dem Vektorbegriff.
15 30.08.2024  Mathematik lehren, 133,16-19




Sekundarstufen

° ° ° ° R idaktik der
Schwierigkeit: Pfeilklassen STU n Miathematik

Interviewer (I) ¢

Jemand sagt:

,Ein Vektor ist die // /
Gesamtheit dieser

Pfeile.” /
Was sagst du dazu?

Richard (R)
Diese vier Vektoren kann man aneinander-
reihen und kommt dann auf einen Vektor,
einen Gesamtvektor.

Aufgabe: Von einem Parallelo- D
gramm ABCD kennt man die Eck-
punkte 4, B und D. Bestimme die b
Koordinaten des Eckpunkts C. y 5

Ich wiirde Vektor b auf Vektor @ so lange
verschieben, bis ich zum Punkt B komme,

und dann habe ich den Vektor BC ... Das ist

eigentlich genau derselbe Vektor wie b, nur von
einem anderen Punkt zu einem anderen Punkt.

I: Bitte zeichne das auf. Kann man behaupten: BC = b?

R: [Fertigt eine Zeichnung an]
—_———p
—_—

Nein, weil BC geht von einem anderen Punkt
als b aus.

16 30.082024 Malle, G. (2005). Schwierigkeiten mit dem Vektorbegriff. Mathematik lehren, 133, 16-19 RPTU



Schwierigkeit:
Algebraische Auffassung von Vektoren

R Didaktik der
TUJ Mathematik
P Sekundarstufen

Schiilerlosungen Sandra
Aufgabe A
Bei den vier Spielen eines Fuldballcups
wurden von folgenden Spielern Tore T
geschossen. J
1. Spiel: Mliller (2), Schmid (1), Kaiser (2) H S K
2.Spiel: Maier (3), Schmid (2), Eder (1)
3. Spl.eI: Muller (1), Eder (2), Schmid (1) 7, N 2 3 —» s
4, Spiel: Kaiser (4) y
Ordne jedem Spieler einen Vektor zu, ( 7-) @ Richard
der angibt, wie viele Tore er in jedem
Spiel geschossen hat. T Tcem
._1“: 4%&) s. 1 Comn ‘/(: (aa ™ S
Alexandra
17 30.082024 Malle, G. (2005). Schwierigkeiten mit dem Vektorbegriff. Mathematik lehren, 133, 16-19 RPTU




Sekundarstufen

Schwierigkeit: R Tun Didae der
Algebraische Auffassung von Vektoren P

Schiilerlosungen
Aufgabe 1. Spc'ef J S/m&@ Natascha
Bei den vier Spielen eines Ful3ballcups H. A Hoiws -
wurden von folgenden Spielern Tore ' Z' ' \l/ //}7
geschossen.
1. Spiel: Mdiller (2), Schmid (1), Kaiser (2) y = 4
2. Spiel: Maier (3), Schmid (2), Eder (1) | ' . %
3.Spiel: Miller (1), Eder (2), Schmid (1) Mitlier A\{-l-'TBrc &GNt
4. Spiel: Kaiser (4) Men
Ordne jedem Spieler einen Vektor zu,
der angibt, wie viele Tore er in jedem ¥oul A 2+ AA
Spiel geschossen hat. A __%,'
X -
.Sdlwwf =T } P)(+QPE¢{<,

18 30.082024 Malle, G. (2005). Schwierigkeiten mit dem Vektorbegriff. Mathematik lehren, 133, 16-19 RPTU



Mathematik

Sekundarstufen

Schwierigkeit: R Tun Didaltk der
P

Algebraische Auffassung von Vektoren

. : 150 70 :
I: Sind die Vektoren ( 70 ) und (150) gleich oder

verschieden?

Interviewer (I)
Was stellst du dir unter einem Vektor vor?

nur ein Buchstabe mit
oben einem Pfeil.

Michaela - e
Ich weil nicht. Ich habe [Fertigt eine /:
liberhaupt keine Ahnung. Zeichnung an. ] '
Ein Vektor ist fir mich aobet.n. .

70 150

Du erkennst die Ungleichheit dieser Vektoren
aufgrund einer Zeichnung. Kannst du das auch
ohne Zeichnung begrunden?

Nl

19 30.08.2024 Malle, G. (2005). Schwierigkeiten mit dem Vektorbegriff. Mathematik lehren, 133, 16-19



Mathematik

Sekundarstufen

Schwierigkeit: R Tun Didaltk der
P

Deutung von Zahlenpaaren als Pfeile

Interviewer (I)
Stellt das Zahlenpaar (i) einen Pfeil oder

einen Punkt dar?

Zahlenpaare konnen...
m in der Regel als Punkte gedeutet werden.

m haufig nicht als Pfeile gedeutet werden.

Natascha (N)
(3]4) sind die Koordinaten von einem
Punkt im ebenen Koordinatensystem

Interviewer (I) : o :
im Zweidimensionalen.

Stellt das Zahlenpaar (131) einen Pfeil oder

einen Punkt dar?

I: Kann dieses Zahlenpaar auch einen Pfeil
darstellen?

N: Nein, da brauchte ich noch ein zweites
Koordinatenpaar, um den Pfeil darzustel-
len. Aber ich habe nur eines gegeben,
also kann es nur einen Punkt darstellen.

So wie es da steht mit dieser Spaltenform
ist es ein Pfeil. Wenn (3|4) da stehen wurde,
ware es ein Punkt.

20 30.082024 Malle, G. (2005). Schwierigkeiten mit dem Vektorbegriff. Mathematik lehren, 133, 16-19 RPTU



Sekundarstufen

° ° ° R idaktik der
Schwierigkeit: Nullvektor STU n Miathematik

[Schreibt] Dann ist es ein Punkt.
Nullvektor

m Grenzfall eines Vektors I: Dannist es ein Punkt?

m Entarteter Pfeil der Lange
Null (das ist aber ein Punkt)

Ja, der Nullpunkt.

: o
m Weil Lernende Vektoren Kann es auch ein Pfeil sein

haufig mit Pfeilen
identifizieren, ist der
Nullvektor fur sie kein
Vektor.

Nein!

I: Warum nicht?

Es ist kein Pfeil. Es steckt keine Verbindung drinnen.

Das ware also ein Zahlenpaar, das man nicht als Pfeil
interpretieren kann?

NES

21 30.08.2024 Malle, G. (2005). Schwierigkeiten mit dem Vektorbegriff. Mathematik lehren, 133, 16-19



Sekundarstufen

° ° ° R idaktik der
Schwierigkeit: Nullvektor STU n Miathematik

Situation Und wennr = 07?
Es geht um den
Vektorr - d. Dann gibt's den Vektor nicht.

Christoph (C): Esist der Nullpunkt.

Es ist der Nullpunkt?

s Ja.

... Ja, er muss im Koordinatenursprung liegen. Ah nein, es ist ein
Vektor! Richtig. D.h. es ist der Punkt, wo der Vektor a weggehen
wurde, also der Schaft ... Ja der kann auch irgendwo anders liegen,
aber der Punkt muss da liegen

. Aber nein, der kann uberall liegen. Denn
wenn der Vektor uberall liegen kann, kann der Punkt uberall liegen.

22 30.082024 Malle, G. (2005). Schwierigkeiten mit dem Vektorbegriff. Mathematik lehren, 133, 16-19 RPTU



Sekundarstufen

Schwierigkeit: R Tun Didscic der
Fehlende (Grund-)Vorstellungen =

Situation
Viele Lernende benutzen Vektoren,
ohne zu verstehen, was sie tun.

K die P ter- )
S €y Ie. arameter Warum stellt das eine Gerade dar?
darstellung einer Geraden?

F: Fur t kann man auch Lambda schreiben.

Florian (F):
Ich glaube, das hat etwas mit die-
sem grofden X zu tun. X ist gleich

irgendein Punkt 4 plus t mal AB.

[Er schreibt] X =A +t-AB F: Weilsich nicht!
P

Warum stellt das eine Gerade dar?

23 30.08.2024 Malle, G. (2005). Schwierigkeiten mit dem Vektorbegriff. Mathematik lehren, 133,16-19 https://www.geogebra.org/m/e4rdbbg7Q RPTU
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(Grund-)Vorstellungen
zu Vektoren und Geraden

Didaktik der
Mathematik

Sekundarstufen

R
s
P

0

3 2 -1 0
1
-2
Reprasentant Vektor v Punkt P
mehr Reprasentanten Verschiebungsvektor
t=1.5
#

24 30.08.2024 https://www.geogebra.org/m/e4rdbbg7 O
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° ° ° R idaktik der
Schwierigkeit: Vektorformeln aufstellen PTlJ::: Mathematik

Sekundarstufen

Aufgabe
Stelle eine Formel auf, fur den
Mittelpunkt M einer Strecke AB.

Probleme
Alle gingenvonder- | : ,

m |Im Prinzip wird so gedacht:

' : A M B . C e
Z?Ibenhs.kzze al;s S 2 ,lch ﬁhe von A aus, fuge die Halfte
ie schrieben aber unterschiedliches auf: von 4B dazu und komme zu M.
A+B
Isabella:iMi==os m Wie kann der Gedankengang mit
Florian: _ 4B Hilfe der Vektorsymbolik notiert A
orian: T2 werden? M=A+_-AB
. A+AB
Martin: = +2 m Unverstandnis des Vektorbegriffs
Karin: M=2F m ,Typkontrolle” Pfeil «—> Punkt fehlt.

30.08.2024 Malle, G. (2005). Schwierigkeiten mit dem Vektorbegriff. Mathematik lehren, 133, 16-19 RPTU



° ° ° R idaktik der
Schwierigkeit: ,,Ortsvektoren” ST n Matheratik

Sekundarstufen

Aufgabe

Berechne den Vektor AB und veranschauliche
ihn an einer Skizze: A = (8|6), B = (13|12)

Christian rechnet richtig:
B — A = (5/6) 6-—-’){4, B « A
Er zeichnet die Punkte A und B A
einigermalden richtigin ein 6
Koordinatensystem ein.

AnschlieRend stellt er den Vektor AB -
aber als Ortspfeil dar. 6 T 5 l | “x+

26 30.082024 Malle, G. (2005). Schwierigkeiten mit dem Vektorbegriff. Mathematik lehren, 133, 16-19 RPTU
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Didaktik der

Zugange zum Vektorbegriff Mathematik
Was ist ein Vektor? Schulmathematik o ///
Es gibt viele Antworten auf diese Frage. (1) Ein Vektor ist eine Pfeilklasse. /
(2) Ein Vektor ist eine
Verschiebung,

Ein Vektor ist ein Element eines also eine Anderung

Vektorraums. der Lage.

Axiomatischer Zugang Uber die

Struktur

(3) Ein Vektor ist ein n-Tupel.
m Ein Vektor v ist als n-Tupel ein Element des R".

m Er kannje nach Bedarf als
Zeilenvektor v = (vq, ..., vy,) <V1>

oder auch als Spaltenvektor v =
geschrieben werden.

-

Un

28 30.08.2024 Malle, G. (2005). Neue Wege in der Vektorgeometrie. Mathematik lehren, 133, 8-14



R Didaktik der

Vektoren als Pfeilklassen TU| | ¥ Mathematik

= ’

Vektor im Pfeilklassenmodell Probleme mit dem Pfeilklassenmodell
Ein Vektor ist eine Klasse gleich langer,

) .7 ) Erfullt Vektorraumaxiome, aber Probleme
paralleler und gleich orientierter Pfeile. . ’

mit der Definition der Rechengesetze uber
Reprasentanten

/(/4 /}(/ m Einfuhrung der Rechenoperationen und

Beweise der Rechengesetzte kompliziert
= Konsequente und saubere Anwendung des
Pfeilklassenmodells findet oft nicht statt.

m Nurin der Schulmathematik etabliert.

m Passt nicht zur Denkweise in
o Analytischer Geometrie
o und Physik.

29 30.08.2024 Malle, G. (2005). Neue Wege in der Vektorgeometrie. Mathematik lehren, 133, 8-14 » RPTU



R Didaktik der

Vektoren als Pfeilklassen STU) & & v
Vektor im Pfeilklassenmodell Rechenoperationen fiir Pfeilklassen
Ein Vektor ist eine Klasse gleich langer, m ..sind Uber Reprasentanten definiert.

paralleler und gleich orientierter Pfeile. m Definition der Addition durch Reprasentanten

/ m Definition der Vervielfachung durch
Reprasentanten (furr > 0)

Bei jeder Definition muss die
Unabhangigkeit von den gewahlten
Reprasentanten gezeigt werden!

/a'

30 30.08.2024 Malle, G. (2005). Neue Wege in der Vektorgeometrie. Mathematik lehren, 133, 8-14  https://www.geogebra.org/m/p6btdgts Q « RPTU
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Denkweise der Analytischen Geometrie Soundarsaon

Sekundarstufen

Pfeilklassen passen nicht zur R TU:: Didaktik der
P

Aufgabe

Von einem Parallelogramm ABCD
kennt man die Eckpunkte A, B und D.

Bestimme die Koordinaten des
Eckpunkts C.

31 30.08.2024 Malle, G. (2005). Neue Wege in der Vektorgeometrie. Mathematik lehren, 133, 8-14 & RPTU



Sekundarstufen

Pfeilklassen passen nicht zur R Tun Didscic der
Denkweise der Physik P

Wo greift die Zugkraft an?

Kraftpfeile dlrfen nicht
beliebig verschoben werden!

32 30.08.2024 Malle, G. (2005). Neue Wege in der Vektorgeometrie. Mathematik lehren, 133, 8-14 & RPTU



Erarbeitungsweg: Vektor als n-Tupel Didaktik der
Von Koordinaten zu Vektoren

Mathematik

Idee:
Sachverhalte mit Koordinaten und Vektoren darstellen

m Skalen als Beispiele fiir eindimensionale Koordinaten
Thermometer, Wasserstandsanzeiger, ...

= Beispiele fiir zweidimensionale Koordinaten Wichtig:
Stadtplane, Schachbrett, Fahrtenschreiber, Dieser
Festlegung von Gelandepunkten, ... Zugang zum
' Vektorbegriff
= Beispiele fiir mehrdimensionale Koordinaten ist bewusst
Stuckzahlen in einem Lager, Testergebnisse, ... rein

arithmetisch.

33 30.08.2024 Malle, G. (2005). Von Koordinaten zu Vektoren. Mathematik lehren, 133, 4-7



Erarbeitungsweg: Vektor als n-Tupel R Tun Didakek der
Von Koordinaten zu Vektoren P

Sekundarstufen
o R YT
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Erarbeitungsweg: Vektor als n-Tupel Didaktik der

Mathematik

Aufgaben zu Zahlenpaaren und -tripeln seundarsufen

Tests

Beate und Dora haben zwei Tests absolviert.

Bei jedem Test konnte man 20 Punkte erreichen.
Beate erhielt auf den ersten Test 15 Punkte

und auf den zweiten 18 Punkte. Dora erhielt
jedes Mal zwei Punkte weniger als Beate.

"4

Gib ein Zahlenpaar an, das ...
m Beates Punktzahlen bei den beiden Tests angibt. (15]18)

m Doras Punktzahl bei den beiden Tests angibt. (15— 2|18 — 2)
m die Punktzahlen der beiden Madchen beim ersten Test angibt. (15|15 = 2)
m Die Punktzahlen der beiden Madchen beim zweiten Test angibt. (18|18 — 2)

35 30.08.2024 Malle, G. (2005). Von Koordinaten zu Vektoren. Mathematik lehren, 133, 4-7



Mathematik

Sekundarstufen

Erarbeitungsweg: Vektor als n-Tupel RPTU::: Didaktik der

Aufgaben zu Zahlenpaaren und -tripeln

Produktionskosten

Eine Firma erzeugt drei Waren. Die Stuckpreise
der Waren sind 115 €, 135 € und 140 €.

Im Lager befinden sich von diesen Waren 728,
644 bzw. 840 Stuck, bestellt wurden 411, 433
bzw. 596 Stuck. Es fallen Produktionskosten
von 65 €, 70 € bzw. 72 € pro Stuck an.

a) Beschreibe die Stuckpreise, den Lagerbestand,
die Bestellzahlen und die Produktionskosten
jeweils durch ein Zahlentripel.

b) Die Produktionskosten steigen um 5 € pro Stuck. Deshalb erhoht die Firma die Stlckpreise

ebenfalls um 5 € pro Stuck. Dadurch sinken die Bestellungen fur die erste Ware um 56 Stuck,
fur die zweite Ware um 112 Stuck und fur die dritte Ware um 134 Stuck. Um weitere Kosten zu
sparen, wird der Lagerbestand um ein Viertel gesenkt. Wie lauten jetzt die Zahlentripel?

Stlckpreise: (115€|135€|140€)
Lagerbestand: (728]644|840)
Bestellzahlen: (411|433]596)
Produktionskosten: (65€|70€|72€)

30.08.2024 Malle, G. (2005). Von Koordinaten zu Vektoren. Mathematik lehren, 133, 4-7



Mathematik

Sekundarstufen

Erarbeitungsweg: Vektor als n-Tupel RPTU:: Didaktik der

Vektorterme & -formeln aufstellen & interpretieren

Warenlager Rabatte

Eine Firma verkauft zwei Waren, die sie in zwei Die Verkaufspreise (in Euro) von vier Waren
Lagern aufbewahrt. Der Vektor A = (a4|a,) werden durch den Vektor V = (v |v,|vs|v,)
gibt die Stuckzahlen der beiden Waren im angegeben. Bei Groldabnahme erhalt man
ersten Lager, der Vektor B = (by|b,) die 35 % Rabatt. Es sei V' der Vektor der Preise
Stuckzahlen der beiden Waren im zweiten bei Grof3abnahme und R der Vektor der
Lager an. Der Vektor C gebe die Stuckzahlen Rabatte.

der beiden Waren in beiden Lagern zusammen a) Welche Beziehung besteht

Slilk zwischen R und V?

a) Dricke C durch 4 und B aus. b) Welche Beziehung besteht

b) Was gibt der Vektor B — A an? zwischen V' und V?
c) Wassagtdie GleichungB =2 - A aus?

d) Drucke in diesem Fall € durch A aus.

30.08.2024 Malle, G. (2005). Von Koordinaten zu Vektoren. Mathematik lehren, 133, 4-7 »» RPTU



Mathematik

Sekundarstufen

Erarbeitungsweg: Vektor als n-Tupel RPTU:: Didaktik der

Vektorterme & -formeln aufstellen & interpretieren

Zimmerpreise Firmenbestellung

Ein Hotel hat 25 Zimmer. Der Vektor P € R?° Eine Firma bestellt 100 Waren. Die

gibt die Zimmerpreise an, der Vektor B € R?° Stuckzahlen der bestellten Waren

gibt an, wie oft jedes Zimmer im laufenden seien sy, Sy, ..., S100, die Preise der

Monat belegt war. Waren seien py, pa, -, P100-

a) Drlcke die Gesamteinnahmen G a) Schreibe einen Stuckzahlvektor S
des Hotels im laufenden Monat und einen Preisvektor P auf.
elurehn = und B aus b) Was bedeutetS - P?

b) Im nachsten Monat werden die
Zimmerpreise um 5% erhoht.
Drucke wiederum G durch P und B aus.

30.08.2024 Malle, G. (2005). Von Koordinaten zu Vektoren. Mathematik lehren, 133, 4-7



Erarbeitungsweg: Vektor als n-Tupel R Didakiik der

o oo o Mathematik
Komponentenweise Erklarung von Rechenoperationen p

Die Erkenntnis, dass Addition, Subtraktion und

Addition, Subtraktion, Vervielfachung Vervielfachung von Vektoren komponenten-

m Komponentenweise erklart weise erklarbar ist, wird anhand von Aufgaben
0 (aq]ay) £ (by|b,) = mit Anwendungsbezug erarbeitet.
(a; + b1|_a2 + b,) (Vgl. etwa die Aufgaben auf den Folien 35-38.)

0 re(aglay) = (r-aqlr-ay)

m Formelnvon R auf R" ubertragen Skalarprodukt
0 b=12-n Am Beispiel (Stlickpreis, Stlickzahl) einfihren.
B, 1.7 (Vgl. Kapitel 3: Skalarprodukt - Langen und Winkel messen)
0 b=12-n

(a;lay) - (b1lby) = ay - by +ay - b,

Malle, G. (2005). Von Koordinaten zu Vektoren. Mathematik lehren, 133, 4-7.

Blrger, H., Fischer, R., Malle, G. & Reichel, H.-C. (1980).
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Erarbeitungsweg: Vektor als n-Tupel R Didaktik der

TU | | Mathematik

Rechengesetze erarbeiten P -

Rechengesetze fiir Zahlenpaare

- Rechengesetze
Firallea,b, ¢ € R>und aller, s € R gilt: ey ey ey
m d+b=b+d Kommutativitat der Vektoraddition von Aufgaben

mit Anwen-
N (ﬁ + I;) +c=a+ (I; + E) Assoziativitat der Vektoraddition dungsbezug
S L. , , (vgl. etwa die
mato=a %EX|stenz.e|nes Nullvektors Folien 35-38)
o = (0]0) ist der Nullvektor. erarbeitet.
ma+(—a)=o Existenz eines Gegenvektors zu jedem Vektor

—a = (—aq|—a,) ist der Gegenvektor zu a = (a4|a,).

m (r-s)-a=r-(s-a) Assoziativitat der Vervielfachung eines Vektors w
T

m T (C_i + 1_5) =r-d+r-b 1. Distributivgesetz ;
).

m (r+s)-a=r-a+s-a 2. Distributivgesetz

ml-a=a

{

40 30.08.2024 Malle, G. (2005). Von Koordinaten zu Vektoren. Mathematik lehren, 133, 4-7
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Vektoren als n-Tupel (zahlenpaare, -tripel, ...) R Didakeik der

Mathematik

2- & 3-Tupel geometrisch als Punkte oder Pfeile deuten =}

Geometrische Darstellung

Was ist Jedem Zahlenpaar entsprechen unendlich viele Pfeile R
ein Pfeil? in der Ebene, die alle gleich lang, gleich gerichtet sowie

Ein Pfeil ist gleich orientiert sind. Die Komponenten konnen als

ein n-Tupel Anderungen bzw. Verschiebungen in Richtung

(Zahlenpaar, der jeweiligen Koordinatenachse gedeutet werden.
Zahlentripel, ...).

Umgekehrt entspricht jedoch jedem Pfeil >~
in der Ebene genau ein Zahlenpaar.

A
A

Ein Punkt ist 7 0 .

i T Jedem Zahlenpaar entspricht genau i

(Zahleon:aar ein Punkt in der Ebene und umgekehrt. i

Zahlentripel, ...).

Malle, G. (2005). Von Koordinaten zu Vektoren. Mathematik lehren, 133, 4-7.
Blrger, H., Fischer, R., Malle, G. & Reichel, H.-C. (1980).

42 30.08.2024 Zur EinfGhrung des Vektorbegriffes: Arithmetische Vektoren mit geometrischer Deutung. JMD, 1(3),171-187.



Vektoren als n-TupeI (Zahlenpaare, -tripel, ...) Didaktik der
2- & 3-Tupel geometrisch als Punkte oder Pfeile deuten

Mathematik

Zahlenpaar A = (a4|a,)
als Punkt in der Ebene.

Vektor AB gegeben durch

Anfangs- und Endpunkt.
AB + BC
AB = (b; — a4|b; — a3) =(B—-A)+(C—-B)
= (b1lbz) — (aqlay) =C-A
g =B —A .
Zahlenpaar d = (aq|a _ =AC
X (a1]az) > A+AB =B

als Pfeil in der Ebene.

43 30.08.2024 https://www.geogebra.org/m/kpww4bah Q https://de.wikipedia.org/wiki/Affiner_Raum @ RPTU
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Geometrische Darstellungen R Didaktik der

Mathematik

der (arithmetischen) Addition P

Punkt-Pfeil-Darstellung: Pfeildarstellung:
Zustand + Anderung = Zustand Anderung + Anderung = Gesamtinderung
m Reelle Zahlen —» Zahlengerade m Reelle Zahlen - Zahlengerade

; 3 > : : - 2 T

é : : ! :

2 5 S >
m Vektor (n-Tupel) —» Koordinatensystem m Vektor (n-Tupel) - Koordinatensystem

A A

(6)

44 30.08.2024 Malle, G. (2005). Neue Wege in der Vektorgeometrie. Mathematik lehren, 133, 8-14 https://www.geogebra.org/m/kpww4bah @ RPTU
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Mathematik

Sekundarstufen

Ebene Geometrie mit analytischen Methoden R Tun Didaktik der
P

Beispiel: Schwerpunkt eines Dreiecks

0S = 04 +2- AM

=04 +2-(OM — 04)

OM

[OSE

_|_

+5-(3- (0B +00))

[SSH )

04
04

[OSH

104 +1(0B +0C)

=2(0A+ 0B +0C)

45 30.08.2024 Malle, G. (2005). Neue Wege in der Vektorgeometrie. Mathematik lehren, 133, 8-14



Ebene Geometrie mit analytischen Methoden R | @@ paickaer
Beispiel: Schwerpunkt eines Dreiecks = -

Satz

m Injedem Dreieck schneiden sich die drei
Seitenhalbierenden in einem gemeinsamen
Punkt S, dem Schwerpunkt.

m Zwischen den Eckpunkten 4, B, C und dem
Schwerpunkt S besteht die Lagebeziehung
3-:S=A+B+C.

46  30.08.2024 Koth, M. (2005). Vektorbeweise in der Dreiecksgeometrie. Mathematik lehren 133, 44-49 https://www.geogebra.org/m/dwv7pdjy @ RPTU
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Mathematik

Sekundarstufen

Ebene Geometrie mit analytischen Methoden R Tun Didaktik der
P

Beispiel: Schwerpunkt eines Dreiecks

Beweis

m Die Seitenhalbierenden s, und s, sind gegeben durch
Sg:X=A+t-AM, und s,:X =B +u-BM,,.

m Es gibtreelle Zahlen t und u, so dass fur den
Schnittpunkt S dieser Seitenhalbierenden gilt:

A+t -AM, =S =B +u-BM,

m Richtungsvektoren AM, und BM, als Linear-
kombinationen von BA und BM,, schreiben:

AM, =AB+1-BC =—-BA+3-BC

BM, = BA+1-AC

N|RLr N|R

BA+ (:-BA+1-AC)=3%-BA+i (BA+AC)

-BA+21-BC

47 30.08.2024 Koth, M. (2005). Vektorbeweise in der Dreiecksgeometrie. Mathematik lehren 133, 44-49 https://www.geogebra.org/m/dwv/pdjy @ RPTU
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Mathematik

Sekundarstufen

Ebene Geometrie mit analytischen Methoden R Tun Didaktik der
P

Beispiel: Schwerpunkt eines Dreiecks

Beweis (Fortsetzung)

m Wir erhalten damit:
A+t-AM, = B +u- BM,

o A+t-(—ﬁ+%-B_C))=B+u-e-ﬁ+%-B_C))

2
o (1me-2)mi- (-2 we

m Weil B4 und BC nicht parallel sind, ist diese Bedingung
nur dann erfullt, wenn 1 —t — % =0 und %— g = 0.

m Losen dieses Gleichungssystems ergibt: u =t = %

m Als Schnittpunkt S von s, und s, erhalt man also:
S=A+2-AM; =A+%-(3- B+C0)—A) =3 - (A+B+0)

48  30.08.2024 Koth, M. (2005). Vektorbeweise in der Dreiecksgeometrie. Mathematik lehren 133, 44-49 https://www.geogebra.org/m/dwv7pdjy @ RPTU
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Mathematik

Sekundarstufen

Ebene Geometrie mit analytischen Methoden R Tun Didaktik der
Beispiel: Schwerpunkt eines Dreiecks =

Beweis (Fortsetzung)
m AusS = § (A + B + C) folgt durch nachrechnen:
S=C+%-CM,
m Folglich liegt S auch auf der dritten
Seitenhalbierenden s, des Dreiecks.

m Damitist der erste Teil des Satzes bewiesen.

m Der zweite Teil des Satzes folgt direkt aus
S=--(A+B+0).

©3-S=A+B+C

49  30.08.2024 Koth, M. (2005). Vektorbeweise in der Dreiecksgeometrie. Mathematik lehren 133, 44-49 https://www.geogebra.org/m/dwv7pdjy @ RPTU
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Didaktik der
Mathematik

Ebene Geometrie mit analytischen Methoden R ul @
Beispiel: Teilung einer Strecke P -

Aufgabe
Die Strecke AB wird durch den Punkt T

1. Losungsmoglichkeit
T=A+1-4B
©T=A+:-(B—4)
©T=:(2A+B)

im Verhaltnis 1 : 2 geteilt.
Drucke T durch A und B aus.

2. Losungsmoglichkeit

A

Malle, G. (2005). Neue Wege in der Vektorgeometrie. Mathematik lehren, 133, 8-14 &
50  30.08.2024 Koth, M. (2005). Vektorbeweise in der Dreiecksgeometrie. Mathematik lehren, 133, 44-49 L RPTU
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R Didaktik der

Geradengleichung: Parameterform TU| L T Mathematik

52

)_’ ,//‘4/ //' ,, ‘\\7
30.08.2024 https://www.geogebra.org/m/e4rdbbg7@

Bemerkung
m Eine Gerade g ist eindeutig festgelegt uber
0 zwei verschiedene Punkte 4, B bzw.

o0 einen Anfangspunkt 4 und einen
Richtungsvektor v = AB.

m Furjeden Punkt X der Gerade g gibt
es eine reelle Zahl t, so dass qilt:

X XA xv
X=A+t-v bzw. <y>=<3’A>+t-<3’v>
Z Zp Zy

Geradengleichung: Parameterform
Eine Gerade g ist eine Menge aus Punkten, die

sich schreiben lasst als
g={X|X=A+t-v, teR}
oderkurz g:X=A+t-v, teER.

&« RPTU


https://www.geogebra.org/m/e4rdbbg7

R Didaktik der

Ebenengleichung: Parameterform TU| L T Mathematik

_ ol | Bemerkung
m Eine Ebene E ist eindeutig festgelegt Uber
0 dreinicht kollineare Punkte 4, B, C bzw.

0 einen Anfangspunkt 4 und zwei linear
unabhangige Richtungsvektoren
u=AB und ¥ = AC.

m FUrjeden Punkt X der Ebene E gibt

es zwei reelle Zahlen s und t, so dass qilt:
X=A+s-u+t-v

Ebenengleichung: Parameterform
Eine Ebene E ist eine Menge aus Punkten, die
sich schreiben lasst als:

E={X|X=A+s-u+t-v, s,t €R}
oder kurz
EEX=A+s-u+t-v ste€R

RPTU



https://www.geogebra.org/m/bg5pcdep

o o R idaktik der
Ebenengleichung: Koordinatenform PTlJ::: Miathematik

Sekundarstufen

Beispiel: x +2y+3z=6 (%)

Vermutung: Die Losungsmenge E der
Gleichung x + 2y + 3z = 6 ist eine Ebene.

Vorgehen

54

Setzt man y = z = 0 dann ergibt sich x = 6.

Daraus ergibt sich der Punkt A = (6]0]0),
den man als Schnittpunkt von E mit der
x-Achse deuten kann.

x =2z =0lieferty =3. B = (0]3]0) ist
Schnittpunkt von E mit der y-Achse.

x =y =0liefertz=2.C=(0]0]2) ist
Schnittpunkt von E mit der z-Achse.

A, B und C heilsen Spurpunkte und

man kann vermuten, dass die von ihnen
bestimmte Ebene die Losungsmenge E ist.

30.08.2024 https://www.geogebra.org/m/wj73ntht @

Zu zeigen: Fur alle s, t € Rist der Punkt
X=A+s-AB +t - AC Lésung der Gleichung (*).
Einsetzen der Punktkoordinaten liefert:

<G (15

Einsetzen in die Gleichung (*) ergibt:
(6—6s—6t)+2:-35s+3-2t=6
Also ist X € E und die von

A, B und C aufgespannte
Ebene eine Teilmenge von E.

Durch Nachrechnen zeigt
man, dass jede weitere
Losung von (*) wieder
in der von den Spur- A

punkten aufgespannten Ebene liegt.

RPTU
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Ebenengleichung: Normalenform TU|

R Didaktik der
Mathematik

Ebene mit Normalenvektor beschreiben

PX=X-P

90)

dpe
P px

m Ein Normalenvektor einer Ebene E ist ein

Vektor 71 # 0, der zu jedem Verbindungs-
vektor zweier beliebiger Punkte P und X
der Ebene E orthogonalist, fir den also

gilt: PX L

m Damit folgt fur das Skalarprodukt:
PX - i=X-P)-11=0

55 30.08.2024 https://www.geogebra.org/m/hj3z9gen Q’:}

Ebenengleichung in Normalenform
Ist P ein Punkt der Ebene E und 11 ein
Normalenvektor der Ebene E, dann kann man
alle Punkte X der Ebene schreiben als
E={X|(X-P) -n=0}
oder kurz:
E:(X—P)-1i=0

Hesse’'’sche Normalenform

Ist P ein Punkt der Ebene E und 712 ein
Normalenvektor der Ebene E, dann kann
man alle Punkte X der Ebene schreiben als

n
E={X|(X—P)-W=O}

=

Oder mit dem Normaleneinheitsvektor 7y = —

n

kurz: E(X—P) nyg=0 RPTU
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R Didaktik der

Ebenengleichung: Normalenform RUPOU
Ebene mit Normalenvektor beschreiben Ausmultiplizieren liefert:
Y. - (x=2)+3-(y=-2)+2-(z—-1)=0
=(X—-P)-n=0 "X+oy+.2-2
B +(-1-(-2)+3-(-2)+2-(-1)) =0
e X X+3-y+2-2=6
PX

Bemerkung
Wie das Beispiel zeigt, lasst sich die Normalen-

Beispiel ) ! R :
form einer Ebenengleichung in eine Koordina-

Gegeben: Punkt P = (2,2,1) tenform umwandeln, bei der die Koeffizienten die

und Normalenvektor : ) .
: Koordinaten eines Normalenvektors sind.
einer Ebene E.

FUr alle Punkte X der Ebene gilt dann

(X —P)-n =0, bzw. mit Koordinaten: Satz .
x — 2 Ista-x+b-y+c-z=deine a
(y — 2) : ( ) =0 Gleichung einer Ebene E, dannist n = (b)
7 —1 ein Normalenvektor von E. c

56 30.08.2024 https://www.geogebra.org/m/hj329gen@ RPTU
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Strategien beim Algebraisieren
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Geraden- und Ebenengleichungen

Objektstudien — Aufgabenbeispiele

RPTU
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R Didaktik der

Beispiel: Tetraeder TU Mathematik

P Sekundarstufen

Aufgabe 1
Wie hoch ist ein gleichseitiger Tetraeder.

Aufgabe 2:

Wie konnen die Eckpunkte eines gleichseitigen Tetraeders der Kantenlange a
durch ein kartesisches Koordinatensystem beschrieben werden?

X
a 1 h 1 c

58 30.08.2024 Wittmann, G. (2003). Zentrale Ideen der Analytischen Geometrie. Mathematik lehren 119, 47-51 » RPTU



R Didaktik der

Exkurs: Modellbaukasten TU| L Y Mathematik

Modellbaukasten

Mit Hilfe bunter Strohhalme und
eines Magnetbaukastens lassen
sich auf einfach Weise Kanten-
modelle herstellen. Die Magnet-
stabchen mussen ggf. mit etwas

Papier umwickelt werden, so
dass sie nicht so leicht heraus-
rutschen. Damit alles zusammen
passt, mussen vorher die
Kantenlangen berechnet und die
Strohhalme entsprechend
zugeschnitten werden.

59 30.08.2024 Mathematik Neue Wege. Arbeitsbuch fir Gymnasien. Lineare Algebra, Analytische Geometrie. Braunschweig: Schroedel, 2010, 20 « RPTU



Sekundarstufen

° R idaktik der
Von Koordinaten zu Vektoren PTlJ::: Mathematih

L

3. Achse 3. Achse T

P = (2]4|5)

E -

2. Achse

2

1. Achse

1. Achse

Koth, M. & Malle, G. (2005). Koordinaten. Mathe-Welt, 133, 14
60  30.08.2024 Malle, G. (2005). Von Koordinaten zu Vektoren. Mathematik lehren, 133, 4-7 RPTU



Rhombendodekaeder

R Didaktik der
TU | | Mathematik

61

i 3. Achse

E

30.08.2024 Koth, M. & Malle, G. (2005). Koordinaten. Mathe-Welt, 133,15

Rhombendodekaeder
Errichtet man Uber jeder der
sechs Flachen eines Wurfels eine
gerade quadratische Pyramide,

mit geeigneter Hohe, so erhalt
man ein Rhombendodekaeder.
Dies ist ein von zwolf zueinander
kongruenten Rauten (Rhomben)
begrenzter Korper.

https://www.geogebra.org/m/djzftsx7{CZ}> RPTU
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R Didaktik der

Rhombendodekaeder PTU U W Mathematik

Rhombendodekaeder aus Postkarten

m Mittelpunkte benachbarter Seiten
verbinden.

m Ergebnis: Eine Raute (Rhombus)
und vier rechtwinklige Dreiecke.

m Kdurzere Diagonale in
die Raute einzeichnen.

m Rechtwinklige Dreiecke
an der Hypotenuse nach
oben falten.

m Geeignete Anzahl an Postkarten
auf diese Weise vorbereiten .
(Wie viele werden benotigt?)

m Je ein rechtwinkliges Dreieck von zwei
Postkarten zur Deckung bringen und

zusammentackern. & RPTU
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Didaktik der

Rhombendodekaeder Mathematik

Sekundarstufen
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Sekundarstufen

R Didaktik der
Rhombendodekaeder PTlJ::: Mathematk
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Aufgaben zum Rhombendodekaeder

GeoGebra Classroom: https://www.geogebra.org/classroom/hvaduj4r

()

(2)

(3)

(4)

Bestimmen Sie die Raumwinkel, die die
Seitenflachen des Wirfels und die Rauten

der Oberflache des Rhombendodekaeders
einschlielRen.

. . dp .
In welchem Verhaltnis —<¢ stehen die

kurz

Langen der Diagonalen der Rauten?

Bestimmen Sie die Hohe der Pyramiden,
die auf die Seiten des Wurfels aufgesetzt
werden, in Abhangigkeit von der Lange

a = dj,,, der kirzeren der beiden
Diagonalen der Raute(n).

Berechnen Sie die Lange der Kanten des
Rhombendodekaeders in Abhangigkeit von
der Lange a = dy., der klrzeren

der beiden Diagonalen der Raute(n).

30.08.2024 https://www.geogebra.org/m/djzftsx7 ‘{:}

€))

(6)

(7)

(8)

(9)

R Didaktik der
TUJ Mathematik
P Sekundarstufen

Wahlen Sie ein geeignetes Koordinatensystem,
um moglichst einfache Koordinaten der Eck-
punkte des Rhombendodekaeders zu erhalten.

Bestimmen Sie Koordinaten aller Eckpunkte des
Rhombendodekaeders in Abhangigkeit von der
Lange a := dj,, der klrzeren der beiden Diago-
nalen der Raute(n).

Berechnen Sie das Volumen des Rhombendode-
kaeders in Abhangigkeit von der Lange a = dj
der kurzeren der beiden Diagonalen der Raute(n).

Berechnen Sie den Abstand der Tragerebenen
zweier gegenuberliegender Rauten des
Rhombendodekaeders.

Bestimmen Sie die Raumwinkel, die die Trager-
ebenen zweier benachbarter Rauten miteinander
einschliel3en.

~»

https://www.geogebra.org/classroom/hvaduj4r ‘{:} RPTU



https://www.geogebra.org/m/djzftsx7
https://www.geogebra.org/classroom/hvaduj4r

R idaktik der
Rhombendodekaeder JTu n Mathematik

Sekundarstufen

0

Wiirfel

Rhombendodekaeder

D Punkte

Koordinatenachsen

0

1}
=)

NP <@
o
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Sekundarstufen

o R Didaktik der
Rhombendodekaeder: Koordinatensystem PTUn Mathemati

6 6

A, -
51 5
4 4

2 24
3 31
41 4

5 51
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Rhombendodekaeder: R Tunﬁﬂi??ﬁfﬁgﬁﬂ
Koordinaten der Eckpunkte P

Sekundarstufen

‘1 ca=( || )
| = B=( )
-C=( ) mI=C | | )
= D=( ) m ] = )
| = E=( ) s K= )
' -F=( ) m L= )
| -G=( ) m M=( | )
I, = H= ) s N=(C | | )

70  30.08.2024 https://www.geogebra.org/m/djzftsx7O RPTU


https://www.geogebra.org/m/djzftsx7#material/byngvzk2

Sekundarstufen

R Didaktik der
Rhombendodekaeder PTU::: Mathematik
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Sekundarstufen

R Didaktik der
Rhombendodekaeder PTlJ::: Mathematk
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Sekundarstufen

R Didaktik der
Rhombendodekaeder PTlJ::: Mathematk
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Rhombendodekaeder Didaktik der

Mathematik

Losungshinweise zu den Aufgaben

(1) Bestimmen Sie die Raumwinkel, die die
Seitenflachen des Wirfels und die Rauten

der Oberflache des Rhombendodekaeders
einschlielRen.

p = 45°

DIN-Format;

dxurz M drurz
2

lang

(2) In welchem Verhaltnis Llang stehen die

kurz

Langen der Diagonalen der Rauten?

(3) Bestimmen Sie die Hohe der Pyramiden,
die auf die Seiten des Wirfels aufgesetzt
werden, in Abhangigkeit von der Lange
a = dj,,, der kirzeren der beiden
Diagonalen der Raute(n).

N Q

hPyramide —

(4) Berechnen Sie die Lange der Kanten des
Rhombendodekaeders in Abhangigkeit von
der Lange a = dy., der klrzeren
der beiden Diagonalen der Raute(n).

30.08.2024 https://www.geogebra.org/m/djzftsx7 Q https://www.geogebra.org/classroom/hvaduj4r Q RPTU
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Rhombendodekaeder R Didaktik der

TU | | Mathematik

Losungshinweise zu den Aufgaben P -

(5) Wahlen Sie ein geeignetes Koordinatensystem,
um moglichst einfache Koordinaten der Eck-
punkte des Rhombendodekaeders zu erhalten.

(5) und (6)
Vgl. Folien 68 bis 70

(6) Bestimmen Sie Koordinaten aller Eckpunkte des
Rhombendodekaeders in Abhangigkeit von der
Lange a := dj,, der klrzeren der beiden Diago-
nalen der Raute(n).

(7) Berechnen Sie das Volumen des Rhombendode-
kaeders in Abhangigkeit von der Lange a = dj
der kurzeren der beiden Diagonalen der Raute(n).

VRhombendodekaeder
=2.a°

(8) Berechnen Sie den Abstand der Tragerebenen
zweier gegenuberliegender Rauten des
Rhombendodekaeders.

Vgl. Abschnitt 3.8
Grundvorstellungen
zum Abstand

(9) Bestimmen Sie die Raumwinkel, die die Trager-
ebenen zweier benachbarter Rauten miteinander
einschliel3en. -

9 (1) Bestimmen der Normalenvektoren der Tragerebenen
( ) der beteiligten Rauten.
(2) Bestimmen des Zwischenwinkels der Normalenvektoren.

75 30.08.2024 https://www.geogebra.org/m/djzftsx7 Q https://www.geogebra.org/classroom/hvaduj4r Q RPTU
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Rhombendodekaeder R Didaktik der

TU | Mathematik

Losungshinweise zu den Aufgaben P -

(9) Bestimmen Sie die Raumwinkel, die
die Tragerebenen zweier benachbarter
Rauten miteinander einschliel3en.

(9) Lasungsidee Vgl. Kapitel 3: Skalarprodukt

a) Bestimmen der Normalenvektoren der
Tragerebenen der beteiligten Rauten.

Dafur gibt es zwei Moglichkeiten:
m Nutzung des Skalarprodukts
= Nutzung des Vektorprodukts

b) Bestimmen des Zwischenwinkels ' V€ =
der Normalenvektoren.

Dafur gibt es zwei Moglichkeiten:
m Nutzung des Skalarprodukts
= Nutzung des Vektorprodukts

NjaNnv][aNn|Q
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Sekundarstufen

Rhombendodekaeder R n Didakiik der
oo o o TU Mathematik
Losungshinweise zu den Aufgaben P

(9) Bestimmen Sie die Raumwinkel, die Normalenvektor 7, zu den Spannvektoren MA und MB
die Tragerebenen zweier benachbarter

Rauten miteinander einschlielRen.

Fir den Normalenvektor n, gilt:

_a
Na, >
., — o
() 0=ng-MA=|"Ta, |- =3 =—%-na1—§-na2+%-na3
Tla3 %
a
Na, >
(IN0=7ng-MB=|Na, |-| =3 | =214, —3-ng, +3-ng,
na3 a
2
_ a>0
. I
a=| - a (D + (1) liefert: a-ng, =a-ng, = ng, =ng,
2
— I . ™
“=| > Wahlen, =n,. = 1.
a 2 . . . 1
-2-0 a . s
2 : Einsetzenin (II) liefert:  { S =(Ne, | =1
= 270 : a>0 N, 1
_2_ (= a — —
‘- () E-nal—O:nal—O/
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Sekundarstufen

Rhombendodekaeder R n Didakiik der
oo o o TU Mathematik
Losungshinweise zu den Aufgaben P

(9) Bestimmen Sie die Raumwinkel, die Normalenvektor 7, zu den Spannvektoren MC und MB
die Tragerebenen zweier benachbarter

Rauten miteinander einschlielRen.

Fir den Normalenvektor ny, gilt:

a
nbl 2
(|)0=n_b>MC= nbz % =% nb1+% nb2+%°nb3
Np, a
2
a
lel >
—_ — —_a |l _a a a
(IN0=ny-MB ="M, || =3 |=2-np, —5-Np, +3-Np,
Np, a
2
— a>0
. -
A=]| - a () + () liefert: a-np, =—a-np, = ny, =-—"np,
2
_ _| @ ) B
“=| > Wahlen, =1.=n, = —1.
a 2 . . . 1 —_—
—3-0 a Einsetzenin (1) liefert: > = =M, | = 0
a 2
| : a0 Np, 1
_2_ (= a — —
'~ (-a) 2, =03 ny, =0 )
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Sekundarstufen

Rhombendodekaeder R n Didakiik der
oo o o TU Mathematik
Losungshinweise zu den Aufgaben P

(9) Bestimmen Sie die Raumwinkel, die Der Winkel zwischen den von MC und MB sowie von MC
die Tragerebenen zweier benachbarter

Rauten miteinander einschlielRen.

und MB aufgespannten Ebenen entspricht dem Winkel
zwischen den Normalenvektoren n, und n, dieser Ebenen.

0 —1
Bestimmung des Winkels ¢ = 2(ng, n,) = 2 (1)( 0 )

1 1
m Mit Hilfe des Skalarprodukts ergibt sich:

Ngnp __ NayNpyTNg, Np, TNz Npg

mal-mpl [ 2 o2 . o2 2 42 .2
al'l™*b ng, +ng,+ng,- [np +np +ng.

cos(¢) =

_ 0-(~1)+1-0+1-1 1
'3 VoZ+12+12- /(- 1)2+02+12 V22

1
2

_ c=| ¢ m Daraus folgt fir ¢ = 2(ng, np) und damit flr den
MA=A-M e Winkel, den die Tragerebenen zweier benachbarter

Rauten des Rhombendodekaeders miteinander
einschliel3en:

Njanjan|a

¢ = £(ng,np) = 60°
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Exkurs: Vektorprodukt (Kreuzprodukt) RPTU n Mathematik

Das Vektorprodukt a x Vorgehensweise bei der Berechnung:
der Vektoren a und b ist 1. Schritt
ein Vektor, der senkrecht B a, - by — as - b,
auf der von a und b auf- axb= <a2 b, | =| =(a, - bs —as - by)
gespannten Ebene steht as bs a, b, —a, by
und mit ihnen ein Rechtssystem 2. Schritt
bildet (Rechte-Hand-Regel). )
Die Lange dieses Vektors ent- Lo a1 by _ 4y bs — a5 by
spricht dem Flacheninhalt des axb= 4 = (e bs —as - by)
Parallelogramms, das von . : bs ay * by = az - by
und aufgespannt wird. 3. Schritt
~ a1‘\ ’/b1 az - bz —az - by
?ixb=<azl‘><‘b2 =| —(ay; - b3 —as-by)
437 \U3 a, b, —a, - by

80  30.08.2024 & RPTU



Sekundarstufen

Rhombendodekaeder R n Didakiik der
oo o o TU Mathematik
Losungshinweise zu den Aufgaben P

(9) Bestimmen Sie die Raumwinkel, die Bestimmung der Normalenvektoren 7, und 7, der von MA
SSRICIEEEENENPAEIE RN LRSI und MB sowie von MC und MB aufgespannten Ebenen und
Rauten miteinander einschliefsen. deren Zwischenwinkel ¢ = 2(n,,n;) mit dem Vektorprodukt.

a a _a? a?
\ —2 2 A (0
1 _ _a _a _ [ __ac _a — ac
s MAxMB=|-%|x|-%]|=|-(-2-2) =2 1
a a 2 2
2\ 2
az az

| ~is

|0 m MB X MC =

N
I
I

N
X
N[QN[QN|Q
I
|
~

"‘H\J NS
|
S
->|9N
~
I
N|QN
|
S A
~

viaNn|e
N[Q

m Damit ergeben sich folgende Normalenvektoren:

0 —1
n_’a=<1> und n_b’=<0>
1 1
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Rhombendodekaeder

Losungshinweise zu den Aufgaben

(9) Bestimmen Sie die Raumwinkel, die
die Tragerebenen zweier benachbarter
Rauten miteinander einschliel3en.

NjaNn|Q

N|[QN|[QN|Q
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R Didaktik der
TUJ Mathematik
P Sekundarstufen
m Der Betrag ‘?i X b‘ des Vektor-

produkts @ x b gibt den Flachen- N

inhalt des von @ und b aufge- b
spannt Parallelogramms an.

|?i X B| = |a| - ‘B| - sin()

a

m Damit ergibt sich fir den Zwischenwinkel ¢ von a und b:

m Mit den Werten von n, und n, der vorherigen Folie folgt:
maxml V3 A3
gl - Iyl V242 2

¢ = £(ng,np) = 60°

sin(g) =

m Daraus folgt:

RPTU



Wirfel und Kuboktaeder

R Didaktik der
TU | | Mathematik

83

2. Achse

/

1. Achse

30.08.2024 Koth, M. & Malle, G. (2005). Koordinaten. Mathe-Welt, 133,15

Kuboktaeder
Die Mittelpunkte der zwolf Wurfelkanten

sind die Eckpunkte des Kuboktaeders, eines
Korpers, der von sechs Quadraten und acht
gleichseitigen Dreiecken begrenzt wird.

RPTU



oo R idaktik der
Wiirfel und Oktaeder TU| T Vathemati

4 3. Achse

Oktaeder
Die Mittelpunkte der sechs Seitenflachen

eines Wurfels sind die Eckpunkte des
Oktaeders, einer von acht gleichseitigen
Dreiecken begrenzten Doppelpyramide.

84  30.082024 Koth, M. &Malle, G. (2005). Koordinaten. Mathe-Welt, 133, 15 RPTU



Sekundarstufen

oo R idaktik der
Flachenberechnungen STU n Mathemati

Aufgabe: Es soll der Flacheninhalte eines Finfecks ABCDE bestimmt werden, von dem wir
die Koordinaten der Eckpunkte kennen (Rasterquadrate haben die Seitenlange 1.).
FUhre beide Losungsansatze weiter aus.

Olivers Losungsvorschlag
Apinfeck = A1 + A + A + Ay + Ay + Ay Arinfeck = Ap,p,p,p, — (A1 + Ay + Ay + Apy)

85  30.082024 Koth, M. &Malle, G. (2005). Koordinaten. Mathe-Welt, 133,12 RPTU



R Didaktik der

Flachenberechnungen TU Mathemati

P Sekundarstufen

Aufgabe: Berechne die Flacheninhalte der Vierecke.

L=r A Sy i

i E=(7]10) " F=(0]10) E=(7]|10)
D=(14|6) LT ; _(11|7
E=@3|5 G D=(11|7)

' H=(0|4)
A=(0|3) _ _ C=(12|4) C=(11]3)
- = ,
B=(4|0) C=(10]0) A=(0|0) B=(1|0) A=(0]0) B=(7|0)
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Mathematik

Sekundarstufen

oo R idaktik der
Flachenberechnungen PTU::: Mathe

Aufgabe:
Drucke die Koordinaten der
Eckpunkte und die Flachen-

inhalte der Figuren mit den
gegebenen Variablen aus.

87 30.08.2024 Koth, M. & Malle, G. (2005). Koordinaten. Mathe-Welt, 133,12
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Aspekte des Skalarprodukts im MU

o1

Langen und
Winkel messen

Zahlen und
Vektoren
vermessen

Arithmetischer KOl gnd
. produktive
Ubungen

Schacht, F. (2014). Ganz schon verMESSEN! - Das Skalarprodukt aus der Perspektive des Messens. Praxis der Mathematik in der Schule 56(55), 32-

Geometrische
Deutung

30.08.2024 38
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s
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Sekundarstufen

RPTU



Skalarprodukt

R Didaktik der
TUJ Mathematik
P Sekundarstufen

Skalarprodukt:
Weitere Struktur in einem Vektorraum
Um in einem Vektorraum Langen und Winkel

messen zu konnen, muss eine weitere Struktur,

das Skalarprodukt, hinzugeflgt werde.
= Euklidischer Vektorraum

92  30.08.2024

Abstandsbestimmung
Punkt < Gerade, Ebene «— Gerade
parallele Geraden (z. B. zur
Flachenberechnung)
Windschiefe Geraden

Berechnung von Schnittwinkeln
Gerade < Gerade
Ebene « Ebene
Gerade « Ebene

Prifen auf Orthogonalitat
Gerade <« Gerade
Ebene « Ebene
Gerade <« Ebene

Bestimmung
Normalenvektor einer Ebene
Normalengleichung einer Ebene
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Skalarprodukt und Messen

R Didaktik der
TU | | Mathematik

Winkel zwischen Gerade und Ebene

Der Winkel ¢ zwischen einer Ebene E und
einer Gerade g ist der Erganzungswinkel
zum Winkel B zwischen dem Normalen-
vektor n der Ebene und dem Richtungs-
vektor v, der Gerade: ¢ =90°—f

Abbildungen aus:

Winkel zwischen Ebenen

Der Winkel ¢ zwischen zwei Ebenen E;
und E, ist der Winkel zwischen den
Normalenvektoren n; und n, der Ebenen.

~»

94  30.08.2024 Schmidt et al. (2010). Mathematik Neue Wege. Arbeitsbuch fiir Gymnasien - Lineare Algebra - Analytische Geometrie. Braunschweig: Schroedel, 140-142 RPTU



Skalarprodukt und Messen

R Didaktik der
TU | | Mathematik

Normalenvektor einer Ebene

Ein Vektor 71, der orthogonal zu beiden
Richtungsvektoren der Ebene ist, heildt
Normalenvektor der Ebene.

Esqilt: 7-u=0 A n-v=0

Abbildungen aus:

Winkel zwischen Geraden

Der Winkel ¢ zwischen zwei Geraden
g und h ist der Winkel zwischen den
Richtungsvektoren v, und vy, der
Geraden.

Schmidt et al. (2010). Mathematik Neue Wege. Arbeitsbuch fiir Gymnasien - Lineare Algebra - Analytische Geometrie. Braunschweig: Schroedel, RPTlJ

95  30.08.2024 140-142



Skalarprodukt und Messen

Abstand Punkt P < Punkt Q
(@1 — p1)* + (@2 — p2)? + (g3 — p3)*

Abstand Punkt P < Gerade g

(1) Hilfsebene H bestimmen, die senkrecht
zu g ist und P enthalt.

(2) Schnittpunkt S von g und H bestimmen.
(3) Abstand der Punkte P und S bestimmen.

Spezialfall: Abstand paralleler Geraden

P ist ein beliebiger Punkt einer der Geraden.
Der Abstand von P zur anderen Geraden ist

der gesuchte Abstand.

Abbildung aus:

Didaktik der
Mathematik

96 30.08.2024  Schmidt et al. (2010). Mathematik Neue Wege. Arbeitsbuch fir Gymnasien - Lineare Algebra - Analytische Geometrie. Braunschweig: Schroedel, 140-142 RPTU
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Skalarprodukt und Messen TU| L T Mathematik

Abstand Punkt P < Ebene E

(1) Hilfsgerade h bestimmen, die senkrecht
zu E ist und P enthalt.

(2) Schnittpunkt S von h und E bestimmen.
(3) Abstand der Punkte P und S bestimmen.

Spezialfall: Abstand paralleler Ebenen
P ist ein beliebiger Punkt einer der Ebenen.
Der Abstand von P zur anderen Ebene ist
der gesuchte Abstand.

Abbildung aus: RPTlJ
97 30.08.2024  Schmidt et al. (2010). Mathematik Neue Wege. Arbeitsbuch fir Gymnasien - Lineare Algebra - Analytische Geometrie. Braunschweig: Schroedel, 140-142



Skalarprodukt und Messen

R Didaktik der
TU | | Mathematik

Normalenform einer Ebenengleichung

Wenn P ein Punkt der Ebene E ist und n
ein Normalenvektor von E, dann ist
E:(X—P)-i=0

eine Normalenform der Ebenengleichung.

Spezialfall: Hesse’sche Normalenform
Wenn P ein Punkt der Ebene E ist und

Ny = % ein normierter Normalenvektor
von E, dannist

E:(X—P) -mg=0
eine Hesse'sche Normalenform der
Ebenengleichung.

Abbildung aus:

Anwendung der Hesse’schen Normalenform
Berechnung des Abstands d(Q, E) eines Punktes
Q zur Ebene E:

d(Q,E) = |ng - (Q — P)|

98 30.08.2024  Schmidt et al. (2010). Mathematik Neue Wege. Arbeitsbuch fir Gymnasien - Lineare Algebra - Analytische Geometrie. Braunschweig: Schroedel, 140-142 RPTU



Didaktik der

Skalarprodukt und Messen Mathematik

Orthogonalitat von Vektoren Lange eines Vektors
Zwei Vektoren d@ und b sind genau Fir die Lange |d| eines Vektors a gilt:
dann orthogo_rjal zueinander (a 1 b), 3| =va g = \/a% a2 + o
wenngilt a-b = 0. e
Beispiele:
In Koordinatenschreibweise: In der Ebene Im Raum
Glboa; bi+a, b,+as by=0 ldl =32 +22=+13 | |d|=+v22+3%2+12=+14

Abbildungen aus: RPTlJ
99 30.08.2024  Schmidt et al. (2010). Mathematik Neue Wege. Arbeitsbuch fir Gymnasien - Lineare Algebra - Analytische Geometrie. Braunschweig: Schroedel, 140-142
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Arithmetischer Zugang
Beispiel Modelleisenbahnbau

R
s
P

Didaktik der
Mathematik

Sekundarstufen

Artikel Stilickzahl im Stilickzahlim Stilickzahl im Preis
Basissortiment | Erganzungssortiment 1| Erganzungssortiment 2 | pro Stiick
Gleisstuck gerade (168,9 mm) 3 8 15 2,40 €
Gleisstlck gebogen (45°) 8 4 8 2,70 €
Anschluss-Gleisstiick 1 0 1 6,29 €
Weiche links 0 1 2 17,98 €
Weiche rechts 0 1 2 17,98 €
Weichenantrieb 0 2 4 12,98 €
Anschluss-Gleisstiick
Gleisstiick (gerade) Weichensnitich Wemhe (I mks)
101 30.08.2024 Filler, A. (2011). Elementare Lineare Algebra. Heidelberg: Spektrum Akademischer Verlag, 100 RPTU




Arithmetischer Zugang R Didakiik der

) ) o I .
Beispiel Modelleisenbahnbau p | @@ Sy

Artikel St'Eickza!‘nI im ) Stiickzahl i!n ) Stiickzahl i.m Preif

Basissortiment | Erganzungssortiment 1| Erganzungssortiment 2 | pro Stuck

Gleisstluck gerade (168,9 mm) 3 8 15 2,40 €
Gleisstlck gebogen (45°) 8 4 8 2,70 €
Anschluss-Gleisstuck 1 0 1 6,29 €
Weiche links 0 1 2 17,98 €
Weiche rechts 0 1 2 17,98 €
Weichenantrieb 0 2 4 12,98 €

Teilevektor Preisvektor Gesamtpreis eines Sortiments

Stickliste 2,40 Summe der Produkte einander Die Produktsumme,
Ergan- 2,70 entsprechender Komponenten die den Gesamtpreis
zungs e, = 6,29 des Teile- und des Preisvektors ergibt, nennen wir

sorti- P~ 117,98 152,40 + 82,70 + 1 - 6,29 S alrEradhl dar
ment 2: 17,98 4+2-1798+2-17,98+ 51298 Vektoren e, und 7.
12,98 = 187,73 (in €)

102 30.08.2024 Filler, A. (2011). Elementare Lineare Algebra. Heidelberg: Spektrum Akademischer Verlag, 100 RPTU



Arithmetischer Zugang R Tun Didaki der
Definition Skalarprodukt P

Sekundarstufen

Als Skalarprodukt zweier Vektoren i, v € R™ mit

wird die Summe der Produkte einander entsprechender
Komponenten von 1 und v bezeichnet:

-« +

103 30.08.2024 Filler, A. (2011). Elementare Lineare Algebra. Heidelberg: Spektrum Akademischer Verlag, 100 RPTU



Arithmetischer Zugang R Didakiik der

TU | | Mathematik

Definition Skalarprodukt P -

Bemerkungen

m Der Name Skalarprodukt kommt daher, dass zwei Vektoren
ein Skalar, d. h. eine reelle Zahl zugeordnet wird.

Beim Rechnen mit Vektoren treten damit nun drei Arten von
Produkten auf, fir die jeweils das Zeichen ,,-” verwendet wird:
0 das Produkt zweier reeller Zahlen,

0 das Produkt eines Vektors mit einer reellen Zahl,

o das Skalarprodukt zweier Vektoren.

Was das Zeichen ,-“ jeweils bedeutet, ergibt sich aus der Art
von Objekten (Vektoren oder reelle Zahlen), zwischen denen
es steht.

104 30.08.2024 Filler, A. (2011). Elementare Lineare Algebra. Heidelberg: Spektrum Akademischer Verlag, 100 RPTU
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Mathematik

Skalarprodukt: Geometrische Deutung Ry Q@ e

YA
P;(x2;y2)
Abstand zweier Punkte der Ebene Va1
FUr den Abstand zweier Punkte P (x¢; y1) |p1 p2 |
und P, (x,; y,) der Ebene ergibt sich mit V,— ¥,
dem Satz des Pythagoras:
|P1P3| =/ (x2 — x1)% + (y2 — y1)? i+
X, =X,
P1(x1; 1)
—_—
X X5 X

106 30.08.2024 Filler, A. (2011). Elementare Lineare Algebra. Heidelberg: Spektrum Akademischer Verlag, 55 RPTU



o R idaktik der
Skalarprodukt: Geometrische Deutung RUIPY Miathematik

z A Pz(XZJYZIZZ)

Abstand zweier Punkte des Raums

FUr den Abstand zweier Punkte P{(x1; v1; 21)
und P, (x5; y2; Z») des Raums ergibt sich (zwei-

maliges Anwenden des Satzes des Pythagoras):

(x2 —x1)% + (y2 —y1)? + (22 — z1)?

107 30.08.2024 Filler, A. (2011). Elementare Lineare Algebra. Heidelberg: Spektrum Akademischer Verlag, 55 RPTU



R Didaktik der

Skalarprodukt: Geometrische Deutung TU| L X Mathematik

= ’

Darstellung von Vektoren

m Der Abstand zweier Punkte P;(x1; v1;21)
und P, (x5; v2; Z») des Raums entspricht

der Lange des PfeilslPle.

Wird ein Vektor B durch den Pfeil P, P,

reprasentiert, dann kann man diesen
Vektor auch so darstellen:

Pp=PP,=[Yp|=|Y2—D1
Zp Zy — 71

108  30.08.2024 Filler, A. (2011). Elementare Lineare Algebra. Heidelberg: Spektrum Akademischer Verlag, 55

Py(x2;¥2; Z3)

y Vr Py (x1; Y15 21)

/ i i -
X Xy X

RPTU



R Didaktik der

Skalarprodukt: Geometrische Deutung RUPOU

Betrag (Lange) eines Vektors

Py(x2;¥2; Z2)

Bildet man das Skalarprodukt eines Vektors

Xp X2 — X1
Pp=PP,=|Yp|=|Y2—)1 .
Zp Zy — 71 P
mit sich selbst, so erhalt man:

— o e Pi(X1;V4; 2
p.p:xp.xp+yp.yp+zp.zp y}/ 1(1y1 1)
= (xz —x1)° + (y2 —y1)? + (25 — 21)? y

= (VO -5+ 02 =912+ @~ m)?) = IPsP,I?

AVES v bezeichnet man die Wurzel aus dem
Skalarprodukt dieses Vektors mit sich selbst:

109 30.08.2024 Filler, A. (2011). Elementare Lineare Algebra. Heidelberg: Spektrum Akademischer Verlag, 55
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Didaktik der
Skalarprodukt erkunden TU Mathematik
P Sekundarstufen
o
2
6
5
4 —
a
3
b
2
1
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 72 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
-1
Erkundungsauftrage 8
- Was fallt auf? a = (6)’ |('1,’| =10 p = 4(&’, b) — 9(°
- Was passiert, wenn die Vektoren parallel zueinander sind?
- Wann ist das Skalarprodukt positiv, wann negativ? . —3 .
- Wie kann man einen der beiden Vektoren &ndern, b= ’ |b| =95 a-b=0
ohne dass sich das Skalarprodukt &ndert? 4 n
m 30.08.2024 https://www.geogebra.org/m/vxfndvh7O RPTU
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R idaktik der
Skalarprodukt erkunden STU n Mithemi

Aufgabe: Was passiert, wenn die beiden Vektoren parallel zueinander sind?

—o0

RPTU

=l
||
A
oo
S
=
||
—
o
Q)
(=l
I
()]
(=
=al]
||
T
S Qo
S
<
I
—_
s
Q)
=l |
Il

12 30.08.2024 https:;//www.geogebra.org/m/vxfndvh7 Q
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R Didaktik der

Skalarprodukt erkunden TU Mathematik

P Sekundarstufen

Aufgabe: Wann ist das Skalarprodukt positiv, wann ist es negativ?

7 7 T
6 6 x 6
5 5 5
4 4 4
; b ; b ;
2 2 5 2 b (p

i =0 1 e i o 1 -0

a a a

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10
> _ (5 1 — — 90 ~__[5 0 — — an° ~__ [ S = B — o
a— 0,|a|—5 L o —rd a= 0,|a|—5 p = Z(a, b) =90 a= 0,|a|—5 p = Z(a,b) =137.4
E:(i$>,15’|:5 d-b=8.1 g=(g>,|5]:5 @-b=0 b= (_g'z>,]5|:5 f-b=—18.4

113 30.08.2024 https://www.geogebra.org/m/vxfndvh7 Q RPTU
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Sekundarstufen

R idaktik der
Skalarprodukt erkunden STU n Mathematik

i [}
4 :
‘ 5 B:(i>,|6’|:5 d-b=15
1 — : =0
Aufgabe a
. 'l
Wie kann man L : Pl
einen der beiden :
60 3
Vektoren andern, 2 : G (5), G =5 o = /(d,5) = 33.7°
ohne dass sich das ! 0
?kalarprodukt 1 . =e b= (g) 16| = 3.6 i-b=15
andert? <
2 : — 5 — - 7 (o]
L az(o), |a| =5 w = Z(a,b) =18.4
1 al -
\ar\i b= : |b| = 3.2 a-b=15
0 1 2 D3 rt 5 6 -1 ;2 T

114 30.08.2024 https://www.geogebra.org/m/vxfndvh7 Q RPTU
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Sekundarstufen

Produktive Ubungen: R Tun Didakek der
Systematische Variation nutzen P

wowe TR ECIRHE

a) Zeichne zunachst jeweils die
beiden Vektoren des Produktes 1 ) _ F2) _ (4) _ (2) — (4) _ ( 3 ) _
in ein Kgordl.na’.cenkr.euz. 0/ 10 1 2 1 -12
I ) (- ()3 | ()

b) Man nﬂennt diese multiplikative 1) (4] _ 4\ (4)_ 3\ (-8 _
GOl o 0= | (1) G- )
gen Uber die Funktionsweise (1 ) _ (5) — (4) _ (5) — (8) _ ( 3 ) —
dgs Skalarprodgkts vor dem 0 0 1 S 2 -12
PRIV (1) (o). | (4).(10)= [ (5).(9)-

ccccccc ,F. (2014). Ganz schon verMESSEN! - Das Skalarprodukt aus der Perspektive des Messens. RPle
15 30.08.2024  Praxis der Mathematik in der Schule , Heft 55, 56. Jahrgang, 32 38  https .//www.geogebra .org/m/twm4mpbr Q
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Produktive Ubungen: R Tun Didakek der
Systematische Variation nutzen P

Sekundarstufen
6 = () =)
il = =
Ya 1
” =
4 ()= (3)
Yo 4

0

> Skalarprodukt

1 -
a-b=20

\J
6 5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6
-1 lxa|=2
=2 ya =1
*

-3

ar X2

-5 b=4

116 30.08.2024  https://www.geogebra.org/m/twm4mpbr Q RPTU
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Produktive Ubungen: R Tun Didakek der
Systematische Variation nutzen P

Sekundarstufen

2,2

CO R R

1,44

Aufgabe

™
[

O -

a) Finde zunachst jeweils die
Vektoren in der Abbildung

1,24

Ergebnisse und der jeweils
zugrunde liegenden
Vektoren.

0,8+

1
und berechne dann die (% - (8) = (\%) : (a) = s
angegebenen Skalar- >
produkte. 1 5 A
b) Beschreibe deine Beo- V2 | (’I ) _ N2 | (’I ) _
bachtungen und formuliere % 0 % 0
Hypothesen zur Funktions- N
weise des Skalarprodukts N3
vor dem Hintergrund der % : (8) = (\/F) : (a) = -
2

- 0O

e

(o) = 2)-(o)= .

0

I I I I I I I I I I I L
-02 902040608 1 12 14 16 1,8 2 22
-0,2-

Schacht, F. (2014). Ganz schén verMESSEN! - Das Skalarprodukt aus der Perspektive des Messens. RPle
[1V4 30.08.2024  Praxis der Mathematik in der Schule, Heft 55, 56. Jahrgang, 32-38 https://www.geogebra.org/m/twm4mpbr Q
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Produktive Ubungen: Geometrische

Interpretation des Skalarprodukts

R
s
P

18

<
6
5
4
3
i
b |,
1
~N
S—
=6 =6 14 T | =2 1=t |10 3q 4 5 e
% a
A=18
-2
S, a
-4

7= ()= (o)
= ()= (5)
i-b=—18

Skalarprodukt D Ea

geometrische Interpretation

xa=6

—.—

30.08.2024  https://www.geogebra.org/m/rbt5pgfp Q
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o o R Didaktik der
Skalarprodukt: Geometrische Eigenschaften TU| L Y Wethemati

Satz: Orthogonalitat von Vektoren

Zwei Vektoren 1 und ¥ sind genau
dann orthogonal, wenn i - v = 0 gilt.

Beweis
m Von zwei Vektoren

xu xv
U= ()’u) und v = (%) ist keiner der Nullvektor.

Zy Zy

(Wenn i = 6 oder v = g, dann folgt i - ¥ = 0 direkt aus der Definition des Skalarprodukts.)
m Betrachte die Pfeile OU und OV die Reprasentanten von u bzw. v
sind und deren Anfangspunkt der Koordinatenursprung O ist.

m Die Vektoren © und v sind genau dann orthogonal,
wenn das Dreieck AUV O bei 0 rechtwinklig ist.

m Nach dem Satz des Pythagoras und seiner Umkehrung ist
das genau dann der Fall, wenn |OU|? + |0V |? = |[UV|? gilt.
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Skalarprodukt: Geometrische Eigenschaften RPTU::: Mathematik

Sekundarstufen

Satz: Orthogonalitat von Vektoren V. Zi

Zwei Vektoren 1 und ¥ sind genau
dann orthogonal, wenn i - v = 0 gilt.

Beweis (Fortsetzung) 5 Y [
m Zuzeigen: |0U|* + |0V|? = |UV|?

m |OU|? = |i|? 0

m |OV|? = |7)? Y

m [UVE =10 -1l = (0, — )% + Oy — 7)) + (2 — 2,)° X

N

= x2 — 2x,x, + X%+ y2 =2y, v, + V2 + 22 — 22,2, + 72
= (xlzl, + y& + Zz%) + (x5 + yvz + Zg) — 2 (Xuxy + Yy + 242y)
=|ul?+v|*=2-u-v=|0U)*+|0OV|*? =2 U -V

m Damitgilt |OU|? + |0V|? = |UV|? genau dann, wennii - v = 0.

m Genauin diesem Fall sind die Vektoren u und v orthogonal. u
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: : R
Skalarprodukt: Geometrische Eigenschaften PTU::: Mathematik

Sekundarstufen

Satz:
Skalarprodukt kollinearer Vektoren
m Furzwei kollineare und gleichorientierte
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung Vektoren i und ¥ gilt:
Fir beliebige Vektoren 1 und v gilt: u-5 =il |9
lu- o] < [ul - |9 ) -
m Furzwei kollineare und entgegengesetzt
orientierte Vektoren u und v gilt:

—

u-v=—lul-|v|
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R Didaktik der
Mathematik

Skalarprodukt und Winkel zwischen Vektoren

m Der Betrag des Skalarprodukts zweier Vektoren
ist also
0o maximal, wenn die Vektoren kollinear und
o minimal (namlich Null), wenn die Vektoren

orthogonal sind.

m Damit liegt nahe, dass das Skalarprodukt von den
Betragen und dem Zwischenwinkel der Vektoren
anhangt.

Der Winkel zwischen zwei Vektoren 1 und v ist der
Winkel zwischen zwei reprasentierenden Pfeilen PU
und PV mit demselben Anfangspunkt P.
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R Didaktik der

Skalarprodukt: Geometrische Eigenschaften TU| L T Mathematik

Skalarprodukt und Winkel zwischen Vektoren

m LotvonV auf die Gerade UP fallen.
V; ist der Lotfulspunkt.

v = v, + U, (vgl. Abbildungen)

124

_ -

l_i‘l_7>=ﬁ)(171+172)=l_i171+ u-v, :ﬁ)'l_}l
~—————

=()_) ~
wegen ulv,
1 und v; kénnen abhangig vom Zwischenwinkel ¢
vonu und v (mit0 < ¢ < 180°)
o gleich orientiert (¢ < 90°) oder
0 entgegengesetzt orientiert (90° < ¢ < 180°) sein.

RPTU
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Skalarprodukt: Geometrische Eigenschaften R oy OO

\ Skalarprodukt und Winkel zwischen Vektoren

Seien u und v, gleichorientiert, dann gilt
nach dem Satz Uber das Skalarprodukt
gleichorientierter, kollinearer Vektoren:

—

u-vy = Jul - o] ()

Im rechtwinkligen Dreieck APV, V qilt

cos(@) = Pil b, |U1] = |V] - cos(p) (*x)

V]

Damit folgt:
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Skalarprodukt: Geometrische Eigenschaften RPTU::: Mathematik

Sekundarstufen

Satz

Fir das Skalarprodukt zweier Vektoren u und v, ihre
Betrage |ul, || und den Winkel ¢ = 2(u, v) qilt:

u-v = ul-[v] - cos(gp)
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Skalarprodukt: Geometrische Eigenschaften TU| L T Mathematik

Winkel zwischen zwei Vektoren

xu xv
Wenn u = ()’u) und v = <}’v> zwei Vektoren

Zy Zy

des Raumes sind, dann ergibt sich:

— —

u-v Xy Xy +Yu Yo+ 2y Zy

ul -9l \[x2+y2+ 22 [x2+y2 + 22

cos(2(u,v)) =
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Sekundarstufen

oo oo R Didaktik der
Pl‘asenZUbUI‘lg PTU::: Mathematik

G
Aufgabe

Bestimmen Sie den Winkel zwischen der

Seite [AB] und der Raumdiagonalen [AG] ! F
im Quader ABCDEFGH.

o0 [ ] [ ] 1
Losungshinwels
ungshinwei y ¢ | | 8/

4 4 . - :
SN . X
AB=(0>,AG=<3> : 2 3 4

0 2_) .

e AB - AG 4-44+0-34+0-2 16
cos(A(AB,AG))= — = =

|AB| - |AG| V4Z+02+0%2-V42+32+22 4-4/29

= L(E, E) ~ 42°
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Mathematik

Sekundarstufen

Abstand Punkt — Gerade R :: Didaktik der
TU
P

Strategie gesucht

Ausgangssituation Aufgaben

Gegeben sind ein Punkt P und eine Gerade
g in einem raumlichen Koordinatensystem.

a) Sammeln Sie moglichst viele verschiedene «
Losungsideen zur Abstandsbestimmung.

Hinweis: Welche geometrischen Objekte (z. B.
Punkt, Vektor, Gerade, Ebene, Dreieck,
Viereck, Kugel) konnen dabei helfen?

b) Entwickeln Sie fur eine Idee ein konkretes
Vorgehen und beschreiben Sie dieses mit

Wie kann man allen notwendigen Schritten.

vorgehen, um
den Abstand
des Punktes P
zur Geraden g
zU bestimmen?

c) Berechnen Sie mit diesem Vorgehen den
Abstand des Punktes P(1|2|3) zur Geraden g.

O

Frohn, D. & Salle, A. (2020). Wie finde ich den richtigen Abstand? Das Prinzip
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R Didaktik der

Hilfestellungen STU & & v
Idee: Normalenvektor @  Idee:Senkrechte Verbindung@) Idee: Hilfsebene ©)
m Die Ebene, die P und g enthalt, m Wahle einen allgemeinen Punkt m Finde die Ebene, die P enthalt

hat einen Normalenvektor. Q auf g! Er hangt noch von t ab. und senkrecht zu g verlauft!
m Ein Verbindungsvektor von P m Der Verbindungsvektor p_Q) sol| m In dieser Ebene kann ein
zu g, soll senkrecht zum Nor- senkrecht zu g sein! weiterer Punkt bei der
malenvektor und zu g sein! = Das Skalarprodukt kann Abstar:dsbestimmung
m Das Skalarprodukt kann helfen! helfen! helfen!
Idee: Beriihrkugel @  Idee:Kiirzeste Verbindung (&) Idee: Geradenschar ©)
m Finde eine Kugel mit Mittel- m Wahle einen allgemeinen Punkt m Es gibt eine Schar von unend-
punkt P, die g beruhrt. Q auf g! Er hangt noch von t ab. lich vielen Geraden durch P,
= Der Radius r dieser Kugel muss = Der Verbindungsvektor PQ soll die senkrecht zum Richtungs-
so gewahlt werden, dass es nur moglichst kurz sein! vektor von g verlaufen.
einen Schnittpunkt mit g gibt. = Eine quadratische Funktion 0 Diejenig'e Gerade de.r Schar, die
m Wissen Uber quadratische kann helfen! g schneidet, k.ann bei der
Gleichungen kann helfen! Abstandsbestimmung helfen!

Frohn, D. & Salle, A. (2020). Wie finde ich den richtigen Abstand? Das Prinzip
131 30.08.2024 der Orientierung an Grundvorstellungen. Mathematik lehren, 223, 32-36 RPTU



R Didaktik der

Hilfestellungen TU| L Y Mathematik

Idee: Orthogonalisierung @  Idee:Hohe im Parallelogramm($) Idee: Kugelschnittpunkte (@)

m Ein Verbindungsvektor v von P m Ein Verbindungsvektor von m Finde eine Kugel mit
zu g kann in einem zu g paralle- P zu g spannt mit einem Mittelpunkt P, die von
len und einen zu g orthogona- Richtungsvektor von g ein g in zwei Punkten A und B
len Anteil zerlegt werden: Parallelogramm auf. getroffen wird!
vV=y+ 0, = Hat man den Flacheninhalt und m Der Mittelpunkt der Punkte
m Ist U ein Richtungsvektor von g, eine Seitenlange, so kann man A und B kann bei der
so gilt: die Hohe im Parallelogramm Abstandsbestimmung helfen!
., v-u bestimmen!
V== uUu
T m Das Vektorprodukt kann helfen!

m Der Vektor v kann bei der
Abstandsbestimmung helfen!
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Grundvorstellungen zum Abstandsbegriff RPTlJ::: Mathematik

Sekundarstufen

Abstand als Radius
einer Beriihrkugel (3D) bzw.
eines Beriihrkreises (2D)

Abstand Abstand

als kiirzeste Verbindung als orthogonale Verbindung

Lange von s
g <

https://www.geogebra.org/m/r2tjpnrj €3 | https://www.geogebra.org/m/cbkyebyk €2 | https://www.geogebra.org/m/cbkyebyk €%
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Sekundarstufen

Grundvorstellungen zum Abstandsbegriff R T”n Didaktik der
Spezialfall: Kugel, die die Gerade schneidet P
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R Didaktik der

Grundvorstellungen zum Abstandsbegriff ~_Tu Mathemati

P Sekundarstufen

Lange des Verbindungsvektors,
der orthogonal zur Geraden
verlauft

Lange des klirzesten
Verbindungsvektors

T
v g
r o\{q' LT

w

VA\MV

orthogonale
Verbindung

Klrzeste
Verbindung

Gerade als Punktmenge:
Zu jedem Parameterwert gehort ein Punkt.
Verbindungsvektor als Pfeil mit Lange, Richtung & Orientierung

Skalarprodukt:
Orthogonalitatsbedingung fur zwei Vektoren

Funktionaler Zusammenhang: Jedem Parameterwert
wird die Lange des Verbindungsvektors zugeordnet.

Normalebene zur Geraden
durch den Punkt, Schnittpunkt
mit der Geraden

orthogonale
Verbindung

Gerade als Punktmenge:

Zu jedem Parameterwert gehort ein Punkt

Verbindungsvektor als Pfeil mit Lange, Richtung & Orientierung
Normalenform einer Ebene:

Alle Verbindungsvektoren von zwei Punkten der Ebene sind
orthogonal zum Normalenvektor.

Hohe eines Parallelogramms,
das durch einen Richtungs-
und einen Verbindungsvektor
aufgespannt wird

orthogonale
Verbindung

Richtungsvektor einer Geraden und Verbindungsvektor zweier
Punkte als Pfeile mit Lange, Richtung und Orientierung
Vektorprodukt:

Betrag gibt Flacheninhalt des Parallelogramms an
Flacheninhalt Parallelogramm: Produkt von Seitenlange & Hohe
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R Didaktik der

Grundvorstellungen zum Abstandsbegriff STU & & e

AO A A < A - - Are -~y - - -
e D LJ e e [J - e » e -» e e e UJ e

Normalenform einer Ebene: Alle Verbindungsvektoren von zwei
Punkten der Ebene sind orthogonal zum Normalenvektor
Skalar-/Vektorprodukt zur Bestimmung des Normalenvektors
Richtungsvektor einer Geraden als Pfeil mit Lange, Richtung

und Orientierung

Lotgerade sowohl orthogonal zur
Geraden als auch zum Normalen-
vektor derjenigen Ebene, die Punkt L
und Gerade enthalt A

orthogonale
Verbindung

Gerade als Punktmenge:

orthogonale Zu jedem Parameterwert gehort ein Punkt

Verbindung Verbindungsvektor als Pfeil mit Lange, Richtung und Orientierung
Skalarprodukt: Orthogonalitatsbedingung fur zwei Vektoren

Geradenschar durch den Punkt,
die orthogonal zur gegebenen
Gerade sind; nur eine Gerade der
Schar schneidet diese

BerUhrpunkt an die Gerade von
einer passend grofRen Kugel um
den Punkt

Radius einer

Beriihrkugel Gerade als Punktmenge:

Zu jedem Parameterwert gehort ein Punkt

Kugel als Ortsflache:

Mittelpunkt der Schnittpunkte von
Kugel als Menge von Punkten gleichen Abstands zum Mittelpunkt

der Geraden mit einer genligend
grofRen Kugel um den Punkt

orthogonale
Verbindung

Beliebiger Verbindungsvektor ist
Summe von parallelem und
orthogonalen Anteil; Berechnung
des parallelen und damit dann des
orthogonalen Anteils (Gram- 2200
Schmidt-Orthogonalisierung) 2

Skalarprodukt: Projektionsvorstellungu - v = i - U3

<
&l

orthogonale
Verbindung

Skalare Multiplikation: i wird zu v;; gestaucht/streckt: v; =

3
)

Vektoraddition: orthogonaler Verbindungsvektor ist v — vy
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Warum Modellieren und R Didaktik der

TU | | Mathematik

Angewandte Mathematik? P -

Zielrichtungen

m Die Frage nach dem ,Warum?”
wird von Anfang an thematisiert.

m Begriffe, Verfahren und Strukturen
o an konkreten Beispielen erarbeiten,
o als Grundlage von Problemlosungen nutzen und
o in vielfaltigen Anwendungsbereichen einsetzen.
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Sekundarstufen

o o R idaktik der
Beispiel: Marktforschung PTlJ::: Mathemati

Streaming-Dienste
m Ein Marktforschungsinstitut wird beauftragt, das Verhalten der

Abo-Kunden von Streaming-Diensten zu untersuchen.
G Ziel: Argumente fur Marketingentscheidungen liefern.

A

Es gibt zwei Streaming-Dienste: GoVideo (G) und Hetzfix (H)

I Die Gesamtzahl der Kunden bleibt konstant.
H Der Marktmechanismus andert sich nicht.

A

139  30.08.2024 RPTU



Beispiel: Marktforschung

R Didaktik der
TU Mathematik
P Sekundarstufen

Daten iiber Umfragen

Streaming-Dienst GoVideo (G) hat 20.000 Kunden.
Streaming-Dienst Hetzfix (H) hat 30.000 Kunden.

Pro Monat wechseln 20% der G-Kunden zu H.

Pro Monat wechseln 5% der H-Kunden zu G.

Abonnieren irgendwann alle den
Streaming-Dienst Hetzfix (H)?

Oszillieren die Kundenzahlen?

Stellt sich ein Gleichgewicht ein?

Ubergangstabelle

140 30.08.2024
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Sekundarstufen

° Didaktik der
Baumdiagramm Tun Mathematik

0,2 G

y 12.800
H

16. ooo
0,95 02 = 3.200
G
0,05 o 0.05 230
H ,
095 3.800

50.000

0,6

30.000
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Entwicklung der Abonnenten-Zahlen RPTUn Matherati

Sekundarstufen

Nach einem Monat
=P Kunden G: 0,3-20.000+ 0,5 -30.000
= 16.000 + 1.500 = 17.500 G
=p KundenH: 0,2:20.000+ 0,95 -30.000 16.000 €=
= 4.000 + 28.500 = 32.500 G 0,8
20.000
H
0.4 0.2 4.000 =
50.000
G
0'6 0’05 1.500 «
H
30.000
0,95 H
28500 =
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° R idaktik der
Entwicklung der Abonnenten-Zahlen PTU::: Mathematik

Sekundarstufen
Nach einem NET WA=
Monat Monaten
G

G 0,8 12.800 =
16.000 <: H
0,8 0,2 3200 <=
G
20.000 G
H 0,05 200 =
02 02 4.000 < ¥
50,000 0,95 3.800 €=
G
0.8 G 08 __» 1200 <=
I’ 0,05 1.500
H o
30.000 , 300 <=
: G
Nach zwei Monaten 0,95 28I;'>IOO 005 _» 1425 <=
—» Kunden G: 12.800 + 200 + 1.200 + 1.425 = 15.625 | \ H
= Kunden H: 3.200 + 3.800 4+ 300 + 27.075 = 34.375 0,95 27.075 <=
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° R idaktik der
Entwicklung der Abonnenten-Zahlen PTlJ::: Mathemati

Aufgabe A RSN O
. . . 1 G->H 0.2
m Untersuchen Sie die Entwicklung der 2 Ho>G 0.05
Kunden-Zahlen Uber einen Zeitraum von ... 3
> 10 Monaten !
0 100 Monaten. 5 0 20000 30000
, , 6 1| 17500 32500
m Ein Tabellenkalkulationsprogramm kann 7 5 .
helfen ... o 3 1
9 4
10 5 Herunter-
11 6 ziehen
= B5* (1- $B%$1) + C5 * $B$2 = -
13 8
14 9
= B5*$B$1+ C5* (1- $B%$2) - o~
m -

144 30.08.2024 https://www.geogebra.org/m/tqtsqtm9{:} RPTU


https://www.geogebra.org/m/tqtsqtm9

Sekundarstufen

o R idaktik der
Entwicklung der Kunden-Zahlen PTU::: Mathematik

5 45.000

O

g 40.000 —— —
4 A —— = —h—

= 35.000 ——h

O /

% 30.000

B 25000

<

20.000 -# GoVideo (G)
15.000 -\.\l—\ -+ Hetzfix (H)

—a—
10.000 . . . .
5.000
0 | | | | | | | | | |
0 | 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Monat
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R Didaktik der

Entwicklung der Kunden-Zahlen TU| L Mathemati

_§ 45.000 Erkenntnis
£ 40.000 Die Kunden-Zahlen von GoVideo (G) sinken
X /""*_‘__‘ : : :
= 35.000 - und die von Hetzfix (H) steigen.
T /
= 30.000 .
N 25000 = GoVideo (6) Fragen
< 50.000 - Hetzfix (H) Halten diese Tendenzen an?
| : Hat GoVideo (G) irgendwann
15.000 - \*H_- keine Kunden mehr?
10.000 Was passiert, wenn GoVideo (G) zu Be-
5.000 ginn mehr bzw. noch weniger Kunden hat?
O I I I I I I I I I |
O 1 2 3 45 6 7 8 910 Vorgehensweisen
Monat m Vorhersagen machen & festhalten lassen.

m Testen! (Schieberegler!)
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Sekundarstufen

o o R idaktik der
Schematisierung PTlJ::: Mathemati

Kunden-Zahlen nach einem Monat Kunden-Zahlen nach einem Monat
G 0,8-20.000 + 0,05-30.000 G: 0,8-20.000 + 0,05 -30.000

H: 0,2-20.000+ 0,95-30.000 H: 0,2-20.000+ 0,95-30.000
Ubergangstabelle Tabelle der Ausgangswerte

20.000
30.000

Vektor der Ausgangswerte

Ubergangsmatrix

0,8 0,05 20.000
(0,2 0,95) 30.000

RPTU
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Schematisierung TU| L Y Mathemati

Berechnung der Kunden-Zahlen nach einem Monat
G 0,8-20.000 + 0,05-30.000
H: 0,2.-20.000+ 0,95-30.000

” (0,8 0,05).
0,2 0,95

)

02 (0,8 0,05).
02 0,95

9 (0,8 0,05).
0,2 0,95
e (0,8 0,05) ~ {0,8-20.000 + 0,05 - 30.000

0,2 0,95 ~\0,2-20.000 + 0,95 - 30.000
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Sekundarstufen

o o R idaktik der
Schematisierung PTlJ::: Mathemati

Berechnung der Kunden-Zahlen nach einem Monat
G 0,8-20.000 + 0,05-30.000
H: 0,2.-20.000+ 0,95-30.000

e (0,8 0,05) 20.000\ (0,8-20.000 + 0,05 - 30.000\ (17.500
0,2 0,95/ \30.000/ \0,2-20.000+ 0,95-30.000/ \32.500

N )\ ) \ )
Y Y Y
Ubergangs- Ursprunglicher Kundenvektor
matrix Kundenvektor nach einem Monat
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Ein rechteckiges Zahlenschema
mit n Zeilen und m Spalten heil3t

Eine (n X 1)-Matrix heil3t auch Spaltenvektor.

Eine (1 x m)-Matrix hei3t auch Zeilenvektor.

Matrizen werden mit einem Grol3-
buchstaben abgekurzt, Vektoren mit
Kleinbuchstaben & einem Pfeil darUber.

0.038.2024
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Anm

Matrix A

A1m

anm

e

Vektor a




Sekundarstufen

o o ° ° ° R idaktik der
Schematisierung im Beispiel PTlJ::: Mathemati

Urspriinglicher = (20.000)
Kundenvektor: 07 130.000

. : _ (08 0,05
Ubergangsmatrix: A—(o,z 0,95)

Kundenvektor o= A- kg = (0,8 0,05> . (20.000)
nach einem Monat: 0,2 0,95/ \30.000

(0,8 - 20.000 + 0,05 - 30.000) _ (17.500)

0,2-20.000+ 0,95 -30.000 32.500
Kundenvektor T (0,8 0,05) T
nach zwei Monaten: 4 17\0,2 095/ ™1
Kundenvektor = —
nach n Monaten: n=A4kn
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Schematisierung PTUn Mathemati

Sekundarstufen

Das Produkt einer mit einer
) wird definiert durch:
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Exkurs: Matrizenrechnung mit GeoGebra

Eingabe von Matrizen
Eingabe von 4 := {{1,2,3}, {—4,—5,—6},{7.1,8.2,9.3}, {3,2,1}} liefert
nach Auswahl von [B und ggf. driicken der Enter-Taste |EEID:

1 2 3
—4 -5 -6
A=| 7nn a9
10 5 10 rechtem Mausklick Kontextmend
3 2 1 — Erzeugen — Matrix

Hinweis:

Eingabe von Vektoren
Eingabe von b := {{1}, {—2},{3}} bzw. b = (1,—2,3) liefert

nach Auswahl von B und ggf. driicken der Enter-Taste BB +

)

Didaktik der
TU| Mathematik
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R

o o Didaktik der
Exkurs: Matrizenrechnung mit GeoGebra STV & eenerk
9 3 8 2
A= ( 5 1 8 1 )
4 2
o (5 1)
Matrizen multiplizieren 3 3
Eingabe von B A
A =1{{9,3,8,2},{5,1,8,1}} N
B = 1{4,2},1{5,7},1{3,3
((4.2},57),(3.3)) (3382
B x A _ 5 1 8 1
liefert nach Auswahl von [ und ggf. 4 o
driicken der Enter-Taste das B — ( 5 7 )
Produkt B - A der Matrizen. 53
( 46 14 48 10 )
80 22 96 17
42 12 48 9
+
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Didaktik der

Exkurs: GeoGebra CAS Mathematik

GeoGebra Classic
Zeilenbeziige in der
CAS-Ansicht

GeoGebra Suite

= Statische Beziige
Anderungen in der Referenzzeile
haben keine Auswirkungen.

Beschriftung entfernen

# kopiert die vorherige Ausgabe

Eingabe duplizieren

#3 kopiert die Ausgabe von Zeile 3
Ergebnis duplizieren
= Dynamische Beziige
Anderungen in der Referenzzeile werden
ubernommen.

Ldschen

Einstellungen

$ flagt die vorherige Ausgabe ein
$3 flgt die Ausgabe von Zeile 3 ein
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Entwicklung der Kunden-Zahlen R | @@ pisiciccer
Berechnung der Kunden-Zahlen mit GeoGebra = -
. {20000
Eingabe des ursprunglichen Kundenvektors: ko = (;8888) O k= (3{]0{]0)
A — ( 0.8 0.05 )
. 0.2 0.95
Eingabe der Ubergangsmatrix: A= (82 88;)
ki = Akg
- © (17500
Berechnung des Kundenvektors nach einem Monat: k; = A -k, — \ 32500
ko = Ak
Berechnung des Kundenvektors nach zwei Monaten: k, = A - k, © - (15525)
— \ 34375
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Entwicklung der Kunden-Zahlen R Tun oidsckder
Berechnung der Kunden-Zahlen mit GeoGebra P Sekundarstufen

ks = Ak k7 = Akg kit = A kg
 (14218.75  (11334.84 (10422235
= \35781.25 = \38665.16 = \39577.65
ke = Aks ke = A ks kip = Ak
~ (13164.06 ~ (11001.13 ~ (10316.76
= \36835.94 = 138998.87 = \39683.24
ks = Aky ko = Akg kis = A ku
~ (12373.05 ~ (10750.85 ~ (10237.57
= \37626.95 = \39249.15 = \39762.43
ke = Aks kio = A ko kie = Ak

O (11779.79 O (10563.14 O (10178.18
= \38220.21 = \39436.86 = \39821.82
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Didaktik der

Entwicklung der Kunden-Zahlen Mathematik

Iterative Berechnung
m Die Kunden-Zahlen nach zwei Monaten wurden so berechnet:
k_z):A'k_{:A'(A'k—o))

m  Will man die Kunden-Zahlen nicht iterativ sondern direkt
berechnen, dann musste das so funktionieren:

k_2>=A-k_1>=A-(A-k_O>)=A2-k_O>
m Dazu muss eine Multiplikation von Matrizen definiert werden.

m Dann konnte man auch E direkt berechnen:
kn =A™ - kg
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Didaktik der

Berechnung der Kunden-Zahlen Mathematik

Berechnung von k,

ki=A-ky = (a11 a12> - ko, \ _ (@11 ko, +as2 - ko,
1= 0 ~\ay; ap, ko, \az1-ko, +az; -k,

ky=A-A-kg=A -k

_ (a11 alz) ai k01 + air kOZ
az1 Qzz azq - k01 + ay, - koz

a11a11 * ko, + a11a42 * ko, + @120a31 - ko, + a12a;3; - ko,
Az1011 * ko, + az1a13 - ko, + az2a31 - ko, + azaa;; - ko,

<(a11a11 + a12031) - ko, + (a11a12 + ag2a33) koz)
(az1a11 + azza;31) - ko, + (az1a4; + azza;;3) - ko,

A11@11 + 12021 Q11012 + a12a22) [ ko,
A1Q11 T Q22021 Q21097 + A22033) \ ko,
& J H_/

hd s
—A-A=: 4> = k,
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Sekundarstufen

° ° ° ° R idaktik der
Matrizenmultiplikation STU n Miathematik

a1z aip
a1 Ay

Die Multiplikation einer (2 X 2)-Matrix (

) mit sich selbst

ist definiert durch:

(a11 a12) : (a11 alz) __ (a11a11 + a2021  aq1012 + a12a22>
Az1 Ay Az Q3 Ap1A11 T Q2071 Q1012 T Ap207;

Bemerkungen
m Vorgehensweise bei der Matrizenmultiplikation:
1 13 2 . 5
2—(ay Ugan ($j1 ﬁlz) __fla11a41 + aq2034] |Q11Q12 T a12a225
X053 0557 y T
3 Xz sy 1 {2 dz1011 T Az2021| Q21017 + G207
3

m Diese Vorgehensweise lasst sich verallgemeinern.

m Damit sie funktioniert, muss die Anzahl der Spalten der linken Matrix
gleich der Anzahl der Zeilen der rechten Matrix sein!
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Entwicklung der Kunden-Zahlen
Prognose ist nun ohne Iteration moglich

% = (30.000)

4= (0,8 0,05)

0,2 0,95
ki =A-ko
ky = A% -k,

k1o = A0 - kg

O ke = (20000)

30000

A — ( 0.8 0.05

0.2 0.95
ki = A ko
(17500

= 32500

ko = A% kg
(15625

= \ 34375

kio = A% kg

39436.36

O ) (10563.14)

koo = A% kg
~ (10031.71
~ \39968.29
kso = A¥ kg
~ (10001.79
— 139998.21
kao = A" kg
~ (10000.1
~ \39999.9
kioo = A% kg

(10000
= 140000

R Didaktik der
TU Mathematik
P Sekundarstufen

k30 — AZO y ko
k30 —_ A30 y kO
kao = A* -l

e — —
— 2100
K100 = A7 - ko
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Stabiler Kundenvektor

Didaktik der

Entwicklung der Kunden-Zahlen Mathematik

Es gibt offensichtlich nach einer bestimmten Anzahl
10.000)

von Monaten einen stabilen Kundenvektork_s) = (40 000

Obwohl weiterhin in jedem Monat Kunden den Streaming-
Dienst wechseln, bleiben die Kundenzahlen der beiden
Streaming-Dienste konstant.

Man sagt, es stellt sich ein dynamisches Gleichgewicht ein.

Fir diesen stabilen Kundenvektor k, muss gelten:

s —

A-k, =k,

Aus dieser Gleichung kann man k_; auch direkt berechnen.
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Entwicklung der Kunden-Zahlen R Didaktik der
— TU| Mathematik

Berechnung von k; P -

Aus A- ITS = ITS

o : — 0,8 0,05
ergibt sich mit kg = ( ) und A = (O > 0 95)
: : : 0,8 0,05 X X

die Matrixgleichung (O > 0 95) ( ) (y)

Als lineares Gleichungs- 08:-x+005-y=x

system geschrieben folgt: 02:-x4+095-y=y

Zusammenfassen gleich- —02:-x4+005-y=0

artiger Terme liefert: 02:x—005-y=0

Dieses , Gleichungssystem” _ o

ist nicht eindeutig l6sbar. 0.2:x=005-y=0

Es gilt aber zusatzlich: x + y = 50.000
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Entwicklung der Kunden-Zahlen
Berechnung von k, (Fortsetzung)

Dieses Gleichungssystem
ist eindeutig losbar.

Aus der ersten Gleichung
ergibt sich:

Einsetzen in die zweite
Gleichung liefert:

Es ergibt sich folgende
eindeutige Losung:

Stabiler Kundenvektor:

164 30.08.2024

02:-x—005-y=0
x + y = 50.000

x =025y

1,25 - y = 50.000

v = 40.000
x = 10.000

% = (40000)

TU

Didaktik der
Mathematik

RPTU



Entwicklung der Kunden-Zahlen R Didaltk der

TU | | Mathematik

Berechnung von k_; mit (GeoGebra-)CAS P -

Berechnung von k_;

= Mit einem Computer-Algebra-System 02-x—005-y=0
(CAS) wie in GeoGebra kann das Glei- x + y = 50.000
chungssystem auch direkt gelost werden.

Eingabe von
Lose({0.2*x —0.05%xy =0,x +y = 50000}, {x,y})
liefert nach Auswahl von B und ggf. driicken der Enter-Taste BB :
{{x = 10000,y = 40000}}

Lose({0.2x —0.05y = 0, x+y = 50000}, {x, y})
_ {{x = 10000, y = 40000}} =]
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Didaktik der

Entwicklung der Kunden-Zahlen Mathematik

Ergebnis

m Die Kundenverteilung stabilisiert sich so, dass - trotz der
dynamischen Entwicklung — der Streaming-Dienst Hetzfix (H)
dauerhaft 40.000 und der Streaming-Dienst GoVideo (G)
durchgangig 10.000 Kaufer hat.

m Der stabile Kundenvektor lasst sich mit Hilfe der Gleichung
A- k_s) = k_s) und der konstanten Kundensumme berechnen.

m Insbesondere ist das lineare Gleichungssystem nicht von
einer speziellen Anfangsverteilung der Kunden abhangig.

m Folglichist auch der stabile Kundenvektor k, unabhangig
von der Anfangsverteilung der Kunden!
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Didaktik der
TU | | Mathematik

Entwicklung der Ubergangsmatrix

P

Entwicklung der Ubergangsmatrix
m Wie verandert sich bei diesem Prozess die Ubergangsmatrix A? A= (8;3 88‘;)
m Untersuchen Sie das mit Hilfe des CAS in GeoGebra. ' '

Ergebnisse
m Offensichtlich ergibt sich eine Grenzmatrix A;:

08 0,05\" (02 02
T n _ 1: ) ) — ’ ’
Ag = lim A" = lim (0,2 0,95) - <0;8 0»8)

m Wird die Grenzmatrix A; auf den Ausgangskundenvektor k_0>
angewandt, dann ergibt sich direkt der stabile Kundenvektor k_;:

—

AG°k—O):ks
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Ergebnisse (Fortsetzung)

Didaktik der

Entwicklung der Ubergangsmatrix ootk

Grenzmatrix A; und stabiler Kundenvektor k_s)
sind unabhangig von der Anfangsverteilung.

Statt 50.000 Kunden kann man auch 100% bzw. 1 nutzen.

Der Anfangsvektor lasst sich dann als ((1)) oder ((1)) schreiben.

Multiplikation mit der Grenzmatrix A; = (? Z) liefert die erste bzw.

zweite Spalte dieser Matrix:

G-k s (¢ 0)O=()-x

; ay _ (b _ 3~
Daraus folgt: (C) = (d) = k;
In den Spalten der Grenzmatrix 4. steht jeweils
der stabile Kundenvektor k_s) :
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