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Umfrage zur Vorstellung

4

A’ Mentimeter

Vorstellungsrunde

02.08.2023

Fragen

Wieviel Lehrerfahrung besitzen Sie?
sehr wenig «» sehr viel

Wieviel Erfahrung mit digitalen Lern-
umgebungen im Unterricht haben Sie?
sehr wenig <> sehr viel

Wie viele Mathematik-Grundkurse
haben Sie schon zum Abitur gefihrt?

Wie viele Mathematik-Leistungskurse
haben Sie schon zum Abitur gefihrt?

Was erwarten Sie sich von der Veranstaltung?
Freitext (jeweils maximal 250 Zeichen)
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RPTU


https://www.mentimeter.com/app/presentation/ed9ea841c62482b38f1654301cc41391/12f8603f83a2
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Organisatorisches TU| L T Mathematik

f@) & menti.com/11fc7f89/0

il Mentimeter ﬁ Materialien zur Veranstaltung
m roth.tel/hdi (ZIP-Datei)
Fragen zur
Veranstaltung m roth.tel/analysis (GeoGebra-Buch)
Weiter I@ Veranstaltungsfeedback

e roth.tel/feedback

d by Mentimeter Terms

5 02.08.2023 RPTU
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Zeitplan TU| L 7 Wathematik
P
_ Zeit (mhat
9-00 Uhr BegrufRung, Organisatorisches, Vorstellungsrunde,
Erfahrungen und Erwartungen
. 9:30 Uhr Grundvorstellungen zur Differentialrechnung - Teil 1
ot ‘77' 1. 10:45Uhr Kaffeepause
11:00 Uhr Grundvorstellungen zur Differentialrechnung — Teil 2
12:15 Uhr Mittagspause
13:15 Uhr Grundvorstellungen zur Integralrechnung — Teil 1
14:30 Uhr Kaffeepause
i 14:45 Uhr Grundvorstellungen zur Integralrechnung — Teil 2
16:00 Uhr Abschlussrunde und Veranstaltungsevaluation
16:30 Uhr Verabschiedung und Abreise

6 02.08.2023
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: e R Didaktik der
Begriffsklarungen PTU::Mathé‘maﬁk

Sekundarstufen

Grundvorstellung
m Tragfahiges mentales Modell fir einen
Begriff oder ein Verfahren

Wissen und Kdnnen, sowie Sl
die Fahigkeit und Bereitschaft vorstellung
diese flexibel und erfolgreich
einzusetzen.

m Grundlage fir die Verstandnisentwicklung

Inhaltsbezogene

Funda- Fundamentale Ideen
Kompetenzen : . L
Kompetenz mentale m \Weite (logische Allgemeinheit)
Prozessbezogene |dee X
i m FUlle (vielfaltige Anwendbarkeit
Kompetenzen Begrifte ( ° )

rund ums

. _ m Sinn (im Alltagsleben verankert)
Verstandnis

Grundfertigkeit
m Anwendung von RoutinekalkUlen

Grundwissen
m fUr einen Inhaltsbereich

m Anwendung des Grundwissens Grund- grundlegende Fakten
in einer typischen Situation fertigkeit (Begriffe, Definitionen, Formeln, Satze, ...)

(geforderte Operation vorgegeben) m sollte ausvvendig gewusst werden

10 02.08.2023 RPTU
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Grundvorstellungen

Didaktik der
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Grundvorstellungen

| m reprasentieren abstrakte Begriffe anschaulich
= und bilden die Grundlage fur das Verstehen

m ermoglichen eine Verbindung zwischen abstrakter Mathematik

| | und aulder- sowie innermathematischen Anwendungen
| m unterstltzen / ermoglichen Reprasentationswechsel
< N
‘t Zwei Typenvon Grundvorstellungen

m Primare Grundvorstellungen

haben ihre Wurzeln in gegenstandlichen Handlungserfahrungen
= m Sekundare Grundvorstellungen

werden mit mathematischen Darstellungsmitteln reprasentiert

11 02.08.2023  Roth, J. &Siller S. (2016). Bestand und Anderung — Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren, 199, 2-9

RPTU


https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2016/Roth_Siller_2016_Bestand_und_Aenderung.pdf

Primare Grundvorstellungen Didaktik der

Mathematik
Wurzeln in gegenstandlichen Handlungserfahrungen Sekundarstufen

02.08.2023 Roth, J. &Siller S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren, 199, 2-9


https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2016/Roth_Siller_2016_Bestand_und_Aenderung.pdf

Sekundarstufen

Sekundare Grundvorstellungen R TU:::Didaktikder
P

Mathematik
Dargestellt mit mathematischen Reprasentationen

f(x)

[ R - R,
x> f(x)=a-x+b

flx+c)
=a-(x+c)+b

Sa-x+a-c+b

a-x+b+a-c
N—_— v __J \ J
=f(x) i=d

f(x)+d

) https://www.geogebra.org/m/e/pwurmn O
13 02.08.2023 Roth, J. &Siller S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren 199, S. 2-9 RPTU



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2016/Roth_Siller_2016_Bestand_und_Aenderung.pdf
https://www.geogebra.org/m/e7pwurmn
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Ausbilden von Grundvorstellungen: Ziele PTU::Mathemaﬁk

Sekundarstufen

Sinnzusammenhinge e An bekannte Situationen / Prototypisches ’
herstellen Handlungsvorstellungen Beispiel als ’
anknupfen Verstandnisanker

Mentale
Reprasentationen e Mentales operatives Handeln ermdglichen
aufbauen

e Erkennen der Struktur in Sachzusammenhangen

e Modellieren von Phanomenen mit
Hilfe der mathematischen Struktur

Strukturin neuen
Situationen anwenden

14 02.08.2023  Vgl. vom Hofe, R. (2003). Grundbildung durch Grundvorstellungen. Mathematik lehren, 118, 4-8 RPTU



Verstandnisanker
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Verstandnisanker

&P

°

Ein Verstandnisanker ist eine prototypische °
Situation, an der Grundvorstellungen und ein
damit verbundener Erklarungskontext zu einem

mathematischen Sachverhalt ausgebildet werden.

Prototypisch meint, dass alle fir das Verstandnis des mathe-
matischen Sachverhalts wesentlichen Strukturelemente in der
Situation vorkommen und daran gedeutet werden konnen.

Eine Situation eignet sich insbesondere dann als Ver-
standnisanker, wenn sie leicht durchschaut werden kann.

Lernende konnen in neuen Situationen, in der derselbe
mathematische Sachverhalt eine Rolle spielt, auf den
Verstandnisanker zurlckgreifen und, durch Analogie-
bildung zum Verstandnisanker, passende
Grundvorstellungen aktivieren.

£

v

Beispiel

m Ein moglicher Verstandnis- F
anker flr Grundvorstellungen
zum Integral ist die Frage nach
der Fillmenge eines Wasch-
beckens bei bekannter Zu-
und Abflussgeschwindigkeit.

m Anhand der Waschbeckensituation
konnen die Grundvorstellungen
,Integral als Rekonstruieren
des Gesamteffekts” und ,Integral
als orientierter Flacheninhalt”
inhaltlich durchschaut werden.

02.08.2023  Roth, J. & vom Hofe, R. (2023). Verstandnisvoll lernen - Grundvorstellungen vernetzen und Verstandnisanker nutzen. Mathematik lehren, 236, S. 6-9. RPTU
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Verstandnisanker fur GV zu Funktionen R nmdakﬁkdgr
oo oo TU Mathematik
Zusammenhang: Alter » Korpergrolde P

3 méﬁmmf A B 190 | GroRke in cm
i 2o | Alter in Jahren | GroRe in cm ERERS Lo0000000000000
e 2SR 0 50 170 o® Grundvorstellung
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3 ® uordnun
- gm 3 1 72 o o g
-9 120?% 4 2 93 140 ..
SINTTE2 oo I 3 101 130 o
6 4 111 120 ..'
110
7 5 116 00 E=% Grundvorstellung
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L = 146 22 Grundvorstellung
13 11 152 56 Funktion als Ganzes
14 12 157 i
15 13 162.5 v Alter in Jahre:r]%
— 4 > 0 5 10 15 20 25 30 -
Roth, J. & Lichti, M. (2021). Funktionales Denken entwickeln und fordern. Mathematik lehren, 226, 2-9. RPTlJ

16 02.08.2023  https;//www.geogebra.org/m/vxj3b49w G


https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2021/Roth_Lichti_2021_Funktionales_Denken_entwickeln_und_foerdern.pdf
https://www.geogebra.org/m/vxj3b49w

Sekundarstufen

. . co | o . R Didaktik der
Vorstellungsorientierte Fahigkeiten (1) PTU::MStﬁeriSﬁk

m absolute &relative Anderungsmale m Zusammenhang zwischen Funktion
unterscheiden und angemessen und Ableitungsfunktion (bzw.
verwenden konnen Funktion und Stammfunktion)

in deren grafischer Darstellung erkennen

m Zusammenhang zwischen mittlerer und beschreiben konnen
(Differenzenquotient) & momentaner
Anderungsrate (Differenzialquotient) m Unterschied zwischen Bestand und
kennen, auf der Grundlage eines intuitiven Anderung in Anwendungssituationen
Grenzwertbegriffes beschreiben & in ver- erklaren und zur Problembearbeitung
schiedenen Situationen anwenden konnen nutzen konnen

17 02.08.2023  Hulmann, Prediger (2003). Vorstellungsorientierte Analysis — auch in Klassenarbeiten und zentralen Prifungen. PM, 52(31), 35-38 RPTU



Bestand und Anderung

R Didaktik der
TUJ Mathematik
P Sekundarstufen

Bestandsgrolde Zuflisse

Abflisse

Anzahl der Studierenden

. . . Immatrikulationen
einer Universitat

Benzinmenge im Tank Tanken an der Tankstelle

Kontostand Zubuchungen

Anzahl der Gaste

. ankommende Gaste
eines Hotels

Staatsverschuldung Staatseinnahmen

Exmatrikulationen,
Ausscheiden aus der Universitat

Benzinverbrauch, Verdunstung

Abbuchungen

abreisende Gaste

Staatsausgaben

Roth, J. & Siller, H.-S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren, 199, 2-9
18 02.08.2023  Ossimitz, G. (2003). Zeitliche Dynamik verstehen. Mathematik lehren, 120, 60-63

RPTU
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Bestand und Anderung R Tunmdakﬁkder
P

Wann waren die meisten Géste im Hotel? @

Sekundarstufen

_— )

Anzahl Ankunfte / Abreisen pro Tag

—

N N W W
o

o

AN
o O

&)

©®o o o O

g

Ankinfte und Abreisen im Alpenhotel
-®-Ankunfte (Anzahl am Tag) -@-Abreisen (Anzahl am Tag)

Dez.

. . . ' ' ' . . . . ' O—
25. Dez. 1. Jan. 8. Jan.

Roth, J. & Siller, H.-S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren, 199, 2-9

02.08.2023  Ossimitz, G. (2003). Zeitliche Dynamik verstehen. Mathematik lehren, 120, 60-63 https://www.geogebra.org/m/eg5dwnj Q RPTU



https://www.mentimeter.com/s/43c37c2e801662f53de0354e4a961f12/b03bd1311c2f
https://www.geogebra.org/m/eg5dwnjy

. . co | o . R Didaktik der
Vorstellungsorientierte Fahigkeiten (2) PTU::MStﬁeriSﬁk

Sekundarstufen

m Eigenschaften von funktionalen
Zusammenhangen mit Hilfe der
Ableitung beschreiben kénnen:
Monotonie, lokale Extrema, Links- und
Rechtskrimmung, Wendestellen

m Bestimmtes Integral in Kontexten
deuten und entsprechende Sachverhalte
durch Integrale beschreiben konnen

Bestimmtes Integral als Grenzwert
einer Summe von Produkten
deuten und beschreiben konnen

Unterschied zwischen Anderungs-
funktion & Wirkung bzw. Gesamteffekt
erklaren und zur Problembearbeitung
nutzen konnen

20 02.08.2023  Hulimann, Prediger (2003). Vorstellungsorientierte Analysis — auch in Klassenarbeiten und zentralen Priafungen. PM, 52(31), 35-38 RPTU
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Grundvorstellungen zum Ableitungsbegriff PTU::Mathemaﬁk

Sekundarstufen

£G) = f&xo) ), o )
- )
‘( h : /
N ~~—~

~ Lokale Tangenten- Verstarkungs- lokale lineare
Anderungsrate steigung faktor Approximation

21 02.08.2023  Roth, J. &Siller, H.-S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren 199, 2-8 RPTU
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Lokale Anderungsrate R Tuumdakﬁkder
P

Mathematik
Verstandnisanker: Der Gepard, das schnellstes Landtier

Sekundarstufen

- m Geparden erreichen Uber
. ladngere Strecken eine
Durchschnittsgeschwin-

digkeit von 50 kTm und sind

Mit einer momentanen
Spitzengeschwindigkeit

von 93 kTm die schnellsten

Eaneltiche:

In Versuchen wurden

Hochgeschwindigkeits- B _ oy

kamerasund am Boden ~ E S CSiNECa S R as e Kernfrage

installierte Kraftmess- Bt ot s el A o Rl e Wie bestimmt man mit
platten eingesetzt. T TR o " Il denVideoaufnahmen |
Wilson, A. M. et al. (2013). Locomotion i§ ‘ ::1 ,-I-: il.l:' } % : -:. g ."-_ o ! J dle GeSChWindigkeiten? |

dynamics of hunting in wild cheetahs,
Nature, doi:10.1038/naturel2295



https://www.geogebra.org/m/sw7exvjk#material/xtsx9wnv

v
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Lokale Anderungsrate R
Verstandnisanker: Der Gepard, das schnellstes Landtier P

Absolute Anderung (Zwischen zwei Zeitpunkten t; und t, zuriickgelegter Weg w(t,) — w(t;))

Bewegungen: Die Weg-Zeit-Funktiont » w(t) ordnet jedem Zeitpunktt
den bis dahin zurlckgelegten Weg w zu.

m Erste Sekunde
w(ls)—w(0s)=465m—0m = 4,65m

2SS
m /weite Sekunde

w(2s)—x(1s)=18,6m —4,65m = 13,95m

4,65m 18,6 m

. 2S 353
m Dritte Sekunde T

w(3s)—w(2s)=41,85m— 18,6 m = 23,25 m

18,6 m 41,85 m

24 02.08.2023  Roth, J. &Siller, H.-S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren 199, 2-8 RPTU
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Sekundarstufen

Lokale Anderungsrate R Tunmdakﬁkder
P

Mathematik
Verstandnisanker: Der Gepard, das schnellstes Landtier

Absolute Anderung (Zwischen zwei Zeitpunkten t; und t, zuriickgelegter Weg w(t,) — w(t;)) \,

m Inden 2 Sekundenvont; = 1sbist, = 3szurlickgelegter Weg:
w(tz) —w(ty) 1s 3.s

=w(3s) —w(ls) "V‘
=41,85m —4,65m=37,2m 465 m 41,85 m
Zeit- | zurlckgelegter
punktt Weg w

Os 0Om
Zeitanderung At =1s C ) Weganderung Aw = 4,65 m
1s 4,65 m
Zeitanderung At = 1s C Weganderung Aw = 13,95 m
Zeitanderung At = 2 2'S 18,6 m Wgganderung Aw = 37,2 m
Zeitanderung At =1 é Weganderung Aw = 23,25 m
3s 41,85

25 02.08.2023  Roth, J. &Siller, H.-S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren 199, 2-8 RPTU
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Lokale Anderungsrate R Didaktik der

. . . TU Mathematik
Verstandnisanker: Der Gepard, das schnellstes Landtier P Sekundarstufen

Relative Anderung / Anderungsrate (Durchschnittsgeschwindigkeit)

m  Um die mittleren Geschwindigkeiten in unterschiedlich langen Zeitinterval-
len [ty,t,] und [t3, t4] vergleichen zu konnen, muss man die Wegdifferenz
w(t,) — w(ty) auf die zugehorige Zeitdifferenz t, — t; beziehen:

w(ty) — w(ty)

t, — tq
m Im Zeitintervall [1 s, 2 s] werden im Mittel 18’6;:__‘;’?“’ — 13'32“’ = 13,95?,
also 13,95 m pro Sekunde zurlckgelegt.
m Im Zeitintervall [1s,3 s] werden im Mittel 41’82 :l__ffsm = 372'2:1 = 18,6 ?

also 18,6 m pro Sekunde zurlickgelegt.

e T

m Im Zeitintervall [1s, 3 s] ist die mittlere Geschwindigkeit (Durchschnitts-
geschwindigkeit) mit 18,6? also hoher als im Zeitintervall [1 s, 2 s] mit 13,95?.

," v

26 02.08.2023  Roth, J. &Siller, H.-S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren 199, 2-8 RPTU


https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2016/Roth_Siller_2016_Bestand_und_Aenderung.pdf

Mathematik

Sekundarstufen

Lokale Anderungsrate R Tunmdakﬁkder
P

Verstandnisanker: Der Gepard, das schnellstes Landtier

Lokale Anderungsrate (Momentangeschwindigkeit)

m Wie groR ist die Momentangeschwindigkeit (lokale Anderungsrate)
zu einem Zeitpunkt tyg = 2 s?

m Ildee

Mittlere Geschwindigkeiten in Zeitintervallen betrachten,
die ty = 2 s als Intervallgrenze besitzen.

Zeitinterv Mittlere Geschw, (2= )::”(tl) Zeitinterv Mittlere Geschw.w(ti):w( )
all [ts, ] im Zeitintervall [t4, i all [ 7, €] im Zeitintervall [ ?tz]
[1s;25] e = 13,95 253 5] T = 23,25
[1,95;2 5] 2e r;:f:;i“ = = 18,135~ [25;2,15] 20’02’51:’__; ~2 % = 19,065

[1,99 s; 2 s] 150 I:S__li':;:M — =18,553 ? [2s;2,015] 18’7826’31 ?_;158’6 == 18,647?

[19995;25] o itOm = 18,5954 252,001 5] i BB — 18,6065

27 02.08.2023 Roth, J. &Siller, H.-S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren 199, 2-8 RPTU
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Mathematik

Sekundarstufen

Lokale Anderungsrate
Verstandnisanker: Der Gepard, das schnellstes Landtier

Momentangeschwindigkeit

m Jekleiner das Intervall [ty, t] wird, je naheralsotanty =2s
heranrlckt, desto naher kommt die mittlere Geschwindigkeit
dem Wert 18,6 . Sie kommt ihm beliebig nahe.

m Jede andere Annaherung an den Zeitpunktty =2s B . .

fuhrt zur selben Momentangeschwindigkeit. || ..

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Om 465m 186 m 41.85m 744m

Modellierung des Zusammenhangs zotins 455

0 Messwerte in Graph darstellen
und Trendlinie einzeichnen lassen ;s

80

o Vermutung: Parabelast, : :
also quadratischer Zusammenhang w() =a-t? PAEEaSd a2

20 [ ]

0 Setze a als unbekannten Parameter /

-2 ] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28

28 02.08.2023  Roth, J. &Siller, H.-S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren 199, 2-8 RPTU
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Lokale Anderungsrate
Verstandnisanker: Der Gepard, das schnellstes Landtier

Momentangeschwindigkeit w(t) =a-t?

m Istt ein benachbarter Zeitpunkt von ty = 2 s, dann ergibt sich
fur die mittlere Geschwindigkeit im Intervall [2 s, t] der Wert:

w(t) - wzs) _a (t2-(2s)?) q. (t+2s)(t-25) _

t—2s t—2s t—2s a-(t+25)
m a-(2s+t)kommtdem Wert 18,6 = beliebig nahe, Lokale
wenn t genligend nahe bei 2 s liegt Anderungsrate

m Damitist die Momentangeschwindigkeit (lokale Anderungsrate)
zum Zeitpunkt ty = 2 s bestimmt. Sie betragt hier 18,6 .

m
. ) ) ) 18,6 — m
m Der Parameter a lasst sich damit bestimmen zu a = Fzss = 4,65 =

m Uberpriifen durch Eingeben der Funktionsgleichung in GeoGebra.

R Didaktik der

TUJ Mathematik
P Sekundarstufen
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Lokale Anderungsrate e Didaktik der
Verstandnisanker: Der Gepard, das schnellstes Landtier P

Sekundarstufen

Vorteile .
des 7 Able: beariff als Ub Geparden beschleunigen auch
€S £Ugangs zum eltungsbegritt als Ubergang am besten und konnen innerhalb
von der mittleren zur lokalen Anderungsrate: eines einzelnen Schrittes knapp
. . . : k : :
m Kinematischer Kontext ist Teil der Alltagserfahrungen von 11%} an Tempo hinzugewinnen.

Jugendlichen. (Straldenverkehr, Computerspiele, Sport, ...)

m Zeitliche Anderung von Geschwindigkeiten
— Zugang zum Begriff Momentanbeschleunigung

m Das Beispiel ist als universelles Modell uberall
tragfahig, wo ein Anderungsverhalten
punktuell beschrieben werden soll.

m Anschlussfahig an anderen Grundvorstellungen

Unterrichtsreihe zur Einfihrungin die Differentialrechnung als Moodle-Kurs,

der vor allem die beiden Grundvorstellungen Tangentensteigung und lokale Anderungsrate
beriicksichtigt und mehrfach im Unterricht erprobt wurde. Er kann online genutzt, sowie
heruntergeladen und in die eigene Moodle-Plattform eingebunden werden.

Schulcarnpus RLP  https://dms.nuw.rptu.de/a kmss/@
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Zusammenfassung: R
Ableitung als lokale Anderungsrate P

Didaktik der
Mathematik

TU| |

Formale Darstellung Inhaltliche Erlauterung

Bis zum Zeitpunkt x,

f(xo) Sestane zuriickgelegter Weg.
x In der Zeit von x; bis x
f(x) — f(xp) absolute Anderung Alidkaelegter Wee:
) In der Zeit von x bis x zurlckgelegter
f(x) — f(xo) relative Anderung / Weg bezogen auf die Zeitspanne x — xg.
X — X, (mittlere) Anderungsrate (Durchschnittsgeschwindigkeit
im Zeitintervall [xg, x])
, . f) = f(xo) momentane / lokale Momentangeschwindigkeit
f'(xo) = lim A :
x-Xxg X — X nderungsrate zum Zeitpunkt xq.

=2y
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Die Funktion f beschreibt die Anzahl f(t) der an
Grippe erkrankten Menschen in Anhangigkeit von
der Zeit t.

a) Erlautern Sie die Bedeutung der Funktion f'(t).

b) Erklaren Sie, was der Funktionswert f*(ty) zum
Zeitpunkt ty inhaltlich bedeutet.

RPTU
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2 Grundvorstellungen zur
Differentialrechnung

2.1  Grundvorstellungen?!

2.2 Ableitung als lokale Anderungsrate
2.3 Ableitung als Tangentensteigung
2.4 Ableitung als Verstarkungsfaktor

2.5 Ableitung als lokale
ineare Approximation

| 2.6 Aufgabengestaltung und
i A Grundvorstellungen
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R Didaktik der

Ableitung als Tangentensteigung STU & & e
Schritte bei diesem Zugang Zu beachten ist:
m 1.Schritt: m 1.Schritt:
Definition der Steigung einer Kurve im Paradigmenwechsel vom geometrischen
Punkt P Uber die Steigung der Tangente zum analytischen Tangentenbegrift
in P
m 2.Schritt:

Tangente als Grenzlage von Sekanten

m 3.Schritt:
Berechnung der Tangentensteigung als
Grenzwert von Sekantensteigungen

34 02.08.2023 Roth, J. &Siller, H.-S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren 199, 2-8 RPTU


https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2016/Roth_Siller_2016_Bestand_und_Aenderung.pdf

Sekundarstufen

: : R Didaktik der
Was ist eine Tangente? PTU::MathEmaﬁk

Geometrische Sichtweise: 3
Tangente als globale Stutzgerade 2]

5 4 3 2 1 Jo/1 2 3 4 5
11

>l sl Analytische Sichtweise:
T\ Tangente als lokale Schmieggerade @

35 02.08.2023 https://www.geogebra.org/m/sw7/exvjk#material/ JQAzj4Eu Q RPTU
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Tangentensteigung

R Didaktik der
TU Mathematik
P Sekundarstufen

Schritte bei diesem Zugang

m 1.Schritt:
Definition der Steigung der Kurve im Punkt
P Uber die Steigung der Tangente in P

m 2.Schritt:
Tangente als Grenzlage von Sekanten

m 3.Schritt:
Berechnung der Tangentensteigung als
Grenzwert von Sekantensteigungen

ZuU beachtenist:

m 1.Schritt:
Paradigmenwechsel vom geometrischen
zum analytischen Tangentenbegriff

m 2.Schritt:
Liegt quer zur Schmieg-Vorstellung
der Tangente

m 3.Schritt:
Gibt es Uberhaupt einen Grenzfall von
Sekanten? Eine Gerade durch einen
Punkt ist gar nicht eindeutig festgelegt.

36 02.08.2023 Roth, J. &Siller, H.-S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren 199, 2-8 RPTU
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9 o 1
f(m)ziﬂf"'l na

8 4
. Zuordnung Absolute Anderung
. Anderungsrate (relative Anderung)
G2 ok R Absolute Anderung der x-Werte
Ly — 1 = 8—2=6
4 4
x2) — f(x ,
3] f(@z) = f(a1) Absolute Anderung der Funktionswerte
f@s) — fl@) =5—-2=3
f(xy)2d-------= J
: T2 — Ty :
_ ,/ e | . |
F~2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
xq L2

RPTU
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38

f(z2) — f(x1)

="' OB

Zuordnung Absolute Anderung

Anderungsrate (relative Anderung)

[
-
o

11

Absolute Anderung der x-Werte
332—2131:66—2:45

Absolute Anderung der Funktionswerte
f(x2) — f(x1) =6.4—1.5=4.9

Anderungsrate (Relative Anderung)

f(iL'z) — f(a:l) . 6.4—1.5
To—x; 6.6 —2

=1.1

Sekante Tangente

02.08.2023  https://www.geogebra.org/m/sw/exvjk#material/xwhaewwx Q

RPTU
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R Didaktk der

Tangente als Grenzlage von Sekanten STU & & v

Beispiel: f:R - R*,x » %xz +1

m Gesucht: Tangentensteigung an der Stelle x; = 2

f(z2) — f(x1)

m Sekantensteigung:
fO) = fGrn) 3 x3+1-(3-22+1)

N@)_j """" . :
y 2T Xy — Xq Xy — 2
- 0 S s (3-4) 5 0+2) (xp—2)
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 = " _2 = " _2
-1 1 g xZiz 2 2
SD g
=5 (2 +2)

Sprechweise

Die Sekantensteigung kommt - Tangentensteigung:

1
— = +2) - — 2

der Zahllbeliebig nahe, wenn lim fl) — f(2) — lim & (%2 ) - (x2 )
2 Xp—2 Xy — 2 Xp—2 Xy — 2

X, gegen x; = 2 strebt.
x2—>2 8 2
39 02.08.2023  https://www.geogebra.org/m/xwhaewwx @ - RPTU
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Graph von f‘und f < Grundvorstellung? PTU:::Mathemaﬁk

Kommt folgender Graph als Funktions-
graph der zugehorigen Funktion f(x) in
Frage? Kreuzen Sie an.

Aufgabe5
Die folgende Abbildung zeigt den
Graphen einer Ableitungsfunktion f*(x).

y y
-4 -2 0 2 6 8 10 12 14 16 18 20 22 -4 0 2 4 6 W
X X
-2 -2
-4 -4
-6 -6

40 02.082023 Schumacher, M. (2019). MaL.eMINT-Codebuch. Aufgabe 5.0.6b. S. 149-151 RPTU



Sekundarstufen

‘ R Didaktik der
Graph von f‘und f < Grundvorstellung? PTU:::Mathemaﬁk

Kommt folgender Graph als Funktions-
graph der zugehorigen Funktion f(x) in
Frage? Kreuzen Sie an.

Ja Nein

Aufgabe5
Die folgende Abbildung zeigt den
Graphen einer Ableitungsfunktion f*(x).

s T P s v e

—4 -2 0 2 6 8 10 12 14 16 18 20 22 -4 2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
X X
-2 -2
-4 -4
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‘ R Didaktik der
Graph von f‘und f < Grundvorstellung? PTU:::Mathemaﬁk

Kommt folgender Graph als Funktions-
graph der zugehorigen Funktion f(x) in
Frage? Kreuzen Sie an.

Ja Nein

Aufgabe5
Die folgende Abbildung zeigt den
Graphen einer Ableitungsfunktion f*(x).

4 -2 o 2 6 8 10 12 14 16 8 20 22 4 A 0 4 6 8 To———i2 14 16 ; 0 77
X X
-2 -2
-4 -4
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‘ R Didaktik der
Graph von f‘und f < Grundvorstellung? PTU:::Mathemaﬁk

Kommt folgender Graph als Funktions-
graph der zugehorigen Funktion f(x) in
Frage? Kreuzen Sie an.

Ja Nein

Aufgabe5
Die folgende Abbildung zeigt den
Graphen einer Ableitungsfunktion f*(x).

—4 -2 0 2 6 8 10 12 14 16 18 20 22 -4 42 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
X X
-2 -2
-4 -4
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2.1  Grundvorstellungen?!

2.2 Ableitung als lokale Anderungsrate
2.3 Ableitung als Tangentensteigung

2.4 Ableitung als Verstarkungsfaktor
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ineare Approximation
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R Didaktik der

Ableitung als Verstarkungsfaktor TU| L X Mathematik

Wichtige Aspekte der Grundvorstellung
T h Ableitung als Verstarkungsfaktor

m Die Ableitung gibt an, wie stark sich kleine
Anderungen der unabhangigen Grof3e auf
die abhangige Grolde auswirkten.

€T m Hohe Werte der Ableitung bedeuten schnelle
bzw. starke Anderung der Funktionswerte.

m Firkleine Anderungen Ax ist der Zusammen-
hang von Ax und Ay multiplikativ:

h Ay = f'(x) - Ax

Verstarkungsfaktor

Greefrath, G. et al. (2016). Didaktik der Analysis — Aspekte & Grundvorstellungen zentraler Begriffe. Berlin: Springer Spektrum, 151ff RPTlJ
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Ableitung als Verstarkungsfaktor R Tunoidakﬁkder
P

, Mathematik
Inhaltlicher Zugang zur Ableitungsregel (x%) = 2x

Sekundarstufen

, Analog fur
(x?) = 2x wird oft rein syntaktisch verstanden. (xg)’ _ 32
Inhaltlich
m ,Warum ist die lokale Anderungsrate des Flacheninhalts
eines Quadrats der Kantenlange x gleich seinem halben Umfang?” X h
Absolute Anderung des Fldcheninhalts
m FUrkleine him Wesentlichen die schattierten Rechtecke.
. y X
Relative Anderung des Flacheninhalts (mittlere Anderungsrate)
m Folgende Naherungist beliebig gut, wenn h hinreichend klein ist:
h)?—x? _ 2xh+h?
(x+})lx=x+ =2x+ h = 2x h
m Dasistim Wesentlichen der Fiir kleine Anderungen Ax gilt:
halbe Umfang des Quadrats. Ay = f'(x)-Ax =2x-h

Greefrath, G. et al. (2016). Didaktik der Analysis — Aspekte & Grundvorstellungen zentraler Begriffe. Berlin: Springer Spektrum, 151ff RPTlJ
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2 Grundvorstellungen zur
Differentialrechnung

2.1  Grundvorstellungen?!

2.2 Ableitung als lokale Anderungsrate
2.3 Ableitung als Tangentensteigung
2.4 Ableitung als Verstarkungsfaktor

2.5 Ableitung als lokale
lineare Approximation
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. . . . R
Ableitung als lokale lineare Approximation STU :::Matheman-k

Sekundarstufen

Danckwerts, R. & Vogel, D. (2006). Analysis verstandlich unterrichten. Heidelberg: Spektrum Akademischer Verlag, S. 68-91

Wichtige Aspekte der Grund-
vorstellung Ableitung als
lokale lineare Approximation

m Beistarker Vergrolderung der
Umgebung eines Punktes des
Funktionsgraphen, sieht man
ein geradliniges Kurvenstuck.

m Firkleine Anderungen der
x-Werte ist die Funktion so qut
wie linear, kann also naherungs-
weise durch einen linearen
Zusammenhang ersetzt werden.

Danckwerts, R. & Vogel, D. (2006). Analysis verstandlich unterrichten. Heidelberg: Spektrum Akademischer Verlag, 68-9]
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Funktionenlupe TU Mathematik
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(k] &~ > @O & N nec =2 @ e =

Funktionenlupe | (Steigung) = &
H.-J. Elschenbroich, G. Seebach, R. Schmidt (2014) f(x) ={-0.1 x + 3x | [[] sekanten [ ] eigungsdreiecke
h = 1.0001
10 .-__"._@.___,4
8
AI

6

|/ X

2

Ar
-12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 ] 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26

=
(2)

49 02.08.2023 https://www.geogebra.org/m/QxeVkgpf#material/VNbhnUtq @ » RPTU


https://www.geogebra.org/m/QxeVkgpf#material/VNbhnUtq

Sekundarstufen

Welche Geradeist beste lokale R nmdakﬁkdgr
. . TU Mathematik
Approximation des Graphen? P

Schmieg-Effekt der Tangente m Wie grofist die Abweichung r(h)?
Unterschied von Parabel x » x? und Tangente unkei eichuna: 2
im Punkt P(1,1) in der Nachbarschaft von P(1,1) = Funktionsgleichung:  f(x) = x

m Tangentengleichung:

t(x) = f(xp) + m- (x — x0)
tx)= 1 +2-(x—1)

m Abweichung
r(h)=f(1+h)—t(1+h)
=(1+h)?->1+2h)
=1+4+2h+h*—1-2h
— hz (*)

r(h) = h?
- 0firh—->0

N

1 0 ] 1j|-h'2

50 02.08.2023  https://www.geogebra.org/m/F3wVF6Eq @ » RPTU
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Welche Geradeist beste lokale R nmdakﬁkdg
. . TU Mathematik
Approximation des Graphen? P

Schmieg-Effekt anderer Geraden

d h P(1,1) bzgl 2 m Wie groldist die Abweichung r(h)?
urc ) zgl.x > x

m Funktionsgleichung:  f(x) = x?

™

m Geradengleichung:
gx)=fxg)+m-(x—x5) m=*2

fA+h) - gx)= 1 + m-(x—1) m=#*2

m Abweichung
r(th)=f(1+h)—g(1+h)
= (1+ h)? — (1 + mh)
=1+2h+h?—-1-—mh
=h?+(2-m)-h (**)

r(h)=h*>+2-m)-h
- 0firh—->0

A

-1 0 1 1+—|-h'2

g
51 02082023  https//www.geogebra.org/m/F3wVF6Eq (§) ~» RPTU
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Grundverstandnis: Schmieg-Effekt

R Didaktik der
TUJ Mathematik
P Sekundarstufen

m Absolute Abweichung

o Tangentein P
r(h) = h? (*)
r(h) » 0 fiur h-> 0

0 Andere Gerade durch P
r(h)=h*+Q2-m)-h (**)
r(h) -0 fir h->0

m Relative Abweichung

52

o Tangentein P

r(:) h—-0 fur h-0

0 Andere Gerade durch P

r(:) h+ (2—-—m)mitm # 2
r(:) 2—m=0 fur h-0

02.08.2023  https://www.geogebra.org/m/ufFeCFDJ @

Offensichtlich ist die Bedingung
M 0 fiir k>0

ein analytischer Ausdruck fur die
Schmieg-Eigenschaft der Tangente.

W Tangente

RV ATAE IR N
Die gegentber limr(h) =0
h—0 r(h)

verscharfte Restbedingung }llm% —=0
charakterisiert die Tangente
als bestapproximierende Gerade.

&« & RPTU
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Zusammenfassung: R U Didakti der
Ableitung als lokale lineare Approximation p -

Ableitung als lokale lineare Approximation

Der Graph von f lasst sich in der Nahe von x,
durch die Tangente in xy so annahern, dass der
Fehler r(h) der Approximation besonders gut,
namlich schneller als h, gegen null geht:

f(xo +h)

f(xo+ h)
t(ﬁUQ + h)"

f(@o): : = t(xo + h) + r(h)
\ = f(x0) + m-h+r(h)
mit%%Oﬁ]rh%O
// To o+ h 7 Tangentengleichung
Anwendungen: Num. Naherungen; Fehlerrechnung; Taylor-Ab- t(x) = fxo) + m - (x — xq)

schatzung; Leibniz‘'sche Differenziale; Newton-Verfahren; Beweis
von Ableitungsregeln; Verallgemeinerbar in hohere Dimensionen

53 02.08.2023 https;//www.geogebra.org/m/dfUDB4N3 @ RPTU
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Zusammenfassung:

Ableitung als lokale lineare Approximation

R Didaktik der
TU Mathematik
P Sekundarstufen

Werte werden Werte Fehler Gite
der Funktion genahert der Tangente der Naherung der Naherung
nahe x, durch nahe x, firh > 0
f(xo +h) R t(xg + h) r(h) = f(xo + h) —t(xo + h) r(h) 50
=f(xo) +f'(xp)-h | =f(xog+h)—f(xp)—f'(x0) - h h
Zuwdachse werden Zuwachse Fehler Gite
der Funktion genahert der Tangente der Naherung der Naherung
nahe x, durch nahe x, firh > 0
/ r(h
Fo+ )~ fGo) =~ FGxo) - r(h) o
(Differenz Ay) (Differenzial dy)
0 02089003 Et&igg(/v;arv’f/i(/.F;.eéé(;J/;t?rzl.,o[r)é/(?n(}(()j?&.ggjggigérsténd//’ch unterrichten. Heidelberg: Spektrum Akademischer Verlag, 68-91 » RPTU
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. . . . TU Mathematik
Ableitung als lokale lineare Approximation p
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f(xo+ h) -
t(.’Bo —+ h)*

f(ﬁﬂo) T

i i X,
v // Lo o —+ h

Danckwerts, R. & Vogel, D. (2006). Analysis verstandlich unterrichten. Heidelberg: Spektrum Akademischer Verlag, 68-91
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Definition (liber lokale Anderungsrate)

Eine Funktion f:D - R, D € R heifst
an der Stelle x, € D differenzierbar,

wenn der Grenzwert

’ f(xo +h) — f(xp)
im

h—0

existiert.

Der Grenzwert heilst
Ableitung von fan
der Stelle xy und wird
mit f'(xg) bezeichnet.

h

(

Definition (Uber lokale lineare Approximation)

Eine Funktion f:D - R, D € R heifst
an der Stelle x, € D differenzierbar,

wenn es eine Gerade t,, durch den Punkt
(x0, f (x0)) gibt, so dass der Approximationsfehler

T(h) = f(xo +h) — txo(xo +h) mit X0 +hebD

g . r(th) _ .
der Bedingung }ll_r)l(l)T =0 genugt.
Die Steigung von ¢, heilst Ableitung von f an

der Stelle x5 und wird mit f'(xy) bezeichnet.

56 02.08.2023 Danckwerts, R. & Vogel, D. (2006). Analysis verstandlich unterrichten. Heidelberg: Spektrum Akademischer Verlag, 68-91 RPTU



Exkurs: Tangentengleichungim
Punkt P(xo, f(xo)) an G

Berechnung der Tangentengleichung
m Funktionsgleichung einer Geraden:

m mist die Steigung der Geraden. Fur eine Tangente,
die sich im Punkt P(xo, f (x¢)) an Gy anschmiegt, gilt:

m Da die Tangente durch P(xo, f (x,)) verlauft, erfllen

dessen Koordinaten die Funktionsgleichung. Es gilt also:

Im Beispiel: f(x) = x?
m Mit f'(x) = 2x folgt:

m Mit P(xo, f(x0)) = (x0,x&) ergibt sich:

m Damit ergibt sich die Tangentengleichung
im Punkt P(xo,f(xo)) ZU:

57 02.08.2023

R Didaktik der
TU| | Mathematik
P ~
y=m-x+t
m = f"(xq)

f(xg) =m-xo+t

m=2-Xx

X =2x9-x9+t
>t = —x8
_ 2
Yy = 2Xy X — X{
RPTU



Mathematik

Sekundarstufen

Grundvorstellungen zum Ableitungsbegriff R Tunoidakﬁkder
Welche wurden Sie fur die Einfuhrung nutzen? =

f(x) = f(xo)

~ Lokale Tangenten- Verstarkungs- lokale lineare
Anderungsrate steigung faktor Approximation

M P
/!

58 02.08.2023  Roth, J. &Siller, H.-S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren 199, 2-8 RPTU
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le Rheinland-Pfalzische
Technische Universitat
Kaiserslautern
Landau

2 Grundvorstellungen zur
Differentialrechnung

2.1  Grundvorstellungen?!

2.2 Ableitung als lokale Anderungsrate
2.3 Ableitung als Tangentensteigung
2.4 Ableitung als Verstarkungsfaktor

2.5 Ableitung als lokale
ineare Approximation

| 2.6 Aufgabengestaltung und
i A Grundvorstellungen

{ Al
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Aufgabenformate zum Prifen R Didakti der

TU| | Mathematik

inhaltlicher Vorstellungen P -

Vorstellungen zur
Mathematisierung
nutzen

(1) Eine gegebenen Sachsituation Mathematisieren
z.B.. Geben Sie eine Funktion fur den Gesamteffekt, der
im Sachkontext gegebenen Anderungsfunktion an.

(2) Analysieren einer falschen Mathematisierung
z. B.: Erldutern Sie, warum die Inflationsrate keine Ableitung der Preisniveau-Funktion ist. \Ver-
gleichen Sie dazu die Formel flir die Inflationsrate (...) mit dem Differenzenquotienten.

(3) Zuordnen von Mathematisierung und Sachsituation oder Bild
z.B. Aufgabe5

(4) Interpretieren eines mathematischen Ausdrucks im Bild/Sachkontext
z.B.. Interpretieren Sie die Bedeutung des Integrals in Bezug auf die im Sachzusammenhang
gegebene Anderungsfunktion. Siehe auch Aufgabe .

Vorstellungen zur

Veranschaulichung
und Interpretation
nutzen

(5) Erklaren eines Rechenverfahrensunter Rickgriff auf eine geometrische

oder inhaltliche Interpretation
z.B. Aufgabe 6

(6) Erklaren komplexer Sachverhalte durch Rickgriff aufinhaltl. Vorstellungen
z.B.: Erkldren Sie die Beziehung zwischen Integrieren und Differenzieren
am Beispiel folgenden Sachverhalts ...

Sachverhalte und
Rechenverfahren
durch Ruckgriff auf
inhaltliche Vorstel-
lungen erklaren

60  02.08.2023 Hultmann, S. & Prediger, S. (2003). Vorstellungsorientierte Analysis — auch in Klassenarbeiten & zentr. Prifungen. PM 52(31), 35-38 RPTU



R Didaktik der

Eink ommenssteuer Prasenzaufgabe TU Mathematik

Aufgabe l:Einkommenssteuer AS

Esseis:e — s(e) die Funktion, die jedem Einkommen e
die zugehorige Einkommenssteuer s zuordnet. e; ist das
Einkommen von Frau Meier (siehe Grafik, alles in Euro).

a) Interpretieren Sie die Terme e; — s(e;) und S(eel).

1

b) s'(e;) wird als Grenzsteuersatz bezeichnet.
Erklaren Sie diesen Begriff. -

Yo

c) Frau Meier erhalt eine Gehaltserhohung um h Euro.
" s(e;+h)—s(eq)
- .

Interpretieren Sie den Ausdruc

d) Interpretieren Sie die Ungleichung S(eﬁhf)l_s(el) > S(eel).
1
e) In den meisten Steuersystemen gilt fir Einkommen Gber einer bestimmten Einkommensgrenze

die Beziehung s (e) = 0. Deuten Sie diese Beziehung im Sachzusammenhang.

Dangl, M. et al. (2009). Standardisierte schriftliche Reifeprifung aus Mathematik” - Sicherung von mathematischen Grundkompetenzen.
Klagenfurt: Universitat Klagenfurt, 36 RPTlJ
O] 02.08.2023  HuRmann, S. & Prediger, S. (2003). Vorstellungsorientierte Analysis — auch in Klassenarbeiten und zentralen Prifungen. PM 52(31), 35-38



R Didaktik der
Groph von f'und f Rl

Kommt folgender Graph als Funktions-
graph der zugehorigen Funktion f(x) in
Frage? Kreuzen Sie an.

Ja Nein

Aufgabe 2
Die folgende Abbildung zeigt den
Graphen einer Ableitungsfunktion f*(x).

-4 -2 0 2 6 8 10 12 14 16 18 20 22 -4 0 2 4 6 8 0 12 14 16 18
X X
-2 -2
—4 -4
-6 -6

62 02.082023 Schumacher, M. (2019). Mal.eMINT-Codebuch. Aufgabe 5.0.6b. S. 149-151 RPTU
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( R Didaktik der
Graph VOnf Undf PTU:::Mathematik

Kommt folgender Graph als Funktions-
graph der zugehorigen Funktion f(x) in
Frage? Kreuzen Sie an.

Ja Nein

Aufgabe 2
Die folgende Abbildung zeigt den
Graphen einer Ableitungsfunktion f*(x).

s T P s v e

-4 -2 0 2 6 8 10 12 14 16 18 20 22 -4 2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
X X
-2 -2
-4 -4

63 02.082023 Schumacher, M. (2019). MaL.eMINT-Codebuch. Aufgabe 5.0.6b. S. 149-151 RPTU
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( R Didaktik der
Graph VOnf Undf PTU:::Mathematik

Kommt folgender Graph als Funktions-
graph der zugehorigen Funktion f(x) in
Frage? Kreuzen Sie an.

Ja Nein

Aufgabe 2
Die folgende Abbildung zeigt den
Graphen einer Ableitungsfunktion f*(x).

-4 -2 o 2 6 8 10 12 14 16 8 20 22 4 A 0 4 6 8 To———i2 14 16 ; 0 77
X X
-2 -2
-4 -4

64  02.082023 Schumacher, M. (2019). MaL.eMINT-Codebuch. Aufgabe 5.0.6b. S. 149-151 RPTU
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( R Didaktik der
Graph VOnf Undf PTU:::Mathematik

Kommt folgender Graph als Funktions-
graph der zugehorigen Funktion f(x) in
Frage? Kreuzen Sie an.

Ja Nein

Aufgabe 2
Die folgende Abbildung zeigt den
Graphen einer Ableitungsfunktion f*(x).

-4 -2 0 2 6 8 10 12 14 16 18 20 22 -4 42 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
X X
-2 -2
-4 -4

65 02.082023 Schumacher, M. (2019). MaL.eMINT-Codebuch. Aufgabe 5.0.6b. S. 149-151 RPTU
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Grippewel le Prasenzaufgabe TU Mathematik

P Sekundarstufen

Kranke (Mio.)
Aufgabe 3

Der Verlauf der Anzahl der an Grippe
erkrankten Menschen wahrend einer
Grippewelle wird mit Hilfe der reellen
Funktion f beschrieben.

Skizzieren Sie den Graphen der
Ableitungsfunktion f’ und erlautern | |

Sie die Bedeutung der Funktion f’ -2 -1 !
im Sachzusammenhang. -1

| Mpnateh
2 3 4 5 6 7

IPN (2022). Mathematische Lernvoraussetzungen fir ein MINT-Studium. Aufgabenkatalog - Ergebnisse eines Kooperationsprozesses zwischen
Schulen und Hochschulen des Landes Schleswig-Holstein. https://www.ipn.uni-kiel.de/de/das-ipn/abteilungen/didaktik-der-mathematik/forschung- RPTlJ
66 02.08.2023  und-projekte/malemint/2022-12-07_aufgabenkatatlog_malemint-implementation



R Didaktik der

Grippewellein zwei Varianten TU| L T Mathematik

Aufgabe 3
Die Funktion f beschreibt die
Anzahl f(t) der an Grippe

Der Verlauf der Anzahl der an Grippe erkrankten Menschen
wahrend einer Grippewelle wird mit Hilfe der reellen Funktion

erkrankten Menschen in f beschrieben. Kranke (Mio.)
Anhangigkeit von der Zeit t. Skizzieren Sie 4t
den Graphen N

a) Erlautern Sie die Bedeu-
tung der Funktion f'(t)
im Sachzusammenhang.

der Ableitungs-
funktion f" und

erlautern Sie L
b) Erklaren Sie die Bedeu- die Bedeutung o . Monate
tung des Funktionswerts der Funktion f’ - bz 3 45 6T
f(to) zum Zeitpunkt t, im Sachzusam- -1
im Sachzusammenhang. menhang.

IPN (2022). Mathematische Lernvoraussetzungen fir ein MINT-Studium. Aufgabenkatalog - Ergebnisse eines Kooperationsprozesses zwischen
Schulen und Hochschulen des Landes Schleswig-Holstein. https://www.ipn.uni-kiel.de/de/das-ipn/abteilungen/didaktik-der-mathematik/forschung- RPTlJ
67/ 02.08.2023  und-projekte/malemint/2022-12-07_aufgabenkatatlog_malemint-implementation



Tauchvorgang eines U-Bootes

) R Didaktik der

Prasenzaufgabe TU Mathematik
g

P Sekundarstufen

Aufgabe 4 h(t)
Der Tauchvorgang eines U-Bootes wird durch die !
Funktion h(t) = 2t3 — 12t* beschrieben. Dabei

gibt h(t) die Tauchtiefe unter der Oberflache in Wl [ ¥t
Meter an, t die Zeit in Stunden. Die Crew an Land \
bekommt einen Graphen gesendet - jedoch sind \ /

die Angaben auf den Achsen nicht mehr lesbar. A

a) Bestimme die Zeitpunkte, zu denen sich das U- \
Boot an der Oberflache befindet. \ /

b) Berechne in welcher Tiefe sich das U-Boot \
nach 3 Stunden befindet. Sinkt oder steigt es ,
gerade (mit Begrindung)? \ /

c) Berechne, wann es den tiefsten Punkt erreicht ~—
hat. Wie tief es dann getaucht?

68 02.08.2023  Kursarbeit_2021_Tschepke-Frohlich, Gymnasium St. Katharinen RPTU



Tauchvorgang - Varianten

R
Prasenzaufgabe TlJ:::
P

69

Aufgabe 4

Der Tauchvorgang eines U-Bootes wird durch
eine Funktion h(t) beschrieben, deren Graph
rechts dargestellt ist. Dabei gibt h(t) die
Tauchtiefe unter der Oberflache in Meter an,
t ist die Zeit in Stunden.

m Beschreibe die Situation zum eingezeichneten
Zeitpunkt t im Sachzusammenhang.

m Erklare mathematisch mithilfe des Graphen,
dass das U-Boot zum eingezeichneten
Zeitpunkt t am schnellsten sinkt.

— Finden Sie aus Sicht jeder der vier
Grundvorstellungen eine Erklarung!

02.08.2023  Kursarbeit_2021_Tschepke-Frohlich, Gymnasium St. Katharinen

h(t)

Didaktik der
Mathematik

Sekundarstufen



: R Didaktik der
Graphen analysieren PTU:::Mathemaﬁk

Sekundarstufen

Aufgabe 5: Welcher der Graphen A, B, C, D bzw. E hat alle folgenden Eigenschaften?
f'(0) <0, f'(1) <0 und f"(x)istimmer negativ

A R B Y C J
‘ et J - X ;/‘ \;\__, > X
/ /—\] | 1
D E v
4 A

SN e

\ 1 1

70 02.08.2023 Hulmann, S. & Prediger, S. (2003). Vorstellungsorientierte Analysis — auch in Klassenarbeiten & zentr. Prifungen. PM 52(31), 35-38 RPTU



Rechenverfahren erklaren

Aufgabe 6:

Rechenverfahren erklaren

Um eine Maximalstelle zu bestimmen,
sind zwei Schritte notwendig:

(1) Man bestimmt die Nullstelle x,
der Ableitung und

R
-
P

Didaktik der
Mathematik

Sekundarstufen

(2) Uberprift, ob f""(x) < 0 ist.

Erlautern Sie anhand der Graphen,
warum man mit den Schritten
(1) und (2) eine Maximalstelle erhalt.

V4 02.08.2023 Hulmann, S. & Prediger, S. (2003). Vorstellungsorientierte Analysis — auch in Klassenarbeiten & zentr. Prifungen. PM 52(31), 35-38

RPTU



Hefewachstum

R Didaktik der

Aufgabe 7:Hefewachstum

In der Grafik ist das Wachstum
einer Hefekultur dargestellt

(Zeitangabe in Stunden; Hefemasse in mqg).

a) Schatzen Sie die ungefahre
Lage des Wendepunkts ab
und zeichnen Sie ihn in der
Grafik ein.

b) Schatzen Sie ab, wie grol3 die
Wachstumsgeschwindigkeit
an der Wendestelle ist.

c) Deuten Sie den Wendepunkt
im Hinblick auf die Wachs-
tumsgeschwindigkeit.

650
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0

TU| | Mathematik
Masse in mg
tin Std.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Dangl, M. et al. (2009). Standardisierte schriftliche Reifepriifung aus Mathematik” - Sicherung von mathematischen Grundkompetenzen.

Klagenfurt: Universitat Klagenfurt, 36

72 02.08.2023  HuBmann, S. & Prediger, S. (2003). Vorstellungsorientierte Analysis — auch in Klassenarbeiten und zentralen Prifungen. PM 52(31), 35-38 RPTU
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73

Aufgabe 8

Der Graph der Funktion f hat
den abgebildeten Verlauf. Diese
Funktion ist an der Stelle 0 nicht
differenzierbar. Das kann man
unterschiedlich erklaren.

Finden Sie aus Sicht jeder
der vier GV eine Erklarung.

Veranschaulichen Sie die
Erklarung wenn maoglich
mit einer Skizze.

Gilbert Greefrath, Reinhard Oldenburg, Hans-Stefan Siller, Volker Ulm, Hans-Georg Weigand (2021). Test zur Erfassung von Grundvorstellungen zu

Ableitungen und Integralen (GV-Al), Empirische Erfassung von Grundvorstellungen zur ersten Ableitung einer Funktion an einer Stelle und zum RPTlJ
02.08.2023  bestimmten Integral. hal-03103685. https://hal.science/hal-03103685
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Grundvorstellungen zum Integralbegriff Mathematik
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Orientierten
Rekonstruieren Flacheninhalt Kumulieren Mitteln
bestimmen

A —————

Greefrath, G. & UIm, V. (2021). Integral: Grundvorstellungen dynamisch visualisieren. Mathematik lehren 224, S. 36-40
/5 02.08.2023  Roth, J. &Siller, H.-S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren 199, 2-8
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Entwicklung des Integralbegriffs

R Didaktik der
TU Mathematik
P Sekundarstufen

Integral

als Grenzwert von Produktsummen

.

analytisch-exakt

Produktsummen ¢ = ¢ e= ¢ a= ¢ = ¢ = ¢ ==

\

-

geometrisch-naiv

zunehmende Abstraktion

allgemeine Rekonstruktion
f — I, (Hauptsatz)

f

W) (
] [ Mittelwert einer Funktion

(konkrete) Rekonstruktion

f-f

J

\_

Rekonstruieren

arithmetisches Mittel

T
[ (dlskretes) J
. t
)

Mitteln

/76 02.08.2023
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3 Grundvorstellungen zur
Integralrechnung

3.1 Integrieren als Rekonstruieren “%

3.2 Integrieren als Bestimmen eines
orientierten Flacheninhalts 7%

3.3 Integrieren als Kumulieren 7%
3.4 Integrieren als Mitteln "%

3.5 Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung (HDI) 7%

| i A 3.6 Grundvorstellungen vernetzen 7%
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le Rheinland-Pfalzische
Technische Universitat
Kaiserslautern
Landau

3 Grundvorstellungen zur
Integralrechnung

3.1 Integrieren als Rekonstruieren

3.2 Integrieren als Bestimmen eines
orientierten Flacheninhalts

3.3 Integrieren als Kumulieren
3.4 Integrieren als Mitteln

3.5 Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung (HDI)

A

4 \ e it H A 3.6 Grundvorstellungen vernetzen
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Grundvorstellung R nmdakﬁkdgr
. . TU Mathematik
Integrieren als Rekonstruieren P

Versténdnisanker: Waschbecken 125 | 2uflussgeschwindigkeit V'(t) in l/min

In ein leeres ’.‘ﬁ_ 1060 °

Waschbecken e 75

wird 1 Minute lang 51

Wasser mit konstanter 25 "

Zuflussgeschwindigkeit 0 : . + , o-Leittin min,
von 10 Litern pro Minute . o 1 ¥ : =2 ’
eingelassen, dann die Wasserzufuhr - 3 .

gestoppt und gleichzeitig der Abfluss ’

geoffnet, aus dem das Wasser mit

einer Abflussgeschwindigkeit von
5 Litern pro Minute abflieRt. Nach Wie lasst sich aus der Zufluss- bzw. Abfluss-

weiteren 1,5 Minuten wird der Abfluss geschwindigkeit V'(t) auf die Wassermenge V(i)
wieder geschlossen. im Waschbecken zum Zeitpunkt t schliel3en?

79 02.08.2023 www.geogebra.org/m/jv2z8vgz Q RPTU »
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Integrieren als Rekonstruieren

R Didaktik der
TUJ Mathematik
P Sekundarstufen

Zufluss-Phase

10 LT . ¢+ min = 10 - t Liter

min

Vit)=10-t fir 0<t<1

Nach einer Minute sind also
10 LM, 1 min = 10 Liter

min

im Waschbecken.

10 — 5-(t — 1) Liter
Vi) =10—-5-(t—1)fur 1<t<2,5

Nach zweieinhalb Minuten sind also
10 —5-(2,5—1) Liter = 2,5 Liter
im Waschbecken.

TWassermenge V(t) in |
] 10-tund 5 (t — 1) sind
o Flacheninhalte von Recht-
> ecken. V(t) ist die Summe
2:5 | T vorzeichenbehafteter
n Zeit tin min . ,
0 "y y Tt . "y 3 Flacheninhalte von Recht-
10 - t fir 0<t<l1 ecken, also ein
Vi) =410-5-(t—-1) fir 1<t<25
2,5 fir t> 2,5

80  02.08.2023 www.geogebra.org/m/jv2z8vgz @

RPTU &
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Sekundarstufen
1Zuflussgeschwindigkeit V'(t) in I/min’
12.5 1 |

100 ®

.

7.5 1

5 4

2.5 1

o Zeittin min,

05 1 25 3

-
(&
N

TWassermenge V(t) in |

10 { 10 -t flir 0<t<1
7.5 1 V() =<10-5-(t—1) fir 1<t<25
5 1 2,5 fir t>25
25 ]
N Zeit tin min_
0 05 1 1.5 2 25 3’

81 02.08.2023 www.geogebra.org/m/jv2z8vgz O RPTU
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Integrieren als Rekonstruieren P

TZuflussgeschwindigkeit V'(t) in I/min

.

| J_t | _ Zeittin min,
1 15 2 25 3’
-5 (C_ ®
| | o
/ . : 1
\Wassermenge V(t) in | : Z.t-10¢t fir 0<t<1

2

3 V(t)=<1

2.5 1 L “

0 . . + _ Zeittinmin, (2 10-5-(—-1) fur t>1
05 1 1,5 2 2’5 -

2] i \

82 02.08.2023  https://www.geogebra.org/m/cdybkcgk O

RPTU
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Grundvorstellung R nmdakﬁkdgr
. . TU Mathematik
Integrieren als Rekonstruieren P

Rickblick

m Aus der Zuflussgeschwindigkeit des Wassers zu
jedem Zeitpunkt wurde die Wassermenge V (t)
zu jedem Zeitpunkt rekonstruiert.

m Die Zuflussgeschwindigkeit ist die Ableitung V'(t)
(momentane Anderungsrate) der Wassermenge
im Waschbecken.

m Aus der Anderungsrate V' wurde die Funktion V
wiederhergestellt. [wiederherstellen = integrare (lat.)]

Vorteile des Beispiels

m Fokussiert auf die Grundvorstellung
Integrieren als Rekonstruieren.

m Unterstutzt die Grundvorstellung
Integral als orientierter Flacheninhalt.

83  02.08.2023 RPTU
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12.5 TZuflussgeschwindigkeit V'(t) in I/min
10 4

7.5 1

Zeittin min,

84  02.08.2023 https://www.geogebra.org/m/hacug/wf O RPTU
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Integrieren als Rekonstruieren R Didaktik der

TU| | Mathematik

Nichtlinearer Zufluss P -

|dee

m Die Zuflussgeschwindigkeit ist im Kleinen, d. h. bei gentigend
/ kleinen Zeitintervallen [t, t + At] nahezu konstant.

o m Injedem Zeitintervall [t, t + At] kann man
vorgehen, wie in der Abbildung dargestellt.

Was tragt V'im Zeitintervall [t,t + At] zum Gesamteffekt bei?

m Da V' die momentane Anderungsrate
von V ist, gilt fur kleine At in guter Naherung

/ AV /
t\ V(t)zA—t also AV = V'(t) - At.

At m Diesist der Zuwachs der Wassermenge im Zeitintervall At,
geometrisch zu deuten als kleiner (orientierter) Rechteckinhalt.

Ve
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Integrieren als Rekonstruieren

Nichtlinearer Zufluss

12.5

10 1

7.5 1

5.

2.5 1

7.5 1

2.5 1

TZuflussgeschwindigkeit V'(t) in I/min

N

t

0

Zeit tin min

05 1 15

TWassermenge V(t) in |
10 -

3

Zeit tin min

05 1 15

2.5

3

Graph von V'(t)
Flachenbilanz
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n=11

= 8.98

Rechteckstreifen

Untersumme = 6.28

Graph von V(t)

anzeigen
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Integrieren als Rekonstruieren R Didaktik der

TU| | Mathematik

Nichtlinearer Zufluss P -

12.57Zuflussgeschwindigkeit V/'(t) in I/min .
m Zur Rekonstruktion der Wasser-

menge zu einem beliebigen

. Zeitpunkt t sind die Zuwachse
51 | Uber alle Teilintervalle zu

| summieren, in die das Intervall
[0, t] zerlegt wurde.

10 1

7.5 1

0.5 1 1.5
Geometrisch gedeutet, ist der
rekonstruierte Wert V (t) die
Summe aller dieser kleinen
(orientierten) Rechteckinhalte.

Grundvorstellung

Integrieren als Rekonstruieren m Diese unterscheidet sich bei

Ein bestimmtes Integral rekonstruiert die genugend kleiner Streifenbreite
Gesamtanderung einer Grofe (den beliebig wenig von dem
Gesamteffekt der Anderung) aus ihrer (orientierten) Inhalt der Flache
Anderungsrate. unter dem Graph von V',
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R Didaktik der

Wert des Integrals fff(x) dx STU & & v

m S, istderInhalt der Flache, die vom Graphen
y Gf G der Funktion f, von der x-Achse und der

P Geraden x = a eingeschlossen wird.
y = f(x) m S, ist der Inhalt der Flache, die vom Graphen

G der Funktion f, von der x-Achse und der
S, Geraden x = b eingeschlossen wird.

m Esista<bund0<S, <S;.

N

| b m Der Wert des Integrals f:f(x) dx ist dann:

a) S$1+8,

b b) S-S5,
ff(x) dx c) $2— 84
a

d) |81 —S;]
e) =-(S1+S2)

Baumert et al. (Hrsg.) (1999). Testaufgaben zu TIMSS/IIl. Mathematisch-naturwissenschaftliche Grundbildung und voruniversitare RPTlJ
89 02.08.2023  Mathematik und Physik der Abschlussklassen der Sekundarstufe Il (Population 3). Berlin: Max-Planck-Institut fiir Bildungsforschung.
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Sekundarstufen

Grundvorstellung: R nmdakﬁkdg
. . .o . TU Mathematik
Integral als orientierter Flacheninhalt P

=[-1
Integrator Ill a a=[1__ |
H.-J. Elschenbroich & G. Seebach (2015) f(x) = [4sin(3 [2%)+1 ] =

D Integral von f auf [a, X]

Grundvorstellung
Integrieren als
Bilden der Bilanz

von Flacheninhalten
Ein bestimmtes Integral

ist eine Bilanz von
Flacheninhalten.

90 02082023 httpsy//www.geogebra.org/m/gfF cA9CN#material/ GAZQZVHQ ¢ RPTU
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. R Didaktik der
Integralfunktlon PTU L L Mathematik
uy _
'
Bemerkung / B
m Der Ubergang zum orientierten Fldcheninhalt f
hangt nicht davon ab, dass die Berandungs- : / 45 \
funktion (Berandung) Ableitung einer anderen LN / H
Funktion ist. \ i|| X b
m Esliegt nahe, den Ubergang von a U= \ ~ X
dieser Voraussetzung zu losen. = o

I,(x) :== (Summe der Inhalte aller oberhalb der x-Achse liegenden Flachenstiicke zwischen a und x)
— (Summe der Inhalte aller unterhalb der x-Achse liegenden Flachensticke zwischen a und x)

Definition
m Zueiner Berandung f:[a, b] = R gehort die Integralfunktion I,, die jedem x € [a, b] den
orientierten Inhalt der Flachen zuordnet, die f mit der x-Achse zwischen a und x einschliel3t.

m Die Funktionswerte der Integralfunktion heif3en Integrale.

RPTU
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Sekundarstufen

Komplementaritat: R nmdakﬁkdgr
oo . TU Mathematik
Flacheninhalt < Integral P

naiver Standpunkt

Flacheninhalt Integral

theoretischer
(analytischer) Standpunkt

92  02.08.2023 RPTU
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Grundvorstellung:

R Didaktik der
TUJ Mathematik
P Sekundarstufen

Integrieren als Kumulieren
y "
6 Obersumme = 6.71
° Untersumme = —2.25
‘ Integral =235
3
>
a b §
7 5 5 4] B 2 4 NI A 21 3 [2 s 7
_1 @n-s
)
3
f(x) = 0.3x* - 4x
4
a=-3
5 Q@
b=25
-6 @
f

94

02.08.2023  https://www.geogebra.org/m/ypmc35yh Q

Grundvorstellung
Integrieren als

Kumulieren

Ein bestimmtes Integral
ist das Ergebnis des
Aufsummierens kleiner
Summanden mit
Produktstruktur.

RPTU
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Grundvorstellung:

Integrieren als Kumulieren

R
-
P

95

Ty

7 Obersumme QO =4.23 g
v | .| Funktion f(x) =[0.1x2
/| Untersumme U =4.038
— vona=-1 bisb=-'
0-U=0.192 5
2.
1_
X
0 6 7 8 9 10 11
-1 n =50
. Anzahl der Unterteilungen
Un’ On
10 o
(o]
5 LR R TR et e o
T e o e o o o 88 8 8 & & 8
® L]
’ n
0 2 4 6 16 18 20 -

02.08.2023  https://www.geogebra.org/m/QKQg6arS Q
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Grundvorstellung:
Integrieren als Kumulieren

R
-
P

n==6
ry Funktion f(x) = [sin(x)

E Zylinder ein/aus \/

Anzahl der Unterteilungen

Rotationskérper ein/aus

J Vie=D_Vi=D_m-(f(z)) Av =493

™
w/

1=1

rA
LJd

= T ’ xr 21’%.
Ver [ (@) o~ 493
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3.3 Integrieren als Kumulieren
3.4 Integrieren als Mitteln

3.5 Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung (HDI)

4 \ e it H A 3.6 Grundvorstellungen vernetzen
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Grundvorstellung:Integrieren als Mitteln
Mittelwertbildung beilinearen Funktionen

Gesucht

98

Mittelwert f(x,) einer linearen
Funktion in einem Intervall [a, b].

Der Mittelwert wird in der Mitte
des Intervalls angenommen.

Der mittlere Funktionswert kann
genutzt werden, um den Flachen-
inhalt I,(b) unter dem Graph von
f als Rechteck zu realisieren.

Damit gilt:
Io(b) = (b —a) - f(xo)
Fir den Mittelwert f(x,) folgt:

1

fxo) = =+ ()

—a

02.08.2023

f(x0)-

R Didaktik der
TU Mathematik
P Sekundarstufen

f (x0)

Inhaltlich als

|

)
i Geschwindigkeits-
Io(b) i Zeit-Diagramm
’ ]

|

[

deuten

1 >
X
a Xo b

RPTU



Grundvorstellung:Integrieren als Mitteln R Didakik der

TU| | Mathematik

Mittelwertbildung beilinearen Funktionen p -

Gesucht: Mittelwert einer Messreihe aus n Messwerten yq, Vo, ..., ¥n 1
zu aquidistanten Zeitpunkten xq, X5, ..., X,,. .
Ergebnis: Der gesuchte Mittelwert ist das arithmetische Mittel ! .
der M te yi, Vo, )
er Messwerte yq, V5, ..., Y i i |y, o
y_n Y1 Yn _Tl ._YL-
m Messwerte werden als diskrete Realisierung X1 X2 Xn-1 Xn
eines stetigen Funktionsverlaufs f betrachtet. T f
m Algebraische Umformung des Terms fur das
arithmetische I\/Iittel iefert:
n
Y= Ef(xl)_b_a Y1 V2 Yn
i=1
L, (b)
b— a Xxq1 Xp xn—lxn:b
RPTU
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Grundvorstellung:Integrieren als Mitteln R nmdakﬁkdgr
. . . [ . TU Mathematik
Mittelwertbildung beilinearen Funktionen p

Sekundarstufen

8 4

Bemerkung

m Aus den Beispielen folgt, dass es
sinnvoll ist, unter der Zahl

1
u(f) =m'1a(b) °

den Mittelwert einer Funktion f im
Intervall [a, b] zu verstehen.

7 4

m Esqilt m
[, (x) = j F(Odt

m Speziell:

1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
ARechteck =25.24
*b

1 0 1 2

b b
Lo(b) = j F()dt = j F()dx
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Grundvorstellung:Integrieren als Mitteln R Tunmiﬁgﬁgﬁﬂ
Mittelwert einer Funktion fim Intervall [a, b] P

Sekundarstufen

fx)=[1/10x* - x + 0.5 |

Grundvorstellung
Integrieren als
Mitteln

Ein bestimmtes Integral
n mittelt Funktionswerte.

f
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Auf dem Weg zum Hauptsatz der R Tunﬂ?m?ﬁﬂ
Differential-und Integralrechnung (HDI) P

Sekundarstufen

o

, |

6 _5 4 3 4 5 6
—1 -
-2 -
f
f(x)=[1/10x2-x + 0.5 | Lx+h) —Lx) =019 [ h=0.14
(<)
V] 1 (x) | (x+h) f(x)h f(x)-h=0.2 W
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Auf dem Weg zum Hauptsatz der R Didakik der

TU| | Mathematik

Differential-und Integralrechnung (HDI) P _

Behauptung -2 f
m Die Ableitung der Integralfunktion . b
ist die Berandungsfunktion. )g’]a(x +h) — I (x)
Begrindung é f % .
m Derabsolute Zuwachs von I, das Flachenstuck a x x+h

I,(x + h) — I,(x), |asst sich durch Rechteckflachen abschatzen:
fx)-h<Il,(x+h)—1,(x) < f(x+h)-h

m Fir den relativen Zuwachs von I, (mittlere Anderungsrate %) folgt:

fla) < R < f(x + ) (*)

m Die Integralfunktion I, hat an der Stelle x die EigenschaftI; = f, wenn f(x + h)
fur h —» 0 gegen f(x) strebt (d. h. f stetigin x ist). Dann folgt aus (*):

Ia(x+h)—1q(x) <fx) = I,(x)=f(x)

104 02.08.2023 RPTU
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Auf dem Weg zum Hauptsatz der R Didakik der

TU| | Mathematik

Differential-und Integralrechnung (HDI) P _

Behauptung f
m Die Ableitung der Integralfunktion . b
ist die Berandungsfunktion. ,{E/Ia(x + h) — I (%)
Begriindung o i
m Derabsolute Zuwachs von I, das Flachenstuck a X x+h

I,(x + h) —1,(x), |asst sich durch Rechteckflachen abschatzen:
min(f(x),f(x + h)) ch<I,(x+h)—1I,(x) < max(f(x),f(x + h)) -h
m Fir den relativen Zuwachs von I, (mittlere Anderungsrate %) folgt:

Io(x+h)—1,(x)

min(f (x), f(x + h)) < - <max(f(x),f(x+h) ()

m Die Integralfunktion I, hat an der Stelle x die Eigenschaft I; = f, wenn f(x + h)
fur h = 0 gegen f(x) strebt (d. h. f stetigin x ist). Dann folgt aus (*):

fG) < lim @D < £(x) 5 1400 = f(x)

105 02.08.2023 RPTU




Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung (HDI)

R Didaktik der
TU| | Mathematik

Vorstellung

Wenn man die von f berandete Flache mit
Farbe streicht und dabei gleichmalidig von a
nach rechts lauft, dannist der Verbrauch an
Farbe proportional zum Funktionswert von f
an der Stelle, an der man sich gerade befindet.

106 02.08.2023

Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung

m Ist f:[a,b] - Rinx € [a, b] stetig,
dann ist die Integralfunktion I, dort
differenzierbar und es qilt:

Io(x) = f(x)
m Kurz: Die Integralfunktion ist

eine Stammfunktion der
Berandungsfunktion.

RPTU



Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung (HDI)

R Didaktik der
TU| | Mathematik

Bemerkung

m Die auf dervorherigen Folie angegebene
Formulierung des HDI, kann nur voll
durchschaut werden, wenn Stetigkeit,
Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit als
analytisch definierte Begriffe verfigbar sind.

m Dies wirdim Analysis-Unterricht der
Oberstufe nicht erreicht.

m Die schulische Bedeutung des HDI
liegt darin, dass er

(1) ein Instrument zur Berechnung von
Integralen zur Verfligung stellt und

(2) einen Zusammenhang zwischen
Differenzieren und Integrieren aufzeigt.

107 02.08.2023

Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung

Integralfunktionen I, zu einer Funktion f
lassen sich finden, wenn man irgendeine
Stammfunktion F von f sucht und die
Differenz

I,(x) =F(x)—F(a) mit x € [a,b]

berechnet.

RPTU



Differenzieren und Integrieren

als Umkehroperationen

R Didaktik der
TUJ Mathematik
P Sekundarstufen

Ubgrgang zur
lokalen Anderungsrate

g I g’

Differenzieren

Ubergang zur
Integralfunktion

f I I,

Integrieren
(,Rekonstruieren”)

108 02.08.2023

Ubergang zur
Integralfunktion

e I,

Integrieren
(,Rekonstruieren™)

|
Q

Ube_ygang zur
lokalen Anderungsrate

)

Differenzieren

~ RPTU
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Wasserhahn-Applet 1: R U nﬁgdﬁﬁ“’kﬁ
Grundvorstellungen vernetzen P

Sekundarstufen
Zuflussrate f in /s

finl/s Gitternetz Zeit. x =5's
1 A Beschriftung

0.57
0

I ST Wasserhahne
1 2 V_S X Ins

-0.5+¢

al

Abfluss «

F i | Wasservolumen F in |

6 Liter——
—

5 Liter—
—

4 Liter—
2 Liter—
—1

GeoGebra-Buch: Mit Wasserhahn-
e Applets zur Integralrechnung

. https://geogebra.org/m/dzg/7waaf
1 1 1 1 — =

110 02.08.2023  https://www.geogebra.org/m/dzg7waaf#material/e7gay5m6 O https://www.geogebra.org/m/e7gay5m6 O RPTU
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Wasserhahn-Applet 2: R Didakti der

TUJ Mathematik

Grundvorstellungen vernetzen P

i i ientierter Flacheninhalt F in |
|n l/i Zuflussrate f in | /s F () = £() fin /s ‘:)rlen ierter Flacheninhalt F in
S5t : X 51
Gleichungen F(x):/ (1) dt

0

G Gitternetz 41
o Beschriftung i
1_74—2:'----f ----- Zeitpunkt x = 3.13 s 21 f N
1 =} v 424
1 2 3 4 5 xins m 1 2 3 4 5 xins
3.13
f(313) =174 F(3.13) = f f(t) dt = 4.24
0
Wasservolumen F in | D Ekt 1 - 00 E i | Steigung F' in /s
Finl4 | . |
—/ i
ST D Fkt. 2 5 Liter— 5t m=1.74 Bechor, A & O . (2016). M
42421 : | j echer, A. ssmann, H. . Mit
4 Fkt. 3 Z Dfer-——:: 4 Wasserhahn-Applets zur Integralrechnung
31 Fkt. 4 . 31 — Grundvorstellungen vernetzt in funf
D 3 Liter—— Bildern. Mathematik lehren, 199, 33-36
21 2 Liter— . :
1+ 1 Litet— 1 } GeoGebra-Buch: Mit Wasserhahn-
] | ‘H Applets zur Integralrechnung
‘i 2 3 4 5 ™ xins " ' 2 3 4 5 ™ xins https://geogebra.org/m/dzg/7waaf
F(3.13) = 4.24 f(3.13) = 1.74
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https://www.geogebra.org/m/ezw2nesu#chapter/628478
https://www.geogebra.org/m/ec77p5by
https://geogebra.org/m/dzg7waaf

Wasserhahn-Applet 3: R, nﬂdsﬁﬁkdgﬂ
Grundvorstellungen vernetzen P

Sekundarstufen

A
3 Gleichungen T
) _2_ 5 Gitternetz
1 Beschriftung
0 T 23 4 5
-1
-2
Fkt. 1 « —
[ Fkt. 2 5 Liter——
4 Liter—
—
3 Liter——
e
2 Liter——

- GeoGebra-Buch: Mit Wasserhahn-
Applets zur Integralrechnung

https://geogebra.org/m/dzg7waaf

r
*)\
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Integralbegriff: R nmdakﬁkdgr
. TU Mathematik
Inhaltliche Aspekte und Vorstellungen =

Stammfunktion

Aspekte Rekonstruieren

Unterliegende Kumulieren Gesamteffekt 5 cnaniohalt
Vorstellungen (Prozess) (Produkt)
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Feedback

R Didaktik der
TU Mathematik
P Sekundarstufen

@) & menticom/f2c8e8/2

il Mentimeter

Was wiinschen Sie sich
fir die VVeranstaltung?

Wir empfehlen kurze Antworten. Sie
haben noch 250 Zeichen frei.

250

Sie kdnnen mehrere Antworten eingeben

Powered by Mentimeter Terms

115 02.08.2023

Veranstaltungsfeedback
m https://roth.tel/feedback

Fragen (Es sind mehrere Antworten moglich.)

m Was fanden Sie an der Veranstaltung gut?
Freitext (jeweils maximal 250 Zeichen)

m Was winschen Sie sich fur die Veranstaltung?
Freitext (jeweils maximal 250 Zeichen)
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Kontakt

Prof.Dr.Jirgen Roth
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Fortstralie 7, 76829 Landau
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