thematik mit Technologie an ©rundvor-
stellungen orientiert nachhaltig unterrichten
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Didaktik der
Mathematik

Sekundarstufen
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Didaktik der
Mathematik

Sekundarstufen
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Didaktik der

° ! R
|ntegl‘a|-QUIZ !‘:% TU | Mathematik

Anleitung

m Aneinanderreihen der Kennbuchstaben der |
richtigen Aussagen ergibt einen Losungssatz i
auf sprachlich eher maldigem Niveau. | | -

m Wichtig: Beijeder Frage sind mehrere
richtige Antworten moglich.

Aufgabe 1 e
Was bedeutet die Aussage ,f ist auf [a, b] integrierbar”? '

E| fistim Intervall [a, b] differenzierbar.

f istim Intervall [a, b] stetig.

K
0| f hatim Intervall [a, b] eine Stammfunktion.
M

Obersummengrenzwert = Untersummengrenzwert

4 09.11.2023  Arndt, K.-D. (1995). Integral-Quiz. Die etwas andere Aufgabe. Mathematik lehren 72, 67 + https://www.geogebra.org/m/nvkmwxna Q RPTU


https://www.mentimeter.com/s/a735e2217a2b5244b4c7d6e0909b1087/56b86b223dfa
https://www.geogebra.org/m/nvkmwxna

Sekundarstufen

. R Didaktik der
|I1tegl‘a|-QUIZ pTU::: Mathgmatik

Aufgabe 2
Unter welchen Bedingungen gilt folgendes? .. L—
b |

be(x)dxg jg(x)dx

a
Esista < bund f(x) < g(x) auf [a, b]. L
Esista > bund f(x) < g(x) auf [a, b].
Esista < bund f(x) = g(x) auf [a, b].
Esista > bund f(x) = g(x) auf [a, b].

=1 (D] IN] [=

5 09.11.2023  Arndt, K.-D. (1995). Integral-Quiz. Die etwas andere Aufgabe. Mathematik lehren 72, 67



Sekundarstufen

. R Didaktik der
|I1tegl‘a|-QUIZ pTU::: Mathgmatik

Unter welchen Bedingungen gilt dann folgendes?

Aufgabe 3 e
f sein integrierbar. ‘ /

b a
C[f(x)dx=bff(x)dx

H| Falls f(x) = 0 auf [a, b] ist. -
E| Fallsa = bist.

I | Falls f eine ungerade Funktion und a = —b ist.

T| Falls f eine gerade Funktionund a = —b ist.

6 09.11.2023  Arndt, K.-D. (1995). Integral-Quiz. Die etwas andere Aufgabe. Mathematik lehren 72, 67 RPTU


https://www.mentimeter.com/s/8156a05ca59dc4e7e33008f7dca5bc73/206badf5a522

Sekundarstufen

. R Didaktik der
|I‘Itegl‘a|-QUIZ PTU::: Mathgmatik

Aufgabe 4 ~—
f sein integrierbar und a # 0. ‘ | j

Unter welchen Bedingungen gilt dann folgendes? \
E .

jf(x)dx =0

Falls f(x) = x? ist.
Falls f(x) = % ist.
Falls f(x) = 0 ist.

Falls f eine gerade Funktion ist.

2| [«] [N] [»

7 09.11.2023  Arndt, K.-D. (1995). Integral-Quiz. Die etwas andere Aufgabe. Mathematik lehren 72, 67 RPTU



Sekundarstufen

. R Didaktik der
|I1tegl‘a|-QUIZ PTU::: Mathgmatik

Aufgabe 5 4 3
f sein integrierbarund a > 0. L,

Unter welchen Bedingungen gilt dann folgendes?

_Ja f(x)dx =2- Ojf(x)dx

Falls f(x) = 0 auf [—a, a] ist. o

Falls f auf [—a, a] eine gerade Funktion ist.

Falls f auf [—a, a] eine ungerade Funktion ist.
Falls f(x) = |x| auf [—a, a] ist.

e (O] (&Y =

8 09.11.2023  Arndt, K.-D. (1995). Integral-Quiz. Die etwas andere Aufgabe. Mathematik lehren 72, 67 RPTU


https://www.mentimeter.com/s/457fd8efb52251320ce8edf71d9e9bc2/6446dc751fb4

. R Didaktik der
Integral-Quiz TU n Mathematik
P Sekundarstufen

9

Aufgabe 6 y 3
Berechnen Sie ', e

I
J du
L
und ersetzen Sie das Fragezeichen in den roten L

Kasten jeweils durch den Buchstaben, der den =
Satz richtig vervollstandigt.

? | ist der Minuend des Ergebnisses.

? | ist der Subtrahend des Ergebnisses.

09.11.2023  Arndt, K.-D. (1995). Integral-Quiz. Die etwas andere Aufgabe. Mathematik lehren 72, 67 RPTU



oo ° R Didaktik der
Verstandnisanker RUPS4E
L
Verstandnisanker ﬁa " v
. . L . . Beispiel
m Ein Verstandnisanker ist eine prototypische °

10

Situation, an der Grundvorstellungen und ein
damit verbundener Erklarungskontext zu einem
mathematischen Sachverhalt ausgebildet werden.

-

Prototypisch meint, dass alle fur das Verstandnis des ma-
thematischen Sachverhalts wesentlichen Strukturelemente
in der Situation vorkommen und gedeutet werden konnen.

Eine Situation eignet sich insbesondere dann als Ver-
standnisanker, wenn sie leicht durchschaut werden kann.

Lernende konnen in neuen Situationen, in der derselbe
mathematische Sachverhalt eine Rolle spielt, auf den Ver-
standnisanker zurtckgreifen und, durch Analogiebildung zum
Verstandnisanker, passende Grundvorstellungen aktivieren.

m Ein moglicher Verstandnis-
anker fur Grundvorstellungen
zum Integral ist die Frage nach
der Fullmenge eines Wasch-
beckens bei bekannter Zu-
und Abflussgeschwindigkeit.

m Anhand der Waschbeckensituation
konnen die Grundvorstellungen
JIntegrieren als Rekonstruieren”
des Gesamteffekts und
,Integrieren als Bestimmen eines
orientierten Flacheninhalts” inhaltlich
durchschaut werden.

09.11.2023 Roth, J. & vom Hofe, R. (2023). Verstandnisvoll lernen - Grundvorstellungen vernetzen und Verstandnisanker nutzen. Mathematik lehren, 236, S. 6-9. RPTU



Didaktik der
Mathematik

Sekundarstufen

Greefrath, G. & UIm, V. (2021). Integral: Grundvorstellungen dynamisch visualisieren. Mathematik lehren 224, S. 36-40
09.11.2023 Roth, J. & Siller, H.-S. (2016). Bestand und Anderung - Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren 199, 2-8



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2016/Roth_Siller_2016_Bestand_und_Aenderung.pdf

Sekundarstufen

Entwicklung des Integralbegriffs RPTlJ::: Mathemati

Integral
als Grenzwert von Produktsummen

‘ analytisch-exakt

-'-.-°-'-°-'PrOdUktsummen.-°-.-°-.'-°.-
* geometrisch-naiv

( N\ ( N\

zunehmende Abstraktion

L Mitteln Y

12 09.11.2023  Danckwerts, R. & Vogel, D. (2006). Analysis verstandlich unterrichten. Wiesbaden: Spektrum Akademischer Verlag, S. 125f RPTU
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Grundvorstellung:

Integrieren als Rekonstruieren

R Didaktik der
Mathematik

Waschbecken

In ein leeres

Waschbecken

wird 1 Minute lang

Wasser mit konstanter
Zuflussgeschwindigkeit ) |

von 10 Litern pro Minute
eingelassen, dann die Wasserzufuhr
gestoppt und gleichzeitig der Abfluss
geoffnet, aus dem das Wasser mit
einer Abflussgeschwindigkeit von

5 Litern pro Minute abfliel3t. Nach
weiteren 1,5 Minuten wird der
Abfluss wieder geschlossen.

14 09.11.2023 www.geogebra.org/m/jv2z8vgz Q

Frage

Wie lasst sich aus der Zufluss- bzw. Abfluss-

geschwindigkeit V'(t) auf die Wassermenge V(t)
im Waschbecken zum Zeitpunkt t schliel3en?

o5 | Zuflussgeschwindigkeit in |/min
0b . |
7.5 1
. @
251 t
° 0.5 1 + 15 2 % celin mgn>
-2.5 |
-5 1 (c; ®

RPTU ~


https://www.geogebra.org/m/jv2z8vgz

Grundvorstellung: R Tunadsﬁﬁkdﬂ
Integrieren als Rekonstruieren P

Sekundarstufen

Die Produkte 10 - t und 5 - (t — 1) konnen als

Zufluss-Phase
10 Xt . ¢+ min = 10 - ¢ Liter

min

Vit)=10-t fur 0 <t <1

gedeutet werden. V(t) ist die Summe vorzeichenbehafteter
Flacheninhalte von Rechtecken, also ein

Nafl: einer MinUtleOSLi‘nd also 125 _\ Zuflussgeschwindigkeit in | /min | >
10 ==".1 min = iter ;
im Waschbecken. °? f

7.5 1 :
Abfluss-Phase t Zeit tin min
10 — 5 - (¢t — 1) Liter | 05 '1 1 g 5 3’
Vit)=10-5-(t—-1D furl<t<2,5 3 o
Nach zweieinhalb Minuten sind also |
10 —5- (2,5 — 1) Liter = 2,5 Liter 10 -t fur 0=t=<1

2,5 flir t>25

15 09.11.2023  www.geogebra.org/m/jv2z8vgz @ RPTU «


https://www.geogebra.org/m/jv2z8vgz

Sekundarstufen

Grundvorstellung: R :: Didaktik der
o o TU Mathematik
Integrieren als Rekonstruieren =

o5 | Zuflussgeschwindigkeit in |/min |

Die Produkte 10 - t und 5 (t — 1) konnen als
10 @ PY | gedeutet werden. V (t) ist die Summe vorzeichenbehafteter
Flacheninhalte von Rechtecken, also ein

7.5 1

5 o

2.5 -
° Zeit tin m;n>

05 1 1.5

'Wassermenge V(t) in |

10 1 10 -t fir 0<t<1
7.5 1 l V() =<10—-5-(t—1) fir 1<t<25
5 - : 2,5 fir t> 2,5
2.5 -
n Zeit tin min,
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3"

16 09.11.2023  www.geogebra.org/m/jv2z8vgz Q https://www.geogebra.org/m/ywsgmmwb#material/jkzuukax MaTeGnu RPTU


https://www.geogebra.org/m/jv2z8vgz
https://www.geogebra.org/m/ywsqmmwb#material/jkzuukax

Grundvorstellung: R :: Didaktik der
o o TU Mathematik
Integrieren als Rekonstruieren =

Sekundarstufen

10 1

7.5 1

/1

" Zuflussgeschwindigkeit in |/min

: Die Produkte und 5 - (t — 1) konnen als
5 gedeutet werden. VV(t) ist
J'r_t ‘ _Zeittinmin,
15 2 2.5 3
o f o
TWassermenge V(t) in | (1
; -t 10t i <t<
e V() =12
i —.10-5-(t—1) fir t>1
| 2
/\ | Zeit tin ‘min X
0.5 1 15 2 25 3

' Y
17 09.11.2023  https://www.geogebra.org/m/cdybkcgk Q Negative Wassermenge? RPTU


https://www.geogebra.org/m/cdybkcgk

Grundvorstellung: R :: Didaktik der
o o TU Mathematik
Integrieren als Rekonstruieren =

Sekundarstufen
/1

" Zuflussgeschwindigkeit in | /min

Die Produkte und 5 - (t — 1) konnen als

10 1

_— gedeutet werden. VV(t) ist

h Zeittin min _
1.5 2 2.5 3

-5 1 c : o

TWassermenge V(t) in | i (

1
5+= ¢ 10t
T2

1 s
Wassermenge V(0) in [ kS t5-10-5-(¢—-1) fur ¢>1
zum Zeitpunkt t = 0.

05 1

5\

N

25 3

18 09.11.2023  https://www.geogebra.org/m/cdybkcgk Q RPTU


https://www.geogebra.org/m/cdybkcgk

Grundvorstellung: Didaktik der

Mathematik

Integrieren als Rekonstruieren

Riickblick

m Aus der Zuflussgeschwindigkeit des Wassers zu Grundvorstellung
jedem Zeitpunkt wurde die Wassermenge V(t) Integrieren als Rekonstruieren
zu jedem Zeitpunkt rekonstruiert. Ein bestimmtes Integral rekonstruiert
m Die Zuflussgeschwindigkeit ist die die Gesamtanderung einer Grofse (den
(momentane) Anderunggrate der Gesamteffekt der Anderung) aus ihrer

Wassermenge im Waschbecken. Anderungsrate.

m Aus der Anderungsrate wurde die Funktion V
wiederhergestellt. [wiederherstellen = integrare (lat.)]

Vorteile des Waschbecken-Beispiels ZCIIEILIT L
: : Der aktuelle Bestand ergibt sich aus
m Fokussiert auf die Grundvorstellung

. . = dem rekonstruierten Gesamteffekt
Integrieren als Rekonstruieren. ‘

m Unterstutzt die Grundvorstellung Sl AME S upd S IE
: : : bestand zu Beginn der betrachteten
Integrieren als Bestimmen eines -

orientierten Flacheninhalts. Anderungen.

(&

09.11.2023



Didaktik der

Dlirreproblematik in Spaniens Stauseen Mathematik

https://www.youtube.com/watch?v=0OSLxFvBAfk

* v e
1 LW Sih e

20 09.11.2023 https://www.geogebra.org/m/ywsgmmwb#material/jkzuukax MaTeGnu
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Grundvorstellung: Integrieren als Kumulieren R Didaktik der
Nichtlinearer Zufluss

Mathematik

TU| |
P _

F

rage

Wie Igann man den Gesamteffekt aus ‘

den Anderungsraten rekonstruieren, wenn §
der Zufluss bzw. Abfluss nichtlinear ist? &

12.5

TZuflussgeschwindigkeit V'(t) in I/min

0.5

22

09.11.2023

tTt + At 1.5 2 ]
At

https://www.geogebra.org/m/hacuq7wf @

Idee

Die Zuflussgeschwindigkeit ist bei
genugend kleinen Zeitintervallen
[t, t + At] nahezu konstant.

In jedem Zeitintervall [t, t + At] kann man
vorgehen, wie in der Abbildung dargestellt.

Was tragt V' im Zeitintervall [t, t + At]
zum Gesamteffekt bei?

Da V' die momentane Anderungsrate von
V ist, gilt fur kleine At in guter Naherung:

V'(t) ~ i—f also AV =~ V'(t) - At

Dies ist der Zuwachs der Wassermenge im
Zeitintervall At, geometrisch zu deuten als
kleiner (orientierter) Rechteckinhalt.

RPTU


https://www.geogebra.org/m/hacuq7wf

Grundvorstellung: Integrieren als Kumulieren

Nichtlinearer Zufluss

Erkenntnis

m Zur Rekonstruktion der Wasser-
menge zu einem beliebigen Zeit-
punkt t sind die Zuwachse uber
alle Teilintervalle zu summieren,
in die das Intervall [0; t] zerlegt
wurde.

Geometrisch gedeutet, ist der

rekonstruierte Wert V(t) die
Summe aller dieser kleinen
(orientierten) Rechteckinhalte.

Diese unterscheidet sich bei
genugend kleiner Streifenbreite
beliebig wenig von dem
(orientierten) Inhalt der Flache
unter dem Graph von V",

23 09.11.2023 https://www.geogebra.org/m/hacuq/7wf Q

12.5

10 1

TZuflussgeschwindigkeit V'(t) in I/min

Didaktik der
Mathematik

TU| |

I
w/

7.5 1
5 r
2.5 1 :t
h Zeittin min
0 ) ' ' T ————
0.5 1 1.5 2)5 3
25 '
-5 1
TWassermenge V(t) in |
10 -
7.5
5 4
25 T [
. | . . + Zeit tin min
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
n=11

Graph von V/'(t)
Flachenbilanz

Graph von V(t)

anzeigen

@)
Rechteckstreifen

— 8.08 Untersumme = 6.28


https://www.geogebra.org/m/hacuq7wf

Grundvorstellung:

Integrieren als Kumulieren

y

I
=/

f

—6

Obersumme = 6.71

Untersumme = —2.25

Integral =235
®n-s

f(x) = 0.3x* - 4x

a=-3
Q

24

09.11.2023

https://www.geogebra.org/m/ypmc35yh Q

R Didaktik der
TUJ Mathematik
P Sekundarstufen

Grundvorstellung
Integrieren als
Kumulieren

Ein bestimmtes Integral
ist das Ergebnis des
Aufsummierens kleiner
Summanden mit
Produktstruktur.

RPTU


https://www.geogebra.org/m/ypmc35yh

Sekundarstufen

- - R Didaktik d
Infimum := gréRte untere Schranke 1ad cf
Ober- und Untersumme g i = 0ot there schranie STV nmmhemam

(beliebige Zerlegungen des Intervalls)
Satz (Verfeinerung von Zerlegungen)
Die Funktion f sei im abgeschlossenen Intervall

[a; b] definiert und beschrankt (1) Die Zerlegung Z, sei eine Verfeinerung der

Zerlegung Z;, d.h. Z, enthalt die Zerlegungs-

Z = la =xo,%1, %, ., Xn = D] stellen von Z; und noch beliebig viele weitere.
sei eine Zerlegung des Intervalls [a; b] sowie M;
das Supremum und m; das Infimum der Funktions-
werte im Teilintervall [x;_1, x;]. Dann heifsen

Dann ist die

m Obersumme zu Z, kleiner als die oder
hochstens gleich der Obersumme zu 73,

n
z M; - (x; — x;_1) m Untersumme zu Z, groler als die oder
i—1 hochstens gleich der Untersumme zu Z;.
die und

e (2) Das Supremum der Menge aller Untersummen
z m; - (x; — X;_1) ist kleiner als das oder hochstens gleich dem
i=1 Infimum der Menge aller Obersummen.

die von f zur Zerlegung Z.

25 09.11.2023



Ober- und Untersumme

groRte untere Schranke R TU E/:gfﬁg'rl;gslz
kleinste obere Schranke =) Sekundarstufen

Supremum :
/1\y ’
(aquidistante Intervall-Zerlegungen) 0 °
n
4
Die Funktion f sei im abgeschlossenen Intervall [a; b] definiert 1
und beschrankt. Fur ein n € N wird das Intervall [a; b] durch 3
=x0<x1<X2<...<xn= ) |
mitx; =a+1i- b‘T“ firi =0, ...,ninn gleich grol3e Teile zerlegt. b—a
M; sei das Supremum und m; das Infimum der Funktionswerte n
im Teilintervall [x;_1, x;]. Dann heil3en v ~ b X
n ' 2 1 D 1 2 3 4 7
0= ) M- (t— %)
i=1
und -2
n
U, = zmi (X — xi-1) =
von f zu dieser Zerlegung.
-5 Un
26 09.11.2023 https://www.geogebra.org/m/ypmc35yh Q



https://www.geogebra.org/m/ypmc35yh

Mathematik

Sekundarstufen

Integralfunktion, Obersumme und R Tun Didaktik der
P

Supremum

Bemerkungen

0.5 1

2 15 1 05 0 05 1 15

Obersumme

Integral .,
/ x— |z|dr=2 = 2.33

a=-2 b=2 n=24

® @

27 09.11.2023 https://www.geogebra.org/m/zdpyn7dk @

FUr die Integrierbarkeit reicht als Voraussetzung,
an die Funktion f, dass sie in einem abge-
schlossenen Intervall [a; b] beschrankt ist.

Dann kann es bei nicht-stetigen Funktionen aber
vorkommen, dass f in [a; b] das Maximum
(grofdter Funktionswert) und / oder Minimum
(kleinster Funktionswert) nicht annimmt.

Deswegen wird in der Definition der Integrierbar-
keit das Supremum (kleinste obere Schranke
flr die Funktionswerte) bzw. das Infimum
(groldte untere Schranke fur die Funktionswerte)
genutzt.

Da Funktionen, die in einem Intervall [a; b] stetig
oder monoton sind, dort ihr Maximum und Mini-
mum auch annehmen, kann man fur diese Funk-
tionen das Maximum bzw. Minimum nutzen.



https://www.geogebra.org/m/zdpyn7dk

Didaktik der

Bestimmtes Integral und Integrierbarkeit RPTlJ::: Mathematik

Sekundarstufen

(aquidistante Intervall-Zerlegungen)

(beliebige Intervall-Zerlegungen)

Die Funktion f sei im abgeschlossenen Intervall
[a; b] definiert und beschrankt.

Wenn fur eine aquidistante Zerlegung

Die Funktion f sei im abgeschlossenen Intervall
[a; b] definiert und beschrankt.

Wenn das Supremum S aller uber dem
Intervall [a; b] gebildeten Untersummen
gleich dem Infimum I aller GUber dem Intervall
[a; b] gebildeten Obersummen ist, so heil3t

=X0<x1<xz< <Xn=

von [a; b] gilt lim U,, = lim 0,,, dann heil3t

n—00 n—0o

diese Zahl von f

diese Zahl von f uber dem Intervall [a; b], und wird mit

i d Int Il [a; b d wird mit :
uber dem Intervall [a; b], und wi | bezeichnet:

bezeichnet, b
lim U, = f f(x)dx = lim 0,
a

n—0o Nn—0o

die Funktion f uber dem

Intervall [a; b]. die Funktion f uber dem

Intervall [a; b].

28  09.1.2023



Bestimmtes Integral und Integrierbarkeit Didakiik der

o oL . . o .o Mathematik
Definition fur Schiulerinnen und Schiler Sekundarstufen

Die Funktion f sei im abgeschlossenen Intervall [a; b] definiert
und beschrankt. Fur eine Zerlegung des Intervalls [a; b] inn € N

gleichlange Teilintervalle der Lange b_Ta sind

mq, ..., m,, die minimalen und M4, ..., M,, die maximalen

Funktionswerte von f im Teilintervall 1, ... bzw. n. Dann heifRen
b—a b—a

Un:m1'7+"'+mn'7 die

0 =My =24+ M,-—2 die

n

von f zu dieser Zerlegung. Gilt lim U,, = lim 0,,, dann heil3t

n— oo n—-oo
diese Zahl von f Uber dem Intervall
[a; b], und wird mit bezeichnet:

lim U,, = = lim 0O,
n—>00 n—>00

die Funktion f Uber dem Intervall [a; b].



Grundvorstellung: Integrieren als Kumulieren R U Didakik der

MaTeGnu-Materialien B Selundarsuin

s Niede{sm.{ag ﬁ ' LTI ' Niederschiad  grscheninhalt Obersumme - Untersumme fBoooco
180 V=641757Tml  -578302 ml- 601871 ml
2500 { = 76931 ml o Obersumme
2500ml - ! ! ! | N N S S S S S — !
Gesamtniederschlag = 567000 ml -ailmol)
5300
2000m! 1 i | I I 2000 |
i 0539 -60000
' 5020 M i -
1500mi {f— — oo soz0r——1 11 . 1500 ] V = 641757 ml
1 . poso F
! ! i ®
2900 | ! ! -400000
1000m ! ! ! 8 1000 __ Z b
: Untersumme
|
500mi | L 200000
500 4
Tag
BT ) Nov' Dez' Jan' Feb Mrz' Apr. Mar' Jun' Jul = Aug Zditt], n
0 50 100 150 200 250 300 350 20 40 60 80 100
030 n = Anzahl der Rechtecke
m Vorheriger ° bt ®
https://www.geogebra.org/m/ywsgmmwb#material/gvmsyq4c https://www.geogebra.org/m/ywsgmmwb#material/zqf4aknx
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Mathematik

Sekundarstufen

Integralfunktion, Integrierbarkeit & R TlJ::: Didakiik der
Stammfunktion P

Eine im Definitionsbereich der Funktion
differenzierbare Funktion F mit

Wenn eine Funktion f fur alle x € [a; b] Gber [a; x]
integrierbar ist, so heil3t

I:x - 1,(x) = jf(t)dt fir x € [a; b]

Bemerkungen

m Eine Stammfunktion besitzen und
Integrierbarkeit sind zwei verschiedene
Eigenschaften einer Funktion.

(zur mit
der und der ).

Fur das triviale Integral gilt: f;f(t)dt =0

m Es gibt Funktionen, die eine
Stammfunktion besitzen,
aber nicht integrierbar sind.

Bemerkungen:
m FUrdie Integralfunktion I,(x) = f;f(t)dt gilt:

Das bestimmte Integral I,(b) = f:f(t)dt ist
der Funktionswert von I, (x) an der Stelle b.

m Esqilt f;f(x)dx = f;f(t)dt

31 09.11.202

m Daneben gibt es Funktionen
die integrierbar sind, aber
keine Stammfunktion besitzen.




Sekundarstufen

Integrierbarkeit und Stammfunktion RPTlJ::: Mathematik

Beispiel: Stammfunktion - Integrierbarkeit?

_ x'\/f'sin(%) fir x>0

0 fir x=0 > 200

F(x)

150

3 . 1 1 1 . 0.04

E.\/}.Sln(;)—\/—§°COS(;) fir x>0 100

0 fuir x=0 0.02 /\F 50 f
AN /\ /\

m FUr die Funktionen F und gllt F' = _O_WHQ’UUU_W W 0.48 01 012 0714 0 . 0.0

-0.02

B Fistalso eine Stammfunktion von

-100
—0.041

m Dadie Funktion f in der Nahe von 0 nicht
beschrankt ist, ist f nicht integrierbar.

-130

m Esgibt also Funktionen, die eine Stammfunktion
besitzen, aber nicht integrierbar sind!

32 09.11.2023 https://www.geogebra.org/m/nvkmwxna Q RPT
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Sekundarstufen

Integrierbarkeit und Stammfunktion RPTlJ::: Mathematik

Beispiel: Integrierbarkeit - Stammfunktion?

0 flir x<0

1 fir x>0 ist Integrierbar.

m Die Funktion f(x) = {

Das Integral von f Uber einem Intervall [a; b] ist:

0 0 fir a<b<0
ff(x)dx= b fiir a<0<b
a

Die Funktion f besitzt auf ganz R keine Stamm-
funktion, denn die Funktion F die als Stammfunktion in

m
A 74

Frage kame, ist an der Stelle 0 nicht differenzierbar: s 0 05 '1 15
F(x):{o fir x <0

x fir x>0
Es gibt also Funktionen, die integrierbar sind,
aber keine Stammfunktion besitzen!

Q
o ot

33 09.11.2023 https://www.geogebra.org/m/fgéqwch3 Q


https://www.geogebra.org/m/fg6qwch3

Grundvorstellung:

R idaktik der
° ° TU ::: I[\)ﬂgtl‘ll(zrl;gt'lk
Integrieren als Kumulieren P

Satz (Existenz des Integrals)

Die Funktion f sein im
abgeschlossenen Intervall [a; b]

m monoton wachsend
(bzw. monoton fallend)

oder
m stetiq.

Dann ist die Funktion f auf [a; b]
beschrankt und integrierbar.

34  09.11.2023 https://www.geogebra.org/m/Avgeb3xd O

Bemerkung

Alle Erkenntnisse zu Ober- und Untersumme, Integrier-
barkeit, Integral und Integralfunktion lassen sich direkt
auf Volumenintegrale von Rotationskorpern anwenden!

n=6 n n g
. Fundon Vie= Y V=Y r (f(e)? Ax = 4.93
Anzahl der Unterteilungen vona = [0 ]bis b=lm I i=1 i=1

™
— 2 ~
Zylinder ein/aus Rotationskdrper ein/aus V=m- /0 (f(x))" dx ~ 4.93
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Te'-

Integrieren als Bestimmen
eines orientierten
Flacheninhalts

dms.nuw.rptu.de/mategnu RPTU



R Didaktik der

Wert des Integrals ff f(x) dx STU & & et

I’ Gy
y = f(x)

m S, istderInhalt der Flache, die vom Graphen
— G ¢ der Funktion f, von der x-Achse und der

Geraden x = a eingeschlossen wird.

m S, istderInhalt der Flache, die vom Graphen
G ¢ der Funktion f, von der x-Achse und der

| X, Geraden x = b eingeschlossen wird.
b m Esista<bund0< S, <S;.
b .
m Der Wert des Integrals fa f(x) dx ist dann:
a) Sl + SZ
b) $1-352
c) S2—351
Durchschnittliche Losungswahrscheinlichkeiten:
m International: 35% d) [S1—3S;]
m Deutschland: 23% 1
(Grundkurse: 18%; Leistungskurse: 36%) e) 2 ($1+S2)

Baumert et al. (Hrsg.) (1999). Testaufgaben zu TIMSS/Ill. Mathematisch-naturwissenschaftliche Grundbildung und voruniversitare RPTlJ
36 09.11.2023 Mathematik und Physik der Abschlussklassen der Sekundarstufe Il (Population 3). Berlin: Max-Planck-Institut fir Bildungsforschung.


https://www.mentimeter.com/s/193e0882454b8b91ca32617d58f7901b/026ef3a7e689

Grundvorstellung: Integrieren als R
Bestimmen eines orientierten Flacheninhalts p

Didaktik der
Mathematik

TU| |

o5 | Zuflussgeschwindigkeit in |/min ¥ Die Produkte 10 - t und 5 - (£ — 1)

e . KSnnen ale Waschbecken
. gedeutet werden. V(t) In ein leeres
757 § ist die Summe vorzeichenbehafteter Waschbecken
5 - § Flacheninhalte von Rechtecken, also wird 1 Minute lang
- | ‘ Wasser mit konstanter
t Zeit t in min Zuflussgeschwindigkeit @
° 0.5 1 1+5 2 25 3 von 10 Litern pro Minute
—2.5 - 5 eingelassen, dann die Wasser-
5 o ° zufuhr gestoppt und gleich-

zeitig der Abfluss geoffnet,
aus dem das Wasser mit einer
Abflussgeschwindigkeit von 5
Litern pro Minute abflief3t.

'Wassermenge V(t) in |

7.5
;| | Nach weiteren 1,5 Minuten
| wird der Abfluss wieder
25
| . eschlossen.
1 Zeit tin min d
0 0.5 1 15 2 25 3

39  09.11.2023  www.geogebra.org/m/jv2z8vgz @ RPTU


https://www.geogebra.org/m/jv2z8vgz

Grundvorstellung: Integrieren als R n Didakik der
° ° ° ° o0 ° le Mathematik
Bestimmen eines orientierten Flacheninhalts p

Sekundarstufen

4 f
Grundvorstellung
+ Integrieren als Bestimmen eines
orientierten Flacheninhalts
x b Ein bestimmtes Integral ist eine
e \J/ < x Bilanz von Flacheninhalten.
a

Integrator lll a

I,(x) = [ f(t)dt

= (Summe der Inhalte aller oberhalb der x-Achse
liegenden Flachenstlcke zwischen a und x)
— (Summe der Inhalte aller unterhalb der x-Achse
liegenden Flachenstucke zwischen a und x)

38  09.11.2023  https://www.geogebra.org/m/ezw2nesu#material/G4ZQZVHQ Q RPTU


https://www.geogebra.org/m/ezw2nesu#material/G4ZQZVHQ

Sekundarstufen

Grundvorstellung: Integrieren als R n Didakik der
° ° ° ° o0 ° le Mathematik
Bestimmen eines orientierten Flacheninhalts p

Y f Orientierter Flicheninhalt < Flicheninhalt

orientierter m Der orientierte Flacheninhalt der im
+ Flacheninhalt Intervall [a; x] vom Graph von f und der
x-Achse eingeschlossenen Flache betragt

[T f®adt.

a Der Flacheninhalt der im Intervall [a; x]
vom Graph der Funktion f und der x-Achse

eingeschlossenen Flache betragt f;lf(t)ldt.

Satz (Integral-Additivitat)
Es seic € [a; b]. Wenn die folgenden drei
Integrale existieren, dann gilt:

ff(x)dx= ff(x)dx+ff(x)dx

39 09112023  https;//www.geogebra.org/m/gfF c49CN#material/ G4ZQZVHQ €. RPTU
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Sekundarstufen

Komplementaritat: R :: Didaktik der
X ° le Mathematik
Flacheninhalt < Integral P

naiver Standpunkt

Flacheninhalt Integral

theoretischer
(analytischer) Standpunkt

40  09.11.2023 RPTU
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Integrieren als Mitteln
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Grundvorstellung: Integrieren als Mitteln R Didakiik der

I Mathematik

Mittelwertbildung bei linearen Funktionen p O

Gesucht

Mittelwert f(x) einer linearen
Funktion in einem Intervall [a, b]. f(x0)1

Der Mittelwert wird in der Mitte
des Intervalls angenommen.

Der mittlere Funktionswert kann
genutzt werden, um den Flachen-
inhalt I,,(b) unter dem Graph von
f als Rechteck zu realisieren.

Damit gilt: i :
Io(b) = (b~ @) - f(xo) feor

E : Inhaltlich als

] Geschwindigkeits-
E :

)

FUr den Mittelwert f(x,) folgt:
f(x0) = 55 1a(b)

Zeit-Diagramm
deuten

| R
a Xo b *
42 09.11.2023 RPTU



Didaktik der

Grundvorstellung: Integrieren als Mitteln Mathematik

Gesucht: Mittelwert einer Messreihe aus n Messwerten y;, y5, ..., ¥
zu aquidistanten Zeitpunkten x4, x5, ..., x,.

Ergebnis: Der gesuchte Mittelwert ist das arithmetische Mittel
der Messwerte y4,¥5, ..., Vn

y_n Y1 Yn T .1)’1'-
=

m Messwerte werden als diskrete Realisierung
eines stetigen Funktionsverlaufs f betrachtet.

m Algebraische Umformung des Terms fur das

arithmetische Mittel liefert:

n n

I QS S o SORROIIE B SO .
SRS ;ﬂxa—b_a f@)

n

=1

~o
~

b_a'la(b)

43  09.11.2023



Grundvorstellung: Integrieren als Mitteln R Tu| @@ Didakticder

Mittelwert einer Funktion f im Intervall [a, b] P -

Bemerkung
m Aus den Beispielen folgt, dass
es sinnvoll ist, unter der Zahl

1
Mq;p] (f) — m g (D) °

den Mittelwert einer Funktion f
im Intervall [a; b] zu verstehen.

ES gl|t m
() = j F(Odt

Speziell:

|, =25.24

Rechteck: =25.24

) )
o (b) = f F()dt = f )

1 0 1 2 3

44 09.1.2023 https://www.geogebra.org/m/ezw2nesu#material/tuhdpxuv Q RPTU
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Sekundarstufen

Grundvorstellung: Integrieren als Mitteln R TU::: Didakik der
Mittelwert einer Funktion f im Intervall [a, b] =)

!

_____________ vitewert der Funiionswerte— Grundvorstellung
der Funktion f im Intervall [a,b] |I1tegl‘iel‘el1 als Mitteln
Ein bestimmtes Integral
n mittelt die Funktionswerte
der Integrandenfunktion
-2 im Integrationsintervall.

5 6 7

~—h

f(x=1/10x*-x+0.5 Beschriftung

45  09.11.2023  https://www.geogebra.org/m/ezw2nesu#material/cumrvz4m @ RPTU
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Jahrliche mittlere Tagesmitteltemperatur R Didakiik der

|

.
. o

Schmidt, G, Korner, H.,
Lergenmdller, A. (Hrsg.) (2011).
Mathematik Neue Wege.
Arbeitsbuch fir Gymnasien,
Analysis Il. Braunschweig: Wester-
mann, Schroedel, Diesterweg,
Schoningh, Winklers, S. 162

1880 1890 1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020

° ° TU Mathematik
in Deutschland 1881 bis 2022 =)
11,0
Grad Celsius oo e
10,5 :
1 C Mit dem Integral lasst sich der
10.0 m : Mittelwert bei einer sich kontinuier-
’ | lich verdndernden Gréfe berech-
¢ nen, z.B. die mittlere Tagestempera-
2 : tur aus einer aufgezeichneten
A : Temperaturkurve
%4 i | : .____‘ Temperaiur in °é -
i Mo
o M M llx L o A
L B AT e e ¢ RY SRR AT R S =
s /f//-ze’/ﬁ//;’/ [
3 0 | ; e s ‘ L8 L
"//// | BlEEE R e B
7,0 // / E
]
!
]
!
]
!
]
!
]
!
]
L

m— Einzelwerte I == = == Mittelwert 1881-1910 I —— | inearer Trend

46 09.11.2023 https://www.umweltbundesamt.de/bild/jaehrliche-mittlere-tagesmitteltemperatur-in Quelle: Deutscher Wetterdienst (DWD), 08.03.2023 RPTU
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Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung (HDI)
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Auf dem Weg zum Hauptsatz der R Didaktik der
TU| | Mathematik

Differential- und Integralrechnung (HDI) p '@

Anschauliche Uberlegung

2] O. B. d. A. verlaufe der Graph
von f im Intervall I oberhalb der
x-Achse und es sei h > 0 mit
a€lundx+hel

0

) ° ° Die Differenz I,(x + h) — I,(x)
N entspricht dem Inhalt des
.Es
| hat die Breite h und naherungs-
f weise die Hohe f(x), d. h.
f(x)=[1 /10 x*-x + 0.5 | L(x+h) = 1(x) =0.19 h=0.14 -
1,(%) | (x+h) f(x)h f(x)-h =02 ° . Fir h —» 0 konvergiert also

Ig(x+h)—Ig(x)
%gegen f(x).

48  09.11.2023  https://www.geogebra.org/m/kedvt6ef @ RPTU
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Differential- und Integralrechnung (HDI)

Behauptung: Die Ableitung der Integralfunktion ist die

Auf dem Weg zum Hauptsatz der R n Didaktik der
TUJ Mathematik
P Sekundarstufen

—f

Berandungsfunktion / Integrandenfunktion.

L+ h) — (%)

Begriindung i .

49

Der absolute Zuwachs von I, das Flachenstuck a x x+h
I,(x + h) — I,(x), lasst sich durch Rechteckflachen abschatzen:

fxX)-h<l,(x+h)—1,(x) < f(x+h) h
Fir den relativen Zuwachs von I, (mittlere Anderungsrate %) folgt:

fx) < 2D < (x4 ) (*)

Die Integralfunktion I, hat an der Stelle x die EigenschaftI; = f, wenn f(x + h)
fur h - 0 gegen f(x) strebt (d. h. f stetig in x ist). Dann folgt aus (*):
f(x) < }lll_r)r(l)

<fx) = I,(x)=fk)

Y
09.11.2023 I,(x) RPTU

Ig(x+h)—I4(x)




Sekundarstufen

Auf dem Weg zum Hauptsatz der R TlJ::: Didai der
Differential- und Integralrechnung (HDI)

Behauptung: Die Ableitung der Integralfunktion ist die

Berandungsfunktion / Integrandenfunktion.

LG - L)

Begriindung e
m Der absolute Zuwachs von I, das Flachenstuck a X x+h
I,(x + h) — 1,(x), lasst sich durch Rechteckflachen abschatzen:

min(f(x),f(x + h)) h<I,(x+h)—1I,(x) < max(f(x),f(x + h)) -h
m Fir den relativen Zuwachs von I, (mittlere Anderungsrate %) folgt:

min(f (x), f(x + h)) < I“(x+h) lal®) max(f (x), f(x + h)) (*)

m Die Integralfunktion I, hat an der Stelle x dle Eigenschaft I, = f, wenn f(x + h)
fur h - 0 gegen f(x) strebt (d. h. f stetigin x ist). Dann folgt aus (*):

f(x) < lim <f() = Ig(x) = f(x)

h—-0
Y
50  09.11.2023 I,(x) RPTU

Io(x+h)—1,(x)

\




Sekundarstufen

Auf dem Weg zum Hauptsatz der R Tun Didai der
Differential- und Integralrechnung (HDI) P

X h h h

m = Kleinster Funktionswert m-h<I,(x+h)—1,(x)<M-h
von f im Intervall [x; x + h] — ‘a a =

M = Grofdter Funktionswert
von f im Intervall [x; x + h]

51 09.11.2023  Abbildung aus Schatz, U. & Eisentraut, F. (Hrsg.) (2013). delta 12. Mathematik fir Gymnasien. Bamberg: Buchners, S. 34 RPTU



Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung (HDI)

R Didaktik der
TU Mathematik
P Sekundarstufen

Vorstellung

Wenn man die von f berandete Flache mit Farbe
streicht und dabei gleichmal3ig von a nach rechts
lauft, dann ist der Verbrauch an Farbe proportional
zum Funktionswert von f an der Stelle, an der man
sich gerade befindet.

52 09.11.2023

1. Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung (HDI 1)

Ist f:1 - R eine auf einem Intervall I
stetige Funktionund a € I.

Dann ist die Integralfunktion I, auf I
differenzierbar und sie ist eine
Stammfunktion von f, d.h. es gilt:

Ia(x) = f(x)

Kurz: Die Integralfunktion ist
eine Stammfunktion der

Integrandenfunktion

(Berandungsfunktion).



Mathematik

Sekundarstufen

Hauptsatz der Differential- R Tun Didaktik der
P

und Integralrechnung (HDI)

Bemerkungen 2. Hauptsatz der Differential-

m HDI1kann nur durchschaut werden, wenn Stetigkeit, und Integralrechnung (HDI 2)

Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit inhaltlich Sei f:1 — R eine auf einem
verstanden wurden. Intervall I stetige Funktion und

m Schulische Bedeutung des HDI: F eine Stammfunktion von f.

(1) Der HDI zeigt einen Zusammenhang zwischen Dann gilt fir alle a, b € I
Differenzieren und Integrieren (HDI 1). b

(2) Der HDI stellt ein Instrument zur Berechnung jf(x)dx = F(b) — F(a)
von Integralen zur Verfugung (HDI 2). a

Bemerkung: HDI 2 kann aus HDI 1 gefolgert werden. Einsetzen von a und b ergibt:

Nach HDI 1gilt I;(x) = f(x), die Integralfunktion ist bei stetiger (D F(a) =Ia(a) +c (I=) c
Integrandenfunktion f eine Stammfunktion von f. (D) F(b) = Ig(b) + ¢ = Io(b) + F(a)
I,(x) unterscheidet sich von einer beliebigen Stammfunktion F von Daraus folgt:

f nur durch eine additive Konstante ¢, d. h. F(x) = 1,(x) + c fur alle x € I. f:f(x)dx = 1,(b) @F(b) — F(a)

RPTU

53 09.11.2023




Differenzieren und Integrieren

als Umkehroperationen

R Didaktik der
TUJ Mathematik
P Sekundarstufen

Ubgrgang zur
lokalen Anderungsrate

g )

Differenzieren

Ubergang zur
Integralfunktion

f I

Integrieren
(,(Re-)Konstruieren™)

54  09.11.2023

Ubergang zur
Integralfunktion

e I,

Integrieren
(,Rekonstruieren™)

|
Q

qurgang zur
lokalen Anderungsrate

e ]&:f

Differenzieren

~ RPTU
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Grundvorstellungen
vernetzen
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Wasserhahn-Applet 1: R n Didakiik der
TU Mathematik
Grundvorstellungen vernetzen P

Sekundarstufen
Zuflussrate f in /s

fin l/s Gitternetz Zeitt x=5¢
1 A Beschriftung

0.57
0

S S S S Wasserhahne
1 2 v_s X Ins
05+

-1+

Abfluss «

F i | Wasservolumen F in |

4 _ — =

i 4 Liter—
__/l\ . —

2 ther——-—: ‘H GeoGebra-Buch: Mit Wasserhahn-

Applets zur Integralrechnung
——

https://geogebra.org/m/dzg7waaf
56  09.11.2023  https://www.geogebra.org/m/dzg7waaf#material/e7gay5m6 Q https://www.geogebra.org/m/e7gay5m6 Q RPTU

= Io & 5 O @



https://www.geogebra.org/m/dzg7waaf#material/e7gay5m6
https://www.geogebra.org/m/e7gay5m6
https://geogebra.org/m/dzg7waaf

Wasserhahn-Applet 2: R Didaktik der

TUJ Mathematik

Grundvorstellungen vernetzen P

i i ientierter Flacheninhalt F in |
|n l/i Zuflussrate f in | /s F () = £() fin /s ‘:)rlen ierter Flacheninhalt F in
S5t : X 51
Gleichungen F(x):/ (1) dt

0

G Gitternetz 41
o Beschriftung i
1_74—2:'----f ----- Zeitpunkt x = 3.13 s 21 f N
1 =} v 424
1 2 3 4 5 xins m 1 2 3 4 5 xins
3.13
f(313) =174 F(3.13) = f f(t) dt = 4.24
0
i vidssEro| e i in | D Fkt. 1 . E in |‘ Steigung F' in /s
in « T
—/ i
ST D Fkt. 2 5 Liter— 51 m=1.74 Bechor, A & O . (2016). M
-7 ' j echer, A. ssmann, H. . Mit
Hedb Fkt. 3 ! Dfer-——:: a1 Wasserhahn-Applets zur Integralrechnung
31 Fkt. 4 . 31 — Grundvorstellungen vernetzt in funf
D 3 Liter—— Bildern. Mathematik lehren, 199, 33-36
21 2 Liter— . :
1+ 1 Litet— 1 } GeoGebra-Buch: Mit Wasserhahn-
] | ‘H Applets zur Integralrechnung
‘i 2 3 4 5 ™ xins " ' 2 3 4 5 ™ xins https://geogebra.org/m/dzg7waaf
F(3.13) = 4.24 f(3.13) = 1.74

57 09.11.2023  https://www.geogebra.org/m/dzg7waaf#material/ec77p5by Q https://www.geogebra.org/m/ec77p5by O RPTU


https://www.geogebra.org/m/ezw2nesu#chapter/628478
https://www.geogebra.org/m/ec77p5by
https://geogebra.org/m/dzg7waaf

Wasserhahn-Applet 3: R Didaktik der

TUJ Mathematik

Grundvorstellungen vernetzen P

3 Gleichungen
2 ; Gitternetz
h Beschriftung
0

T 223 4 5

[ Fkt. 2 5 Liter——

4 Liter—
____.--"
3 Liter——
__...--"

2 Liter——

Applets zur Integralrechnung

- GeoGebra-Buch: Mit Wasserhahn-
https://geogebra.org/m/dzg7waaf

58 09.11.2023 https://www.geogebra.org/m/dzg7waaf#material/zkyeqsx5 O https://www.geogebra.org/m/zkyeqsx5 O RPTU


https://www.geogebra.org/m/ezw2nesu#chapter/628478
https://www.geogebra.org/m/zkyeqsx5
https://geogebra.org/m/dzg7waaf

Integralbegriff: R TU:: Didai der
Inhaltliche Aspekte und Vorstellungen P

Sekundarstufen

Stammfunktion

Aspekte Rekonstruieren

Unterliegende Kumulieren Gesamteffekt | _. . . . .
Vorstellungen (Prozess) (Produkt)

50  09.11.2023 RPTU



Sekundarstufen

R idaktik der
Veranstaltungsfeedback STU n Mathematik

@) & menticom/f2c8e8/2

il Mentimeter

Was wiinschen Sie sich
fir die VVeranstaltung?

Wir empfehlen kurze Antworten. Sie
haben noch 250 Zeichen frei.

250

Sie kdnnen mehrere Antworten eingeben

Powered by Mentimeter Terms
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Umfragen: Veranstaltungsfeedback
m http://feedback.roth.tel

-

Fragen (Es sind mehrere Antworten moglich.) ‘

m Was fanden Sie an der Veranstaltung gut? -
Freitext (jeweils maximal 250 Zeichen)

m Was wunschen Sie sich fur die Veranstaltung?
Freitext (jeweils maximal 250 Zeichen)

RPTU


https://www.mentimeter.com/s/af3ef51922954fd6663812747a570329/de1adf3fe3fe

Kontakt

Prof. Dr. Jurgen Roth & Dr. Susanne Digel

RPTU
Rheinland-Pfalzische Technische Universitat

Kaiserslautern-Landau
Didaktik der Mathematik (Sekundarstufen)
Fortstralse 7, 76829 Landau

j.roth@rptu.de; s.digel@rptu.de

juergen-roth.de
dms.nuw.rptu.de/mategnu

RPTU
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