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Mathematik lehren 226
Mit Funktionen denken und arbeiten
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6.-8. Klasse

Zum Nacl

hbestellen im Klassens:

MatheWelt

Das Schiilerarbeitsheft

Experimente mit Alltagsdingen

Simulationen

atz

in GeoGebra

RPTU


https://juergen-roth.de/publikationen/
https://www.geogebra.org/m/nmsbbwja
https://roth.tel/funktionen/
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R idaktik der
Grundvorstellungen STV ¢ b et

Grundvorstellungen
m reprasentieren abstrakte Begriffe anschaulich

m ermoglichen eine Verbindung zwischen abstrakter
= Mathematik und aulder- sowie innermathematischen
Anwendungszusammenhangen

m unterstitzen / ermoglichen Reprasentationswechsel

. h o
- \ Zwei Typen von Grundvorstellungen
\i m Priméire Grundvorstellungen
| haben ihre Wurzeln in gegenstandlichen
I Handlungserfahrungen
m Sekundare Grundvorstellungen
~ werden mit mathematischen Darstellungsmitteln

(Zahlenstrahl, Graph, ...) reprasentiert

5 15112022 Roth, J. & Siller S. (2016). Bestand und Anderung — Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren, 199, S. 2-9 RPTU



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2016/Roth_Siller_2016_Bestand_und_Aenderung.pdf

Sekundarstufen

. e R idaktik der
Primare Grundvorstellungen STV n&athé‘maﬁk

=

S

Primare Grundvorstellungen
Wurzeln in gegenstandlichen

Handlungserfahrungen
|

15.11.2022  Roth, J. & Siller S. (2016). Bestand und Anderung — Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren 199, S. 2-9


https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2016/Roth_Siller_2016_Bestand_und_Aenderung.pdf
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Sekundare Grundvorstellungen STV
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Dargestellt mit mathematischen Reprasentationen

f(x)

R - R,
x> f(x)=a-x+b f(x +0)
* =a-(x+c)+b
1 DG
Sa-x+a-c+b
KG

a-x+b+a-c
N— v __J \ J
=f(x) =d

f(x)+d

“f(wl + ¢) 1
@ f(x1) 4
/

-~

i https://www.geogebra.org/m/e7pwurmn Q
7 15.11.2022 Roth, J. & Siller S. (2016). Bestand und Anderung — Grundvorstellungen entwickeln und nutzen. Mathematik lehren 199, S. 2-9 RPTU



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2016/Roth_Siller_2016_Bestand_und_Aenderung.pdf
https://www.geogebra.org/m/e7pwurmn
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Verstandnisanker 5 ]
Verstandnisanker @ Beispiel
Ein Versts sanker ist o i< ch
| !n grstandmsan er ist eine prototypisc e. o, a Ein méglicher Verstandnis-
Situation, an der Grundvorstellungen und ein =
: . . anker fur Grundvorstellungen
damit verbundener Erklarungskontext zu einem

mathematischen Sachverhalt ausgebildet werden.

m Prototypisch meint, dass alle wesentlichen Struktur-
elemente zum Verstandnis des mathematischen
Sachverhalts in dieser Situation vorkommen und
daran gedeutet werden konnen.

m Eine Situation eignet sich insbesondere dann als Ver-
standnisanker, wenn sie leicht durchschaut werden kann.

m Lernende konnen einen Verstandnisanker aufbauen und
in neuen Situationen, in der derselbe mathematische
Sachverhalt eine Rolle spielt, darauf zuritckkommen und,
durch Analogiebildung zum Verstandnisanker, passende
Grundvorstellungen aktivieren.

zu Funktionen ist etwa der
Zusammenhang zwischen
dem Lebensalter und der
Korpergrol3e eines Menschen.

Dieser Zusammenhang ist
allen Menschen vertraut und
die Grundvorstellungen zu
Funktionen konnen daran

erfasst & durchschaut werden.

Didaktik der
Mathematik

Naheres zu diesem Verstandnisanker:
Roth, J. & Lichti, M. (2021). Funktionales Denken

entwickeln und fordern. Mathematik lehren, 226, 2-9.

https://www.geogebra.org/m/vxj3b49w C}

8 15.11.2022  Roth, J. & vom Hofe, R. (2023). Grundvorstellungen vernetzen und Verstandnisanker nutzen. Mathematik lehren, 236, S. 6-9

RPTU


https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2021/Roth_Lichti_2021_Funktionales_Denken_entwickeln_und_foerdern.pdf
https://www.geogebra.org/m/vxj3b49w
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Grundvorstellungen zu Funktionen TU

Experiment:
Schuler/innen ...
m rennen eine Treppe hinauf,

m messen nach dem Lauf in
Abstanden von 30s ihren Puls,

m halten den Zusammenhang
paarweise in einer Tabelle fest.

Erfahrung: Jedem Zeitpunkt wird
(genau) ein Puls zugeordnet.

Zuordnung

Funktionen beschreiben bzw. stiften Zusammen-
hange zwischen Grof3en: Einer Grof3e wird genau
eine zweite Grole zugeordnet.

Roth, J. (2014): Experimentieren mit realen Objekten, Videos & Simulationen —
9 15.11.2022  Ein schilerzentrierter Zugang zum Funktionsbegriff. MU 60(6), S. 37-43 RPTU



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2014/roth_2014_experimentieren_mit_realen_objekten_videos_und_simulationen.pdf

= R idaktik der
Grundvorstellungen zu Funktionen STV ::?Ath“mw

Fragestellung

Wie andert sich der Puls in gleichen Zeitschritten?
Andert er sich auch gleichmaRig, oder zunachst
langsamer und dann schneller oder ... ?

m Hierflr reicht es nicht einzelne
Wertepaare zu betrachten.

m Es mussen jeweils mehrere
benachbarte Werte zueinander
iIn Beziehung gesetzt werden.

Anderungsverhalten / Kovariation

Durch Funktionen wird deutlich, wie sich die
Anderung einer GroRe auf die Anderung einer
von ihr abhangigen Grol3e auswirkt.

Roth, J. (2014): Experimentieren mit realen Objekten, Videos & Simulationen — L
10 15.11.2022  Ein schilerzentrierter Zugang zum Funktionsbegriff. MU 60(6), S. 37-43 RPTU



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2014/roth_2014_experimentieren_mit_realen_objekten_videos_und_simulationen.pdf

Sekundarstufen

= R idaktik der
Grundvorstellungen zu Funktionen STV ::?Aathé‘maﬁk

Fragestellung
Wie sieht der funktionale Zusammenhang
zwischen Zeitpunkt und Puls als Ganzes aus?

m Dazu muss man
— systematisch Daten aufnehmen,
— in einer Tabelle festhalten,
— einen Graphen zeichnen

m Kann erst am Graph als Ganzes betrachtet
und anhand der Verlaufe fur verschiedene
Laufer verglichen werden — Fitness.

Funktion als Ganzes

Mit Funktionen sieht man einen Zusammenhang
als etwas Ganzes. Man betrachtet nicht einzelne
Wertepaare sondern die Menge aller Wertepaare.

Roth, J. (2014): Experimentieren mit realen Objekten, Videos & Simulationen — L
11 15.11.2022  Ein schilerzentrierter Zugang zum Funktionsbegriff. MU 60(6), S. 37-43 RPTU



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2014/roth_2014_experimentieren_mit_realen_objekten_videos_und_simulationen.pdf
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Fithess der Laufer: Sicht als Ganzes TU

) Puls ||
Schuler 1 140 min

®
) 120 s
Schuler 2
100 ¢ o
. ®
Schuler 3 gj ¢ °
______________ Ruhepuls Schaler 1__ __ _®
60 - o s
1T ~ " Ruhepuls Schiller2und 3
40 -
20 -
0 ' Messung (alle 30 Sekunden))
1 2 3 4 3 6 7 8
Roth, J. (2014): Experimentieren mit realen Objekten, Videos & Simulationen —
12 15.11.2022  Ein schilerzentrierter Zugang zum Funktionsbegriff. MU 60(6), S. 37-43 RPTU


https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2014/roth_2014_experimentieren_mit_realen_objekten_videos_und_simulationen.pdf
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Fithess der Laufer: Sicht als Ganzes PTu

Didaktik der
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Perspektiven zur
Sicht als Ganzes
bei Funktions-
graphen:

Puls [ﬁ]

Schuler 1 140

120

Schiler 2
100 (1) Vergleich von
Abschnitten im

Schuler 3 g selben Graph

Ruhepuls Schuler 1

60 - (2) Vergleich
""""" Ruhepuls Schiller2und 3 verschiedener
40 - Graphen
L
H’/ l Messung (alle 30 Sekunden)

1 2 3 4 5 6 I4 8

Roth, J. (2014): Experimentieren mit realen Objekten, Videos & Simulationen —
13 15.11.2022  Ein schiilerzentrierter Zugang zum Funktionsbegriff. MU 60(6), S. 37-43 RPTU


https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2014/roth_2014_experimentieren_mit_realen_objekten_videos_und_simulationen.pdf
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Grundvorstellungen zu Funktionen TU

Zuordnung

Funktionen beschreiben bzw. stiften Zusammen-
hange zwischen GrofRen: Einer Grolde wird genau
eine zweite Grolle zugeordnet.

Anderungsverhalten / Kovariation

Durch Funktionen wird deutlich, wie sich
die Anderung einer GroRe auf die Anderung
einer von ihr abhangigen Grolde auswirkt.

Funktion als Ganzes

Mit Funktionen sieht man einen Zusammenhang
als etwas Ganzes. Man betrachtet nicht einzelne
Wertepaare sondern die Menge aller Wertepaare.

Roth, J. (2014): Experimentieren mit realen Objekten, Videos & Simulationen — L
14 15.11.2022  Ein schilerzentrierter Zugang zum Funktionsbegriff. MU 60(6), S. 37-43 RPTU



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2014/roth_2014_experimentieren_mit_realen_objekten_videos_und_simulationen.pdf

Ziele beim Ausbilden v. Grundvorstellungen _Tu

Didaktik der
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P
: . . _ _ Prototypisches
Sinnzusammenhange « Anknupfen an bekannte Situationen BRESHEEE
herstellen oder Handlungsvorstellungen Verstandnis-

anker

Aufbauen von mentalen « Ermoglichen operativen Handelns
Reprasentationen auf der Vorstellungsebene

* Erkennen der Struktur in Sachzusammenhangen

 Modellieren des Phanomens mit
Hilfe der mathematischen Struktur

Anwenden in neuen

Situationen

15 15.11.2022  Vgl. vom Hofe, R. (2003): Grundbildung durch Grundvorstellungen. Mathematik lehren 118, S. 4-8 RPTU



Beispiel Quadrat:
Lineare Funktion & Quadratische Funktion
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Seitenlédnge = 5

o
e

Schrittweite = 1

https://www.geogebra.org/m/vyb3z7vz Q

o

40

N B~ M

QRE| s

_\ Flacheninhalt in cm?

] Umfang in cm
38 1

36 ]
34
32
30
28
26
I [
22 ]
20 1
18 ]
16 |
14 ]
12 ]
10 ]

2

Seitenldnge in cm

Umfang
Flacheninhalt

Graph

4

6
Hilfslinien

E] Anderungsverhalten

Y T

7
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https://www.geogebra.org/m/vyb3z7vz
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Darstellungen mit GeoGebra
dynamisch vernetzen

— 1. Verstandnisanker und Grund-
WS vorstellungen zu Funktionen

2. Darstellungsformen
< Darstellungswechsel

3. Parameter, Funktionsgraph
und sprachliche Darstellung

juergen-roth.de RPTU



Funktionale Zusammenhange in R
Situationen: Darstellungsformen P

—, Didaktik der
I Mathematik

Gy Situation

Darstellungswechsel

Sprache

Darstellungsformen

C Tabelle

Mit bzw. in einer
Darstellung arbeiten

18 15.11.2022  Roth, J. & Lichti, M. (2021). Funktionales Denken entwickeln und férdern. Mathematik lehren, 226, 2-9., RPTU



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2021/Roth_Lichti_2021_Funktionales_Denken_entwickeln_und_foerdern.pdf

Grundvorstellungen < Darstellungsformen

Kovariation

«— uabunj|9isioApun.o

Sicht als
Ganzes

Darstellungsformen —

____ Graph | Tabelle | Term | Sprache

Tatigkeit: Einem Wert auf der

1. Achse wird ein Wert auf der 2.

Achse zugeordnet.

Hauptzweck:
Markante Punkte erfassen

Tatigkeit: Unterteilung in
Abschnitte mitunterschiedlichem
Anderungsverhalten

Hauptzweck:
Anderungsverhalten
qualitativ erfassen

Tatigkeit:

Mit grafischen Merkmalen die
Funktion als Ganzes oder flr
Teilbereiche typisieren.

Hauptzweck:
Charakteristischen Verlauf
erfassen

Verandert nach

19 15.11.2022

Tatigkeit: Einem Wert in der
1. Spalte wird ein Wert in der 2.
Spalte zugeordnet.

Hauptzweck:
Ablesen/Eintragen konkreter
Zuordnungen

Tatigkeit:
Paarweiser Vergleich hinsichtlich
der Art der Anderung.

Hauptzweck:
Anderungsverhalten
quantifizieren

Tatigkeit:

Differenzen-, Produkit-,
Quotientengleichheit 0.a. aus
Wertepaaren bestimmen.

Hauptzweck:
Quantifizierbare
RegelmaRigkeiten erfassen

Tatigkeit: Aus einem Wert des
Definitionsbereichs wird der
abhangige Wert berechnet.

Hauptzweck:
Bestimmen einzelner Werte

Tatigkeit:
Ablesen bzw. Bestimmen
entsprechender Kenngrolien.

Hauptzweck:
Anderungsverhalten
quantifizieren

Tatigkeit:
Mit KenngréRen die Funktion als
Ganzes typisieren.

Hauptzweck:
Charakteristika quantitativ
erfassen

HuRmann, Laakmann (2011). Eine Funktion — viele Gesichter. Darstellen und Darstellungen wechseln. PM (63)38, 2-13

R —, Didaktik der
TU | | Mathematik
p _

Tatigkeit:
Dekodieren von Informationen
zu Zuordnungen.

Hauptzweck:
Erfassen einzelner Werte

Tatigkeit:
Dekodieren von Informationen
zum Anderungsverhalten.

Hauptzweck:
Anderungsverhalten qualitativ
bzw. quantitativ erfassen

Tatigkeit:
Dekodieren der Informationen
zum Gesamttypus.

Hauptzweck:
Charakteristika qualitativ bzw.
quantitativ erfassen

RPTU



Funktionale Zusammenhange in R | @@
Situationen: Darstellungsformen P -

Gy Situation

Darstellungswechsel

Darstellungsformen

C Tabelle

Mit bzw. in einer
Darstellung arbeiten

20 15.11.2022 Roth, J. & Lichti, M. (2021). Funktionales Denken entwickeln und frdern. Mathematik lehren, 226, 2-9. RPTU



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2021/Roth_Lichti_2021_Funktionales_Denken_entwickeln_und_foerdern.pdf

Darstellungsformen erfassen:
Das Beispiel Funktionsgraph

1 2 3
Zeitinh Temperatur in °C g 2 3 1 2 3 1 Temperatur in °C
£
6 2 2 l l l
12 —— 3
18 = 1 <
£
=16 (2 8 6 12 18 Zeitin h
N
4 1 2 3 Temperatur in °C 6 |
- Temperatur in °C , Temperatur in °C
& 12 18 Zeitinh 6 12 18 Zeitinh Zeitin h
Temperaturin °C A Temperatur in °C Temperatur in °C
3l _ 3
- - - @
2 2
_ - - @
1 1
= < - o
6 12 18 Zeitinh & 12 18 Zeitinh 6% 12 18 Zeitinh
https://\MNw.geogebra.org/m/kknpe5u9Q
21 15.11.2022  Roth, J. & Lichti, M. (2021). Funktionales Denken entwickeln und férdern. Mathematik lehren, 226, 2-9.
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Das Applet zeigt, wie aus
den Zuordnungen von Zeit
und Temperatur, die oben
links in der Tabelle darge-
stellt sind, der Funktions-
graph der Zeit-Temperatur-
Funktion unten rechts ent-
steht.

Daflr missen die Elemen-
te der beteiligten Mengen
jeweils der Grolde nach an-
geordnet werden konnen.

RPTU


https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2021/Roth_Lichti_2021_Funktionales_Denken_entwickeln_und_foerdern.pdf
https://www.geogebra.org/m/kknpe5u9

Funktionale Zusammenhange in R | @@

. . Mathematik
Situationen: Darstellungsformen P -
Gl Situation
Darstellungswechsel

Darstellungsformen

G

Mit bzw. in einer
Darstellung arbeiten

22 15112022 Roth, J. & Lichti, M. (2021). Funktionales Denken entwickeln und férdern. Mathematik lehren, 226, 2-9. RPTU



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2021/Roth_Lichti_2021_Funktionales_Denken_entwickeln_und_foerdern.pdf
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https://vem.uni-kl.de/Panopto/Pages/Viewer.aspx?id=40da6cdb-fabe-42e1-9a07-ae0a00de8077 (Zeitraffer)
https://vem.uni-kl.de/Panopto/Pages/Viewer.aspx?id=9b04b701-a3dc-4ce0-a984-ae0a00dd6449 (Originallange)

,.,..}:-ll'!"'

STOPF

23 15.11.2022  https://www.geogebra.org/m/web6ftunf#chapter/542845 O https://www.geogebra.org/m/fyvuvfst O


https://vcm.uni-kl.de/Panopto/Pages/Viewer.aspx?id=40da6cdb-fa5e-42e1-9a07-ae0a00de8077
https://vcm.uni-kl.de/Panopto/Pages/Viewer.aspx?id=9b04b701-a3dc-4ce0-a984-ae0a00dd6449
https://www.geogebra.org/m/we6ftunf#chapter/542845
https://www.geogebra.org/m/fyvuvfst

Funktionale Zusammenhange in R
Situationen: Darstellungsformen P

—, Didaktik der
I Mathematik

Gy Situation

Darstellungswechsel

Sprache

Darstellungsformen

G

Mit bzw. in einer
Darstellung arbeiten

24 15112022 Roth, J. & Lichti, M. (2021). Funktionales Denken entwickeln und férdern. Mathematik lehren, 226, 2-9. RPTU



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2021/Roth_Lichti_2021_Funktionales_Denken_entwickeln_und_foerdern.pdf

Sekundarstufen

Darstellungen in Beziehung setzen R 1 nﬂdshkﬁkdgﬂ
Trapez-Flacheninhalt P

Flacheninhalt TrapezD 1[:] 2 D Dreieck % o /Flacheninhalt
E] Parallelogramm [j Rechteck [:] Quadrat
8.
a+tc
Atrape: = 2 +h (2.5]7.5)
?.
6.
5.
4.
y = 3X
D C 3
2.
1 4
A £ B . . . . . Streckenlange |
0 1 2 3 4 5 6 7 ’
Ayra =75 -— -o 225 Koordinaten (V7] (1A) (] @[] ele;
=1 X \ o LJ
- am [Jaa []Ae-

Roth, J. (2008). Systematische Variation — Eine Lernumgebung vernetzt Geometrie und Algebra. Mathematik lehren, 146, 17-21
25 15.11.2022 hitps://www.geogebra.org/m/dTuCuDs5 ¢ RPTU


https://www.geogebra.org/m/dTuCuDs5
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Darstellungsformen wechselseitig R

: : : : TU
interpretieren: Fokussierungshilfen =

- TFullhéhe in cm A B C D
z
10 3 0 0 0 0
0 4 20 1.02 1.59 2.83
5 40 2.04 3.18 5.66
8 6 60 3.06 4.77 8.49
7 80 4.07 6.37
! 8 100 5.09 7.96
--------------- - 9 120 6.11 9.55
10 140 713
5 11 160 8.15
. 12 180 9.17
13 200 10.19
| 3 14
15
2 16
| 1 17
18
| _________________ Fullmenge in mI> 19
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 20
® [ . Punkt im Koordinatensystem D Startfullnohe 2;
Fillmenge = 120 . HIIfSIImen Spur Punkt @m 23 .
— I /) Graph Spur Graph [ Ein J[Aus] 24 ‘ )

Lichti, Roth (2021). Der Einstieg in Funktionales Denken — Darstellungsform und passendes Medium. Mathematik lehren, 226, 10-14.
26 15.11.2022  https://www.geogebra.org/m/rqgzqrmé4 Q RPTU


https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2021/Lichti_Roth_2021_Einstieg_in_Funktionen.pdf
https://www.geogebra.org/m/rqgzqrm4

- .

R
TU
P

Didaktik der
Mathematik
Sekundarstufen

Darstellungen mit GeoGebra
dynamisch vernetzen

1. Verstandnisanker und Grund-
vorstellungen zu Funktionen

2. Darstellungsformen
< Darstellungswechsel

3. Parameter, Funktionsgraph
und sprachliche Darstellung

juergen-roth.de RPTU



Sekundarstufen

Auswirkung von Parametern auf den Funk- R Tu|nﬁﬂid$hkﬁkd§£
tionsgraphen der quadratischen Funktion P

o o o ]
; ¥ f(x)=a-(b-(x+c)"+d
0 L
=2-(1-(z+(0)))"+ (0)
Punktspur
Punkte v, 'an| |aus|
| 2] 51 & S 1T 3 1 5 | & Punktfarbe Parameter
1] _a: 2
2] b=1
o
e c=0
o
- d=0
—51 Neu ¢

Roth, J. & Lichti, M. (2021). Funktionales Denken entwickeln und fordern. Mathematik lehren, 226, 2-9.
28  15.11.2022 https://www.geogebra.org/m/jp4t7u6k@ RPTU



https://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/2021/Roth_Lichti_2021_Funktionales_Denken_entwickeln_und_foerdern.pdf
https://www.geogebra.org/m/jp4t7u6k

Auswirkung von Parametern R | n gk der
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Auswirkung von Parametern auf den Funk- R Tu|nﬁﬂid$hkﬁkd§£
tionsgraphen der quadratischen Funktion P
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fx) = x?

g(x : (b - (x + c))_2 + al+

)=a
gﬂ,\mﬁ. P
/

Strecken in y-Richtung fur |a| > 1 Strecken in x-Richtung fur 0 < |b| < 1
Stauchen in y-Richtung fur 0 < |a| < 1 Stauchen in x-Richtung fur |b| > 1
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Auswirkung von Parametern R Tu|nﬁﬂid$ﬁﬁkd§£
auf Funktionsgraphen allgemein =

g(x)=a-f(b-(x+c))+d
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/

Strecken in y-Richtung fur |a| > 1 Strecken in x-Richtung fur 0 < |b| < 1
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Passende Sprechweisen
und Handbewegungen

Didaktik der
Mathematik

Sekundarstufen

Parameter b Parameter a

Streckung 7 Streckung
(0<|bl <1) BRI i (la] > 1)
bzw. a AN LI bzw.
Stauchung SEnnis e Stauchung
(Ib| > 1) SR (0 < la] < 1)
in in
x-Richtung b g y-Richtung
‘, ~»
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Definition: Digitale Lernumgebung JTu & LT

Digitale Lernumgebung

o 0 Digitale Lernumgebungen bilden eine
Teilmenge der Lernumgebungen.

o Lellnmt o Eine digitale Lernumgebung
konstituiert sich bereits dann,
wenn eine Lernumgebung durch

'Wassermenge V(t) in |

m von Lernenden interaktiv nutzbare
digitale Elemente (z. B. Applets),

Zeit t in min
0.5 . 2 2.5 3

m die einen wesentlichen Beitrag

Graph von V'(t) Graplieonivit) zur Lernaktivitat leisten,
Flachenbilanz = 7.5 anzeigen

digital angereichert wurde.
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