Jiirgen Roth

Wie parkt man richtig ein?

Einparken am StralRenrand ist hdufig nicht nur fir Fihrerscheinneulinge eine echte Herausforderung.
Gerade deshalb sind die meisten Schilerinnen und Schiiler erfahrungsgemall spatestens ab der 10.
Klasse (also in ,Sichtweite” ihrer eigenen Fahrstunden) intrinsisch motiviert, sich mit dieser Thematik
auseinanderzusetzen. Kann ein Projekt zum Thema ,Wie parkt man am StralRenrand ,richtig’ ein?“
aber auch gewinnbringend fiir den Mathematikunterricht sein? Betrachtet man die verschiedenen
Aspekte, die bei der Bearbeitung eine Rolle spielen, so fallt eine Antwort auf diese Frage nicht
schwer: Ein Sachproblem des Alltags muss mathematisiert, d. h. mathematisch modelliert werden,
wobei geometrische Grundkenntnisse, der Satz des Pythagoras und die Winkelfunktionen zum
Einsatz kommen. Zusatzlich missen Gleichungen aufgestellt und gelést werden. Schiilerinnen und
Schiilern ab der 10. Klasse bietet das Projekt also die Moglichkeit Kenntnisse und Fahigkeiten, die sie
im Mathematikunterricht erworben haben, in einem realen Kontext reflektierend anzuwenden und
zu Uben. Nebenbei kénnen die Schiilerinnen und Schiiler dabei die Alltagsrelevanz von Mathematik
hautnah erleben.

Zur Klarung der Frage ,Wie parkt man am StraBenrand ,richtig’ ein?“ kann man Erfahrungen aus dem
Alltag einbringen, mit Modellen experimentieren und Daten sammeln. Auf dieser Basis lasst sich der
Einparkvorgang von ganz verschiedenen Seiten beleuchten und schliefflich mathematisch model-
lieren. Dabei kann es hilfreich sein, den Vorgang mit Hilfe eines dynamischen Geometriesystems
(DGS) zu simulieren. Ein DGS ermdoglicht einerseits eine interaktiv-experimentelle Auseinander-
setzung mit dem Problem (z. B. durch gezielte Variation der EinflussgroRen), andererseits lassen sich
damit die Ortslinien verschiedener Punkte des Autos in der Simulation aufzeichnen und anschlieend
interpretieren. Konkrete, aus der mathematischen Modellierung gewonnene Ergebnisse kénnen
sowohl mit Hilfe der dynamischen Simulation, als auch mit realen Autos Ulberprift werden. Das
Thema erlaubt eine gewinnbringende Verzahnung von Alltagswissen, mathematischem Fachwissen
und experimentellem Arbeiten.

Dadurch wird insbesondere eine problem-
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und Schiilern selbststandig bearbeitet werden

kann. Dazu ist einerseits Kreativitat erforderlich und andererseits ermoglicht die Fragestellung den

Schilerinnen und Schiilern ihren Spieltrieb auszuleben. SchlieBlich miindet das Projekt in ein

Produkt. Im vorliegenden Fall ist dies insbesondere ein Programm, das nach Eingabe der Fahrzeug-

und Parklickendaten alle Parameter eines ,,optimalen” Einparkvorgangs liefert.
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Das Projekt lasst sich ab der 10. Jahrgangsstufe
durchfiihren. Konkret erprobt wurde es mit
einer Gruppe von sieben Schilerinnen und

Schiilern der 11. und 12. Jahrgangsstufe (vgl. :
Abb. 2) im Rahmen der Schiler-Projekttage T -
. . . . Abb. 2: Projektgruppe ,,Einparken* (2006)

Mathematik am Institut fiir Mathematik der

Universitat Wirzburg. Den Abschluss der Projekttage bildet eine o6ffentliche Prasentation der
Ergebnisse durch die Schilerinnen und Schiler. Dartiber hinaus verfasst jede Projektgruppe einen
schriftlichen Projektbericht, in dem Prozesse und Ergebnisse der Projektarbeit festgehalten werden.
Auf diese Weise ist immer ein Produkt als Ziel vor Augen.

Im Folgenden werden Organisation, Durchflihrung und Ergebnisse des Projektdurchlaufs anhand der
stattfindenden Prozesse dargestellt.

Zielsetzung

Im Verlauf der Projektarbeit haben die Schi-
lerinnen und Schiiler die Prozesse der Ziel-
setzung und Planung mehrfach durchlaufen.
Zundchst wurden in einem Brainstorming ver-
schiedenste Aspekte zum Einparken zusam-
mengetragen (vgl. Abb. 3). Man kann in Ab-
hangigkeit von der Parkliicke z. B. quer, senk-
recht oder parallel zur Fahrtrichtung und
vorwarts oder riickwarts einparken. Aus Rick-
sicht auf den flieRenden Verkehr sollte der Ein-
parkvorgang nicht zu lange dauern. Es darf kein
anderes Auto, keine Hauswand und derglei-
chen berihrt werden. Mit dem letztgenannten

Aspekt sind die Fragen aufgeworfen, welche ;<
Mindestabstiande man zu Hindernissen einhal-  Abb. 3: Ergebnisse des Brainstormings

ten und wie lang die Parkliicke mindestens sein muss, damit erfolgreiches Einparken Uberhaupt
moglich ist. Den Schilerinnen und Schiilern war wichtig zu Uberpriifen, wie gut die Tipps sind, die
man von Fahrlehrern zum Einparkvorgang erhilt. Interessant kann daneben auch die Frage sein,
entlang welcher Kurve man beim Einparken fahrt ...

Am Ende des Brainstormings haben sich die Schiilerinnen und Schiiler sehr schnell dafiir entschieden,
das am schwierigsten erscheinende parallele Einparken am Strallenrand und die Fahrschulmethode
genauer zu untersuchen. Damit war die offene Frage , Wie parkt man am Strallenrand ,richtig’ ein?”
konkretisiert und ein Ziel abgesteckt. Es soll der von vielen Fahrlehrern fiir das parallele Einparken
am Strallenrand vermittelte ,Einparkalgorithmus” untersucht werden, der in etwa wie folgt formu-
liert wird: Eine geeignete Startposition wahlen, das Lenkrad voll nach rechts einschlagen, bis zu
einem bestimmten Punkt riickwarts fahren, stehen bleiben, im Stand vollsténdig gegenlenken und

dann weiter fahren, bis man in der Parkliicke steht. Versucht man diesen , Einparkalgorithmus’
abzuarbeiten, dann stellen sich eine ganze Reihe von Anschlussfragen: Wie lang muss die Parkliicke
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fir mein Fahrzeug mindestens sein? Wo genau sollte ich zu Beginn des Einparkvorgangs stehen?
Wann bzw. wo muss ich gegenlenken?

Planung
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Abb. 4: Projektgruppen

Fahrschulregel experimentell genauer untersu-

chen sollte. Die Idee dabei war, dass immer dann, wenn eine Gruppe Ergebnisse erreicht hatte oder
Diskussionsbedarf bestand, ein Plenum einberufen wurde. Dies geschah zum ersten Mal, als fast
zeitgleich die Gruppe ,Daten” ihre Ergebnisse prasentieren wollte und die Gruppe ,Bobby-Car”
Schwierigkeiten mit der Interpretation von experimentell erhaltenen Ortslinien hatte. Nach langeren
Diskussionen und ersten Ergebnissen wurde beschlossen in drei (neuen) Gruppen weiterzuarbeiten.
Die Gruppe , Bobby-Car” iberpriifte die theoretischen Uberlegungen experimentell, wihrend die neu
gebildete Gruppe ,DGS” den Einparkvorgang mit der dynamischen Geometriesoftware EUKLID
DynaGeo auf der Grundlage des entwickelten Modells dynamisch-geometrisch simulierte. Parallel
dazu hat die Gruppe ,Video” reale Einparkvorgdange von Autos aufgezeichnet und analysiert. Auf
diese Weise wurden nach und nach insgesamt acht Projektteilgruppen gebildet (vgl. Abb. 4). Die
Ausfiihrung erfolgte in Kleingruppenarbeit (je zwei bis vier Schilerinnen und Schiiler) teilweise
gleichzeitig aber auch nacheinander. In von einzelnen Teilgruppen nach Bedarf initiierten Treffen im
Plenum, wurden die Ergebnisse und Probleme der Gruppen vorgestellt, diskutiert und bei Bedarf
neue Teilprojektgruppen gebildet, andere neu besetzt, personell verstarkt, reduziert oder ganz
aufgelost. Zwei Schiiler erhielten den Auftrag, parallel zu ihrer Teilgruppenarbeit, die im Plenum
dargestellten Teilgruppenergebnisse und durchgefiihrten Diskussionen sowie Erarbeitungsschritte zu
protokollieren. Diese Mitschriften bildeten spater die Grundlage fiir die Teilgruppe ,,Projektbericht”.

Ausfiihrung und Ergebnisse
Die Gruppe , Daten” hat relevante GréRen an realen Parkplatzen P ~

und Autos vermessen, im Internet sowie in Kraftfahrzeugscheinen / \

recherchiert und Wendekreisradien, die nur schwer in Erfahrung / \

zu bringen sind, experimentell bestimmt. Der Wendekreis ist der
Kreis mit dem kleinsten Radius, den ein Fahrzeug noch fahren
kann. Fahrt man bei voll eingeschlagenem Lenkrad einen \ /
Linkskreis, dann ist der Wendekreisradius der Radius des Kreises, \ /
den die vordere rechte Ecke des Autos beschreibt (vgl. Abb. 5). N\ 4
Dieser Kreis lasst sich Uber Kreidemarkierungen auf einem ~ -

Asphaltplatz experimentell gut bestimmen und vermessen. Abb. 5: Wendekreisradius

In der Gruppe ,Bobby-Car“ wurde an einem Realmodell der Einparkvorgang experimentell
untersucht. Interessanterweise haben die Schiilerinnen und Schiiler ohne zu zégern das Bobby-Car
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als Realmodell gewahlt, obwohl auch ein ferngesteuertes Auto und ein lenkbarer Traktor im Malstab
1:36 zur Verfugung stand. Offenbar spielt die Gr6Re des Modells eine nicht zu unterschdtzende Rolle.

Mit Hilfe von angeklebten Stiften wurden Ortslinien verschiedener
Punkte des Modells beim Einparkvorgang aufgezeichnet (vgl. Abb.
6), die die Schiilerinnen und Schiler zunachst nicht interpretieren
konnten (vgl. Abb. 7). Erst in der gemeinsamen Diskussion im
Plenum kam die Idee auf, nur voll in eine Richtung einzuschlagen
und riickwarts ohne gegenzulenken zu fahren. Dies fuhrt zu einer
Kreisbewegung des Bobby-Cars, bei der eine der vorderen Ecken
des Autos den Wendekreis durchlduft. Auf der Grundlage dieser
Uberlegung wurde die Vermutung aufgestellt, dass sich die
Ortslinien jeweils aus zwei Kreisbogenstiicken zusammensetzen.
Dieser Denkvorgang erfordert eine Idealisierung der gesammelten
Erfahrungen, weil die mit dem Bobby-Car als Realmodell aufge-
zeichneten Ortslinien nicht sofort als Kreisbogenstiicke erkennbar

sind (vgl. Abb. 7). Darlber hinaus ist den Schilerinnen und Abb. 7: Ortslinien interpretieren
Schilern aufgefallen, dass sich fiur Punkte am Heck des Bobby-Cars ,glatte” Kurven ergeben,
wahrend die Ortslinien fir Punkte an der Front des Bobby-Cars ,Knicke” haben (vgl. Abb. 8).

Punkte der Hinterachse Punkte der Front Punkte des Hecks

Abb. 8: Ortslinien fiir verschiedene Punkte des Autos beim parallel Einparken nach Fahrschulregel

Woran kann das liegen? Durch systematisches
Variieren der EinflussgroRen (wie etwa der
Fahrzeugabmessungen, der Startposition oder
dem ,Zeitpunkt” des Gegenlenkens) kdénnen
wesentliche Ideen gewonnen werden, die zu
einer geometrischen Modellierung des Vor-
gangs fihren. In Abb. 9 wurde das Auto auf
seine Hinterachse reduziert und damit eine
weitere ldealisierung vorgenommen. Daran
[3sst sich ablesen, dass flir das parallele Einpar-

Abb. 9: Idealsierung der gewonnenen Erfahrungen

ken, bei dem die Anfangs- und Endposition des
Autos parallel zueinander sind, die beiden durchfahrenen Kreisbogenstiicke gleich lang sein missen,
also den gleichen Mittelpunktswinkel besitzen missen. Dartber hinaus muss sich der Mittelpunkt der
jeweils konzentrischen Kreise auf der Verlangerung der (nicht lenkbaren) Hinterachse befinden.

Diese Erkenntnisse reichten zwei Schiilerinnen der Projektgruppe ,DGS“ aus, um mit Hilfe einer
dynamischen Geometriesoftware das Problem (bzw. dessen Modellierung) dynamisch-geometrisch
zu simulieren (vgl. Abb. 10). Der groRe Vorteil einer solchen dynamisch-geometrischen Simulation ist,
dass man damit noch besser als mit Realmodellen geometrisch experimentieren kann. Die syste-
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matische Variation ist damit erheblich einfacher zu bewerkstelligen als mit dem Realmodell und auch
die Ergebnisse der Variation sind — etwa in Form von Ortslinien — leichter zu tberblicken. Auf diese
Weise wird eine noch genauere Analyse des Einparkvorgangs moglich.

Die Bildserie in Abb. 11 zeigt etwa die Auswir- 0 WeneRadus=39g” °7 9

kung der Variation des Abstandes der Front le T JAuosrere-0gz] 5 %I

des Autos von der Hinterachse auf die Orts- | [aemeesn] = 3 .

linien. Dabei wird deutlich, dass nur Punkte auf l% O T %l (A

der Hinterachse eine differenzierbare Ortslinie | o T Himtenhiite
besitzen, also ,knickfrei“ sind. Den Hinter- VomeRechs + \
grund dieser Tatsache kann man erschlieBen, T
wenn man, wie in Abb. 12 geschehen, Hilfs- VorneLinks :

linien einzeichnet. Nur fir Punkte auf der Hin- — e ——
Abb. 10: DGS-Modell von Schiilerinnen mit Ortslinien

terachse beriihren sich die beiden an der
Ortslinie beteiligten Kreise um My bzw. M,. Fir alle anderen Punkte schneiden sie sich.

HintenMitte HintenMitte

VomeRechis. VorneRechts VorneRechts

WorneLinks VomelLinks

Abb. 11: Variation des Abstandes , Fronté>Hinterachse” — Analoges ergibt sich fiir den Abstand , Hinterachse¢>Heck"”

SN S\ — = —

Abb. 12: Hilfslinien zur Verdeutlichung der Entstehung der ,,Knicke” in den Ortslinien

Die Projektgruppe ,Video“ hat die Tragfahigkeit des Modells durch Videoaufzeichnungen eines
realen Einparkvorgangs getestet. Dazu wurde der Einparkvorgang (fast) senkrecht von oben
aufgezeichnet. Dies gelang, indem aus einem dritten Stockwerk eines Hauses ein moglichst nahe an
der Hausmauer einparkendes Auto gefilmt wurde. Mit einer geeigneten Videoanalysesoftware
(Suleder, 2003) lassen sich Bewegungsbahnen in Videoclips automatisch markieren, analysieren, die
gemessenen Punktkoordinaten bei Bedarf im Excel-Format exportieren und dort weiterverarbeiten
(vgl. Abb. 13).* Den Schiilerinnen und Schiilern hat es aber gereicht, die per Videoanalyse erhaltenen
Ortslinien visuell (vgl. Abb. 14) mit dem Modell zu vergleichen.

! Mittlerweile liegt vom selben Autor eine ausgereifte Version dieser Software zur automatischen Videoanalyse von Bewe-
gungen unter dem Namen ,measure Dynamics” vor, die noch mehr Moglichkeiten bietet. Informationen dazu findet man
im Internet unter http://www.phywe.de/framenav.php?nav1=60&nav2=7&csscol=son&ref=nav (Abgerufen: 04.09.2007).
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Abb. 13: Videoanalyse von Einparkvorgangen

Die Projektgruppe ,Formalisierung” war dafiir zustdndig, auf Grund der gewonnenen Ergebnisse
Gleichungen aufzustellen und zu l6sen. Sie sollte auf diese Weise aus gegebenen Fahrzeug- und
Parkliickendaten flir den Einparkvorgang relevante GréRen ermitteln. Dazu mussten die Schiilerinnen
und Schiler auf die Erkenntnisse der anderen Projektteilgruppen zurickgreifen. Anhand der Tat-
sache, dass die mit dem Bobby-Car aufgezeichneten Ortslinien von einigen Schiilerinnen und Schii-
lern zunachst fiir Sinuskurven gehalten wurden, werden die Probleme deutlich die bei der Model-
lierung des Einparkvorgangs auftreten und die aus der Perspektive der vorliegenden Ergebnisse gar
nicht mehr erkennbar sind. Als ganz entscheidend bei der Erarbeitung hat sich die heuristische
Strategie der Idealisierung herausgestellt. Die Reduzierung des Autos auf einen Punkt hat bei der
Erkenntnis geholfen, dass es wohl nur einen Punkt gibt, bei dem sich die Ortslinie aus zwei Kreis-
bogenstiicken zusammensetzt, die denselben Radius besitzen. Die Reduzierung des Autos auf die
Hinterachse (Beobachtung einer Kreisbewegung eines Lineals und spater Variation der Lingen-
ausdehnung des Autos in der dynamisch-geometrischen Simulation) hat die Einsicht ermdoglicht, dass
der Mittelpunkt der Wendekreise immer auf der Verlangerung der Hinterachse liegt. Auf diese Weise
wurde der Mittelpunkt der Hinterachse als ausgezeichneter Punkt beim Einparkvorgang ermittelt
(vgl. Abb. 12).

Damit war die Grundlage gelegt, um anhand von

bekannten bzw. messbaren Gréfien (vgl. Abb. 15), wie
Breite B des Autos

Lange L des Autos o = L] 3
Abstand Hinterachse-Front / ',  ------------------------------
Wendekreisradius R :

seitlicher Sicherheitsabstand s zu Beginn des : -
Abb. 15: Relevante GréfRen

Einparkvorgangs
fir den Einparkvorgang bendétigte Kenngréfien wie z. B. die folgenden zu bestimmen:
e Mindestlange P der Parkliicke
e Mittelpunktswinkel a
e Abstand H zwischen dem Heck des einparkenden und dem Heck des vor der Parkliicke
stehenden Autos zu Beginn des Einparkvorgangs
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Unter Zuhilfenahme des Satzes von Pythagoras und grund-
legender Kenntnisse liber trigonometrische Funktionen las-
sen sich anhand der Abb. 16, Abb. 17 und Abb. 18 die in
Abb. 19 dargestellten exemplarischen Ergebnisse der Pro-

C

jektgruppe ,,Formalisierung” nachvollziehen.
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Abb. 19: Exemplarische Ergebnisse der Projektgruppe , Formalisierung”

Die Projektgruppe ,Programmierung” hat schlieBlich die Abb. 17: Erarbeitungshilfe 2

gewonnenen Ergebnisse in ein Programm umgesetzt und
dieses optimiert, das zu den Fahrzeugdaten jedes belie- | N
B

bigen Fahrzeugs die ,optimalen” Einparkparameter (Start-, i
Gegenlenkposition, minimale Parklliickenlange, usw.) aus- d ‘—r :
gibt. Dieses Programm und alle weiteren Materialien, die g e RN o
im Rahmen dieses Projekts entstanden sind, also auch die m

Ergebnisse Gruppe ,Projektbericht” und die von der Abb.18: Erarbeitungshilfe 3
Gruppe ,Prasentation” erstellte PowerPoint-Datei konnen im Internet unter der Adresse
http://www.juergen-roth.de/einparken/ abgerufen werden.

Anmerkung

Das hier beschriebene Projekt wurde mit einer kleinen Schiilergruppe durchgefiihrt. Soll es mit einer
ganzen Klasse wiederholt werden, so konnen einzelne Teilgruppen starker parallel arbeiten. So kann
etwa die Gruppe ,Video“ gleich zu Beginn der Projektarbeit ihre Arbeit aufnehmen. Daneben kénnen
noch andere Projektteilgruppen gebildet werden. Z. B. kdnnen weitere Projektgruppen versuchen
Lésungsansatze zum Einparkproblem aus der Literatur (vgl. Herrmann (2006)) zu verstehen und auf
ihre Praxistauglichkeit hin zu untersuchen oder sich an den Bau und die Programmierung eines Lego-
Roboters wagen, der selbststandig in eine Parkllicke einparkt. Der Kreativitat sind hier kaum Grenzen
gesetzt.
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