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Vorwort

Der Lehrer, der an die Universitidt wechselt, um sich aus einer anderen, freieren Per-
spektive mit dem Mathematikunterricht zu befassen, hat in der Regel das Bediirfnis,
Unterrichtswirklichkeit zu beeinflussen und zu gestalten. Aus einer solchen Biografie
ergibt sich fast zwangslaufig die Auseinandersetzung mit einer zentralen Fragestellung,

die WAGENSCHEIN (1975) auf dem Titelblatt seines Buches ,,Verstehen lehren* aufwirtt:

»Was kann dagegen getan werden, da3 Unterricht fiir die Weitergabe von Fertig-
fabrikaten miflbraucht wird?*

Der Titel eben dieses Buches gibt darauf eine, wenn nicht die Antwort: Das zentrale
Ziel des Mathematikunterrichtes muss es sein, das Verstehen zu lehren. Diese Arbeit
will einen Beitrag auf dem Weg zu diesem Ziel leisten und dabei insbesondere die Para-
doxie des Verstehens beriicksichtigen:

,Strenge Uberlegungen kann man nur verstehen, wenn man bereits anschauliche

Vorstellungen hat. Angemessene anschauliche Vorstellungen kénnen sich nur aus
strengen Betrachtungen entwickeln.® VOLLRATH (1993), S. 48

In dieser Arbeit wird Bewegliches Denken als eine Mdglichkeit herausgestellt, eine Ba-
lance zwischen Anschauung und Entwicklung eines tieferen Verstindnisses zu errei-
chen. Im Idealfall fiihrt das dazu, dass Anschauung und inhaltlich-strukturelles Ver-
standnis sich gegenseitig befruchten. Die Tatsache, dass ,,Dynamic Mathematics* auch
eines von sieben Themen auf der ,,7" International Conference on Technology in Ma-
thematics Teaching' ist, verdeutlicht die Aktualitit dieser Arbeit. In der Ankiindigung
zu diesem Thema steht:

»(...) we are interested in contributions that describe and study the characteristic

forms of mathematical thinking that dynamic mathematics environments sup-
«2
port.

Dies ist eine neue Dimension der Fragestellung im Zusammenhang mit dynamischer
Mathematiksoftware. Es steht damit nicht mehr im Vordergrund, wie man die Software

einsetzen kann, sondern welche Art des mathematischen Denkens damit unterstiitzt

! Diese Tagung findet vom 26. bis 28. Juli 2005 in Bristol in England statt. (http:/www.ictmt7.org)
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wird. Man konnte dies noch erweitern und fragen, welche Féahigkeiten im Zusammen-
hang mit dem mathematischen Denken notwendig sind, um derartige Software sinnvoll
nutzen zu kdnnen.

Die Arbeit in der vorliegenden Form konnte nur entstehen, weil eine Reihe von Per-
sonen mich konstruktiv begleitet hat. In erster Linie danke ich meinem Doktorvater,
Herrn Prof. Dr. Hans-Georg Weigand sehr herzlich. Er hat mich auf die Idee gebracht,
dieses Thema zu wihlen, und mir dabei von Anfang an sehr viel Entscheidungsspiel-
raum und akademische Freiheit im positivsten Sinn des Wortes zugebilligt. Seine
freundliche und umgingliche Art macht es mir sehr leicht und angenehm, fiir ihn und
mit thm zu arbeiten.

Danken mdchte ich auch Herrn Prof. Dr. Rudolf vom Hofe, fiir seine Bereitschaft, als
Zweitgutachter fiir diese Arbeit zu fungieren und insbesondere fiir das ausfiihrliche Ge-
sprach und die konstruktive Kritik zu den ersten beiden Kapiteln dieser Arbeit.

Ein besonderer Dank gilt Herrn Prof. Dr. Hans-Joachim Vollrath, der bereits wéh-
rend meines Studiums mein Bild von Mathematikdidaktik geprdgt hat. Er hat mich als
»aktiver® Emeritus sehr freundlich am Lehrstuhl begriifit und dem Fortgang meiner Ar-
beit reges Interesse entgegengebracht. Ich bin ihm fiir viele intensive und durchaus auch
kritische Gespriache zu dieser Arbeit sehr dankbar.

Danken mochte ich allen Kolleginnen und Kollegen am Lehrstuhl fiir Didaktik der
Mathematik fiir die freundliche und entspannte Zusammenarbeit, insbesondere auch
Herrn Dr. Andreas Schuster, der mir haufig als Diskussionspartner zur Verfiigung stand.
Dartiber hinaus danke ich Frau Dr. Katja Kriiger, deren eigene Arbeit KRUGER (2000b)
eine wichtige Inspiration flir mich war und die mir Kopien dlterer und schwer zugingli-
cher Arbeiten zum Thema iiberlassen hat, sowie Herrn Dr. Michael Kleine fiir eine an-
regende Diskussion zu Fragen der klassischen Empirie.

Hervorzuheben sind auch die vielen Kolleginnen und Kollegen von bayerischen
Gymnasien, die mit ihren Klassen meine Fragebogen ausgefiillt, Unterrichtszeit zur
Verfligung gestellt und sich auf meine Unterrichtskonzepte eingelassen haben. Ein be-

sonderer Dank gilt hier den Kolleginnen Claudia Hagan, Ina Hennig und Ingrid Viertel

? http://www.ictmt7.org/themes/dynamic_maths.cfm, zuletzt aufgerufen am 20.05.2005




sowie den Kollegen Roland Héndle und Riidiger Horn, die mindestens ein Jahr, teilwei-
se sogar zwel Jahre nach meinem Unterrichtskonzept gearbeitet haben. Ohne ihre Be-
reitschaft zur Mitarbeit wére der empirische Teil dieser Arbeit nicht moglich gewesen.

Danken mochte ich auch Herrn Roland Ziegler, der die Endfassung dieser Arbeit
gewohnt akribisch Korrektur gelesen hat. Verbliebene Fehler gehen allein zu meinen
Lasten.

SchlieBlich bin ich meiner Frau Marion und meinen Kindern Mareike und Tobias da-
fiir sehr dankbar, dass sie liber Jahre hinweg mein Arbeitspensum ertragen und mich

unterstiitzt haben.
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Einleitung

Beim Losen mathematischer Probleme ist es oft hilfreich, eine gegebene Situation in
Gedanken zu verdandern. So kann man z. B. in eine geometrische Figur eine Bewegung
hineindenken oder in einer Relation die gegebenen GréBen gedanklich variieren. Man
versucht dabei, die Auswirkungen der Verdnderung zu antizipieren und damit zu argu-
mentieren. In dieser Arbeit geht es um dieses ,,Bewegliche Denken* als einem Teil des
mathematischen Denkens.

In der Geschichte der Mathematik und ihrer Didaktik gab es immer wieder Phasen,
in denen das Argumentieren mit Bewegungen bzw. Verdnderungen betont wurde, aber
auch andere, in denen solche Argumentationen in den Hintergrund traten.

Bereits einer der ersten belegten mathematischen Beweise, ndmlich der wahrschein-
lich von THALES VON MILET stammende Beweis zu dem Satz, dass der Durchmesser
den Kreis halbiert, basiert auf einer vorgestellten Bewegung. Im Gefolge PLATONS, der
die Bewegung als Werden nicht zur Ideenwelt zdhlt, wird versucht, Argumente, die sich
auf Bewegungen stiitzen, zu vermeiden. Trotzdem wird natiirlich (auch) in Bewegungen
bzw. Verdnderungen gedacht. Dies lésst sich z. B. daran ablesen, dass PLATON selbst
einen sich bewegenden Punkt eine Linie erzeugen ldsst und auch in den Elementen des
EUKLID die Kugel, der Kegel und der Zylinder im XI. Buch mit Hilfe von Bewegungen
definiert werden. Im 17. Jahrhundert sind auf Bewegungen bzw. Verdnderungen beru-
hende Argumentationen im Zuge der von NEWTON und LEIBNIZ begriindeten Infinitesi-
malrechnung wieder von grundlegender Bedeutung. Die Gegenbewegung tritt — spites-
tens — mit der Entwicklung der Mengenlehre ein, die von CANTOR und DEDEKIND in der
zweiten Hélfte des 19. Jahrhunderts begriindet wird.

Derartige Wellenbewegungen im Hinblick auf die Befiirwortung und Ablehnung von
Argumentationen mit Bewegungen und Veridnderungen gibt es auch in der Geschichte
der Mathematikdidaktik. Am Ende des 19. und Anfang des 20. Jahrhunderts kommt die
Forderung nach Integration von Argumentationen mit Bewegungen und Verénderungen,
aber auch von dynamischen Visualisierungen in den Mathematikunterricht auf. Den
Hohepunkt dieser Entwicklung markiert die Forderung der Meraner Reformer um Felix

KLEIN nach der ,,Erziechung zur Gewohnheit des funktionalen Denkens®, denn fiir die



12 Einleitung

Meraner Reformer sind Argumentationen mit Bewegungen und Veranderungen charak-
teristisch fiir das funktionale Denken.

Im Zuge des Strukturalismus in der ,,Neuen Mathematik* in den 60er und 70er Jah-
ren des 20. Jahrhunderts kommt dynamischen Denkweisen im Mathematikunterricht
dann eine geringere Bedeutung zu. Die Mathematikdidaktik stellt allerdings sehr schnell
fest, dass dies zu Verengungen und Einseitigkeiten fiihrt. FUHRER (1985a) pléddiert in
seinem Aufsatz ,,,Funktionales Denken’: Bewegtes fassen — das Gefalte bewegen* fiir
die Reintegration des Argumentierens mit Bewegungen und Verdnderungen in die
Schulalgebra. BENDER/SCHREIBER (1985) arbeiten in ihrem Buch ,,Operative Genese
der Geometrie* heraus, welche wesentliche Rolle Bewegungen und Veridnderungen fiir
den Geometrieunterricht spielen. Auch fiir allgemeine Fragen der Mathematikdidaktik
stellt WITTMANN (1985a) im Zusammenhang mit dem operativen Prinzip das Denken in
Verianderungen und deren Auswirkungen als wesentlich heraus (,,Was passiert mit ...,
wenn ...?7*). Weitere Fiirsprecher von Bewegungen bzw. Veridnderungen im Mathema-
tikunterricht aus dieser Zeit sind etwa WEIGAND (1988a), der die Bedeutung der Zeit-
funktionen fiir das Verstindnis von Verdnderungen im Mathematikunterricht betont,
oder auch BENDER (1989), der fiir ,,Anschauliches Beweisen im Geometrieunterricht —
unter besonderer Berilicksichtigung von (stetigen) Bewegungen bzw. Verformungen
pladiert.

Eine neue Dimension in dieser anhaltenden Diskussion eroffnet die Verfiigbarkeit
neuer Medien. Damit riickt der Aspekt der dynamischen Visualisierung in das Zentrum
des Interesses. In den 80er Jahren des 20. Jahrhunderts sind Filme das Medium der
Wahl um dynamische Visualisierungen zu realisieren. Entsprechende Aktivititen der
Mathematikdidaktik spiegeln sich insbesondere in den von KAUTSCHITSCH/METZLER
herausgegebenen Tagungsbianden zu den Klagenfurter Workshops zur ,,Visualisierung
in der Mathematik* wider. Der Aufwand zur Herstellung entsprechender Mathematik-
filme ist allerdings ganz erheblich und dariiber hinaus haben Unterrichtsfilme den Nach-
teil, dass Eingriffe in den Ablauf eines einmal erstellten Films nur in geringem Umfang
durchfiihrbar sind. Damit sind aber entdeckendes Lernen und das Beschreiten eigener
Lernwege nur sehr eingeschrankt moglich. Diese Problematik hat sich durch die Ver-
fiigbarkeit von Computern und der Entwicklung von dynamischer Geometriesoftware

(DGS), Tabellenkalkulationsprogrammen (TKP) und Computeralgebrasystemen (CAS)
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grundlegend geédndert. Mit ihrer Hilfe konnen Visualisierungen relativ einfach erzeugt
und dynamisch variiert werden. Wichtig im Hinblick auf das Bewegliche Denken ist
dabei die Moglichkeit, einzelne Variablen der Konfiguration gezielt zu verdndern.

ZIEGLER (1991) schreibt im Zusammenhang mit dem Computereinsatz im Mathema-
tikunterricht von den Vorteilen des ,,variablen Denkens®, ndmlich des Denkens in Be-
wegungen bzw. Verdnderungen. Seitdem ist der Aspekt ,,Veranderungen und Bewegun-
gen® (auch unter den Begriffen ,,Dynamik® und ,,Variation®) fiir den Mathematikunter-
richt stindig in der didaktischen Diskussion.” In den Verdffentlichungen werden viel-
fach Moglichkeiten zum Einsatz von dynamischer Geometriesoftware (DGS)?, Tabel-
lenkalkulationsprogrammen (TKP)® und auch Computeralgebrasystemen (CAS)® disku-
tiert oder vorgeschlagen. Es gibt einige qualitative Arbeiten, die sich in Fallstudien u. a.
damit auseinander setzen, wie Schiilerinnen und Schiiler mit dynamischer Mathematik-
software arbeiten.’ Dariiber hinaus gibt es Untersuchungen, die Defizite im Bereich des
Denkens in Bewegungen bzw. Verdnderungen feststellen.®

Betrachtet man die geschichtliche Entwicklung des Umgangs mit Bewegungen und
Verianderungen in der Mathematik und ihrer Didaktik und beriicksichtigt man die (Vi-
sualisierungs-)Moglichkeiten, die der Computereinsatz mit entsprechender Software
bietet, so fillt die Vielfalt der Ansitze auf. Bei diesen Ansétzen wird (oft implizit) eine
Fiille von Fihigkeiten genannt oder gefordert. Dabei gibt es Uberschneidungen, aber es
werden auch bereichsspezifische Fihigkeiten angefiihrt. Was bisher fehlt, ist der Ver-
such einer themenunabhingigen Zusammenstellung der Kernfihigkeiten, die fir eine
gedankliche Auseinandersetzung mit Bewegungen bzw. Verdnderungen grundséitzlich

notwendig sind.

3 Seit 1991 finden sich in jedem Jahr mehrere Artikel in der mathematikdidaktischen Literatur, die den
genannten Aspekt von sehr verschiedenen Seiten beleuchten. Besonders viele Aufsétze, die sich mit Ver-
anderungen und Bewegungen auseinander setzen, sind 1992 sowie im Zeitraum 1999 bis 2004 erschie-
nen.

* Vgl. etwa ELSCHENBROICH (1999), ELSCHENBROICH (2000), SCHUMANN (1991), SCHUMANN (2000a),
ULM (2003).

> Vgl. etwa THIES (2001), THIES (2002), WEIGAND (2001b) .

% Vgl. etwa voM HOFE (1996a), vOM HOFE (1996b).

7 Vgl. etwa HOLZL (1994), HOLZL (1999a), THIES (2002), vOM HOFE (1998b), voM HOFE (1999),
WEIGAND/WELLER (2001).

¥ Vgl. etwa MONK (1992) und OSSIMITZ (2000).
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Aus der Auseinandersetzung mit der Literatur, eigenen Unterrichtserfahrungen und
im Hinblick auf das Arbeiten mit dynamischer Geometriesoftware haben sich fiir mich
folgende drei Kernfihigkeiten herauskristallisiert, die ich unter dem Begriff Bewegli-
ches Denken zusammenfasse:

¢ In eine Konfiguration Bewegung hineinsehen und damit argumentieren,

e die Gesamtkonfiguration erfassen und analysieren,

e das Anderungsverhalten erfassen und beschreiben.

Auf dieser Grundlage ergeben sich drei wesentliche Ziele dieser Arbeit:

e Es soll die Beziehung des durch diese Féhigkeiten charakterisierten Begriffs
Bewegliches Denken zu dhnlichen Begriffen in der Literatur herausgearbeitet
werden.

e Essoll die Rolle der Féhigkeiten des Beweglichen Denkens fiir den Mathema-
tikunterricht didaktisch analysiert werden und die Konsequenzen daraus sollen
in die Entwicklung eines Unterrichtskonzepts einflieen.

e Es soll empirisch untersucht werden, ob und wenn ja inwieweit Bewegliches

Denken im Mathematikunterricht geschult und entwickelt werden kann.

Das erste Kapitel klart den Begrift Bewegliches Denken. Zunichst wird das Fdhigkeits-
spektrum herausgearbeitet, das in dieser Arbeit mit dem Namen Bewegliches Denken
bezeichnet wird. Um dem Leser eine klare Vorstellung von dem hier gebildeten Begriff
des Beweglichen Denkens zu geben und um mogliche Fehlvorstellungen gleich zu Be-
ginn auszuschalten, werden die definierenden Fihigkeiten anhand von Beispielen her-
ausgearbeitet und in einem Fihigkeitskatalog zusammengestellt. Das fiihrt zur Definiti-
on des Beweglichen Denkens.

Nach der Klarung dieses Begriffs, der fiir diese Arbeit grundlegend ist, wird die
Beziehung zu dhnlichen Begriffen aus der didaktischen Literatur untersucht. Dabei geht
es darum, jeweils Gemeinsamkeiten und Unterschiede herauszuarbeiten, um so einen
Uberblick zu erhalten, wie sich der Begriff des Beweglichen Denkens in das Netz
einschldgiger Begriffe einordnet.

Im letzten Abschnitt des ersten Kapitels wird anhand von zwei Beispielen aufgezeigt,
wie Problemlosungen mit Hilfe des Beweglichen Denkens idealtypisch aussehen konn-

ten.
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Das zweite Kapitel dient der didaktischen Analyse der Rolle, die die Fiahigkeiten des
Beweglichen Denkens fiir den Mathematikunterricht einnehmen. Es zeigt anhand von
Beispielen die Moglichkeiten auf, die eine Herangehensweise an typische Fragestellun-
gen des Mathematikunterrichts im Sinne des Beweglichen Denkens er6ffnen kann. Da-
bei werden die Bereiche Begriffsbildung und Problemlosen als Kernbereiche des Ma-
thematikunterrichts beleuchtet. Es wird auBerdem der Frage nachgegangen, welchen
Beitrag das Bewegliche Denken zum Verstehen im Mathematikunterricht leisten kann.
Am Beispiel von dynamischer Geometriesoftware wird dann aufgezeigt, welchen Bei-
trag der Computereinsatz zur Entwicklung des Beweglichen Denkens leisten und in
welcher Weise der Rechner dabei eingesetzt werden kann.
Aus diesen Betrachtungen ergeben sich folgende Forschungsfragen:
e Wie ldsst sich Bewegliches Denken im Mathematikunterricht anregen und for-
dern?
e Ermoglicht die Férderung Beweglichen Denkens in einem Gebiet den Transfer
auf ein anderes Gebiet?
e Wie lassen sich Lehrerinnen und Lehrer dafiir gewinnen, ein didaktisches Kon-
zept zur Forderung Beweglichen Denkens in ihrem Unterricht zu iibernehmen?

Diese Fragen erfordern eine empirische Untersuchung.

Das dritte Kapitel beginnt mit der Darstellung der Versuchsplanung. Der erste Ab-
schnitt ist eine Zusammenfassung der Resultate von Voruntersuchungen, die im Schul-
jahr 2001/02 in fiinf 7. und einer 8. Klasse an vier bayerischen Gymnasien durchgefiihrt
wurden.

Auf dieser Grundlage und aufbauend auf die didaktische Analyse im zweiten Kapitel
wurde ein Unterrichtskonzept fiir den gesamten Geometrieunterricht der 7. Jahrgangs-
stufe an Gymnasien erstellt, das darauf ausgelegt ist, das Bewegliche Denken durchgén-
gig zu entwickeln und zu nutzen.

Zu diesem Konzept wurde ein 70-seitiges Lehrermanuskript zur Information und als
Arbeitsgrundlage fiir den Unterricht erstellt. Fiir das Arbeiten der Schiilerinnen und
Schiiler am Computer waren Lernumgebungen zu entwickeln. Dazu wurden von mir

tiber 100 EUKLID DynaGeo-Dateien erstellt, die Informationen fiir die Schiilerinnen
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und Schiiler, Aufgabenstellungen sowie Handlungsmoglichkeiten enthalten und die
Moglichkeit bieten, Resultate und Beobachtungen zu notieren. Dariiber hinaus habe ich
u. a. Arbeitsblétter fiir Gruppenarbeitsphasen angefertigt und (neue) Aufgabenstellun-
gen (auch fiir Klassenarbeiten) konzipiert. Dieses Konzept einschlieBlich der Materia-
lien wird an einzelnen Beispielen erliutert.

Um didaktische Ideen an Lehrerinnen und Lehrer zu vermitteln, sind konzeptionelle
Uberlegungen und die Entwicklung einer Strategie zur Gewinnung und Betreuung der
Lehrkrifte notwendig. Die Umsetzung dieser Strategie erfordert einen nicht zu unter-
schitzenden Aufwand fiir den Didaktiker. Beides wird im zweiten Abschnitt dieses Ka-
pitels dargestellt.

Der dritte Abschnitt widmet sich der Entwicklung des Leistungstests. Da ein solcher
fiir die hier zu untersuchende Fragestellung noch nicht vorlag, wurde er im Rahmen
dieser Arbeit entwickelt. Auch zu diesem Zweck wurden umfangreiche Voruntersu-
chungen mit insgesamt 383 Schiilerinnen und Schiilern aus zehn 7. und sechs 8. Klassen
aus neun bayerischen Gymnasien durchgefiihrt. Diese Entwicklungsarbeit und die Me-
thoden der Durchfiihrung und Auswertung der Vor- und Nachtests werden ebenfalls in
diesem Kapitel dargestellt.

Den Abschluss dieses Kapitels bildet die Darstellung der Konzeption der Durchfiih-
rung und Auswertung der Interviews, die zum Abschluss des Unterrichtsversuchs mit

den beteiligten Lehrkriften gefiihrt wurden.

Das vierte Kapitel widmet sich der Durchfiihrung und Auswertung der empirischen
Untersuchung. Es beginnt mit einer Beschreibung der Versuchspopulation der Haupt-
und Nachuntersuchung der Arbeit. Im Schuljahr 2002/03 waren fiinf siebte Klassen aus
drei bayerischen Gymnasien am Unterrichtsversuch beteiligt und drei 7. Klassen eines
weiteren bayerischen Gymnasiums dienten als Kontrollgruppe. Die Unterrichtsklassen
wurden wihrend des gesamten Schuljahres in Geometrie nach dem Konzept dieser Ar-
beit unterrichtet. An der Nachuntersuchung des Schuljahres 2003/04 waren zwei Klas-
sen beteiligt, die jeweils von Kollegen unterrichtet wurden, die bereits in der Hauptun-
tersuchung Unterrichtsklassen nach diesem Konzept unterrichtet hatten. Nun zu den

wichtigsten Ergebnissen:
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Die Hauptuntersuchung hat gezeigt, dass es durchaus mdéglich ist, mit meinem Kon-
zept Bewegliches Denken langfristig zu entwickeln und zu fordern. Diese Forderung
scheint hauptséchlich Schiilerinnen und Schiilern des mittleren Leistungsdrittels zugute
zu kommen. Sie werden durch den Unterricht auf das Leistungsniveau des oberen Leis-
tungsdrittels gebracht. Das untere Leistungsdrittel steigert seine Leistung ebenfalls stér-
ker als die entsprechende Gruppe der Kontrollklassen, dieses Ergebnis ist aber nicht
signifikant.

Obwohl die Schiilerinnen und Schiiler der Unterrichtsklassen nur in der Geometrie
im Sinne des Beweglichen Denkens unterrichtet wurden, ldsst sich auch eine positive
Auswirkung auf die Algebra feststellen. Die Schiilerinnen und Schiiler der Unterrichts-
klassen schneiden auch bei Items zur Algebra im Nachtest signifikant besser ab als die
Schiilerinnen und Schiiler der Kontrollklassen. Die empirischen Ergebnisse legen dar-
tiber hinaus nahe, dass ein Unterricht, der im Wesentlichen die ersten beiden Féahigkei-
ten des Beweglichen Denkens schult, tendenziell auch die Lésungswahrscheinlichkeit
fiir Aufgaben vergroBert, die die Fihigkeit ,,Anderungsverhalten erfassen und beschrei-
ben* erfordern. In Grenzen erfolgt somit auch ein Transfer hin zu schwierigeren Anfor-
derungen des Beweglichen Denkens.

Die Auswertung der Lehrerinterviews zeigt: Das entwickelte Unterrichtskonzept, die
konzipierten Materialien und die gewéhlte Strategie zur Kommunikation mit den Lehr-
kriften ermdglichten eine erfolgreiche Durchfiihrung des Unterrichtsversuchs. Nach
diesen Erfahrungen waren alle am Unterrichtsversuch beteiligten Lehrkrifte von dem
durchgefiihrten Konzept iiberzeugt und werden im Wesentlichen nach demselben Kon-
zept in ihren nichsten 7. Klassen wieder unterrichten.

Alle beteiligten Klassen und drei der fiinf am Unterrichtsversuch der Hauptuntersu-
chung beteiligten Lehrerinnen und Lehrer hatten vor dem Unterrichtsversuch kaum Er-
fahrungen mit Computereinsatz im Unterricht gesammelt und auch Gruppen- oder Part-
nerarbeit war fiir die meisten Lehrerinnen und Lehrer sowie Schiilerinnen und Schiiler
eine weitgehend neue Erfahrung. Vor diesem Hintergrund trigt diese Arbeit mogli-
cherweise auch dazu bei, diese Unterrichtsformen stirker im Mathematikunterricht zu

verankern.






1.1 Interessierende Phanomene und Fahigkeiten 19

1 Bewegliches Denken — Eine Annaherung

Zunéchst wird der Begriff Bewegliches Denken dadurch erldutert, dass anhand von Bei-
spielen aufgezeigt wird, welche Phinomene und Féhigkeiten im Zusammenhang mit
dem Beweglichen Denken eine Rolle spielen. AnschlieBend erfolgt eine Darstellung
verschiedener Begriffe aus der Literatur, die sich mit entsprechenden Phdnomenen aus-
einander setzen, wie z. B. dem funktionalen Denken. Dabei werden sowohl Uberschnei-
dungen und Beziige als auch Abgrenzungen diskutiert und so wird der Begriff Bewegli-

ches Denken prézisiert.

1.1 Interessierende Phanomene und Fahigkeiten

In einem ersten Zugang zum Begriff Bewegliches Denken wird das Wort ,,beweglich®
zuniichst als die Moglichkeit zur Anderung der riumlichen Lage eines Objektes gedeu-
tet und ,,Denken‘ im Sinne des griechischen Wortes fiir ,,denken®, ndmlich noein inter-
pretiert. Noein bedeutet urspriinglich ,,sehen®, aber auch, den ,,wahren Sachverhalt in
einer Verhiillung erkennen®. Es handelt sich also um die Fahigkeit, bei einem Phéno-
men vom Unwesentlichen abzusehen und damit das Wesentliche zu erkennen. Bewegli-
ches Denken manifestiert sich demnach zunéchst in der Fahigkeit, in ein scheinbar stati-
sches Phinomen eine Bewegung hineinsehen und damit argumentieren zu kénnen. Die-
se Fihigkeit scheint bereits THALES VON MILET (geb. um 624 v. Chr., gest. um 547
v. Chr.”) eingesetzt zu haben. So jedenfalls ldsst sich die grundlegende Beweisidee des
Satzes interpretieren, dass ,,der Kreis durch den Durchmesser'® halbiert wird““, den

nach PROKLUS DIADOCHUS (1945) ,,zuerst der beriihmte THALES nachgewiesen haben*'!

? Quelle: Lexikon der Mathematik in sechs Banden. Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg, 2002
' Der Begriff ,,Durchmesser” wird bei PROKLUS DIADOCHUS (1945) wie folgt definiert:

,»Nun gibt es viele Geraden im Kreise, (...) aber (...) Durchmesser (wird) nur die Linie genannt,
die durch den Mittelpunkt geht und weder innerhalb der Peripherie aufhort, noch deren Grenze i-
berschreitet, sondern auf beiden Seiten von ihr begrenzt wird.“ PROKLUS DIADOCHUS (1945),
S. 275

" PROKLUS DIADOCHUS (1945), S. 275
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soll. Der folgende von PROKLUS DIADOCHUS (1945) angegebene Beweis wire damit

einer der ersten mathematischen Beweise iiberhaupt:

»Will man dies (...) auf mathematischem Wege beweisen, so denke dir den
Durchmesser gezogen und die eine Kreishilfte auf die andere gelegt. Ist sie nicht
gleich, so wird sie entweder innerhalb oder auerhalb zu liegen kommen. In bei-
den Fillen wird sich die Folgerung ergeben, dal} die kiirzere Gerade gleich ist der
langeren; denn alle Linien vom Mittelpunkt an die Peripherie sind einander gleich.
Das ist aber unmoglich. Sie werden also so aufeinander passen, daB} sie gleich
sind. Also halbiert der Durchmesser den Kreis.“ PROKLUS DIADOCHUS (1945),
S. 275¢f

Abb. 1: Beweisfigur zum Satz: Der Durchmesser halbiert den Kreis.

An diesem Beweis ist zundchst einmal interessant, dass er mit einer Bewegung argu-
mentiert. Die alten Griechen haben ihre Skizzen in der Regel in den Sand oder auf
Wachstafeln geritzt, das im Beweis benutzte Umklappen der einen ,,Kreishélfte® um den
Durchmesser auf die andere ,,Kreishélfte® war somit real nicht durchfithrbar. Hier wird
also nicht nur ein statisches Phdnomen dynamisch interpretiert, diese Bewegung wurde
sogar mit groler Wahrscheinlichkeit nicht mit Material, sondern wohl ausschlieSlich im
Kopf durchgefiihrt. Auf der Grundlage dieser Bewegung wird die weitere Argumen-
tation aufgebaut. THALES erkennt, dass es nur zwei prinzipiell unterschiedliche Mdog-
lichkeiten fiir die gegenseitige Lage der beiden ,,Kreishilften* nach dem ,,Umklappen*
der einen gibt. Entweder kommen die beiden ,,Hailften* exakt zur Deckung, dann sind
die beiden Kreisteile gleich groB3, oder einer der beiden Teile wird iiber den anderen Teil
hinausragen.'? Im zweiten Fall gibt es Punkte auf dem Rand des einen Kreisteils, die
weiter vom Kreismittelpunkt entfernt sind als Punkte auf dem Rand des anderen Kreis-
teils. Dies ist aber ein Widerspruch zur Tatsache, dass alle Punkte auf der Peripherie

eines Kreises gleich weit vom Mittelpunkt entfernt sind. Die Folge davon ist, dass der

"2 Im letzten Bild der Figurenfolge in Abb. 1 ist der zweite Fall wiedergegeben.
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zweite Fall nicht eintreten kann und deshalb die von einem Durchmesser erzeugten bei-
den Kreisteile denselben Flacheninhalt haben.

Welche Fahigkeit war notwendig, um diesen Beweis fithren zu konnen? THALES VON
MILET musste in ein statisches Phdnomen, hier den Kreis mit eingezeichnetem Durch-
messer, eine Bewegung hineinsehen und damit argumentieren konnen. Allein die Fa-
higkeit, sich eine Bewegung vorstellen zu konnen, reicht offensichtlich nicht aus, um
Probleme zu 16sen, Zusammenhénge zu entdecken und ganz allgemein (mathematische)
Phinomene zu erforschen. Man muss vielmehr mit der hineingesehenen Bewegung
auch argumentieren konnen.

Ein statisches Bild kann die wesentlichen Objekte eines Phdnomens wiedergeben.
Um aber die Beziehungen zwischen den Objekten sowie in ihnen vorhandene Moglich-
keiten und Grenzen zu erfassen, muss man die Gesamtkonfiguration, also das Phéno-
men und alle an ihm durchfiihrbaren Verdnderungen, im Blick haben, sowie in der Lage
sein, die Aufmerksamkeit auf jeweils relevante Aspekte zu fokussieren.

Im Folgenden wird dies am Beispiel des Hohensatzes der Satzgruppe des Pythagoras
erldutert. Die Hohensatzkonfiguration wird in Abb. 2 wiedergegeben. Man erkennt alle
wesentlichen Komponenten, also das rechtwinklige Dreieck 44BC, die Hohe 4, die Hy-
potenusenabschnitte x und y, das Quadrat iiber der Hohe # und das Rechteck mit den

Seitenldngen x und y. Damit ist die Aussage des Satzes, dass die markierten Rechtecke
flichengleich sind, dass also gilt 4° = x-y, fiir ein spezielles rechtwinkliges Dreieck

visualisiert.

Stellt man sich diese Konfigu-

ration beweglich vor, so kann
man die Aussage des Satzes
besser erfassen, denn fiir alle

Dreiecke, die einen rechten

Winkel besitzen, nicht nur fiir
das abgebildete, ist die Fla-
chengleichheit der in Abb. 2

markierten Rechtecke gege- Abb. 2: Konfiguration des Hohensatzes

ben. Man kann also jeden der

Eckpunkte des Dreiecks 44BC bewegen, muss diese Bewegung allerdings so durchfiih-
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ren, dass der Winkel ZACB ein rechter bleibt. Wenn man diese Bewegungen ausfiihrt,

dann erkennt man, dass sich der Flacheninhalt des Quadrats — und damit auch des
Rechtecks — dndert. Man kann sich nun z. B. fragen, ob bei diesen Bewegungen jeweils
ein Maximum des Flicheninhalts der beiden schraffierten Flichen' existiert.

Zunichst soll die Lage des Punktes B so variiert werden, dass ZACB =90° bleibt.
Dazu muss B offensichtlich auf dem in C auf AC errichteten Lot bewegt werden. Wird B
dabei auf C zubewegt, so wird die Hohe /# immer kleiner, weil der Abstand zwischen
AB und C abnimmt. Um / und damit die schraffierten Fldchen zu vergrofern, muss man
B von C wegbewegen. Existiert ein Maximum fiir die Lange von /4 bei dieser Bewe-
gung? Die Antwort ist nein, es existiert nur ein Supremum, ndmlich die Linge von
[AC], das nicht angenommen wird, weil in diesem Fall AB und CB parallel wéren, was
in einem Dreieck nicht moglich ist. Die Bildfolge (Momentauftnahmen aus einem Film)
in Abb. 3 auf Seite 24 verdeutlicht das.

Zum Erfassen der Gesamtkonfiguration und zu deren Analyse ist es notwendig, den
Blick von einem Aspekt zu 16sen und auf jeweils relevante Groflen und Beziehungen
fokussieren zu konnen. In der gerade durchgefiihrten Argumentation ist das mehrfach
geschehen. Zunichst wurde der Punkt B in den Blick genommen und untersucht, wie er
bei festgehaltener Seite [AC] bewegt werden kann, so dass der rechte Winkel im Drei-
eck AABC erhalten bleibt. Um etwas iiber die Verdnderung der Flicheninhalte auszusa-
gen, musste die Fokussierung gewechselt und die Hohe /4 betrachtet werden. Zur Argu-
mentation iiber die Lange von 4 war es notwendig, den Punkt C, die Seite [AC] und de-
ren Abstand in das Zentrum der Aufmerksamkeit zu stellen. Um die Supremums-
eigenschaft zu entdecken und zu begriinden, musste schlielich die gegenseitige Lage
der Geraden 4B und CB in das Zentrum der Aufmerksamkeit riicken. Aus dieser Auf-
zahlung wird deutlich, dass die Fdahigkeit, die Gesamtkonfiguration erfassen und analy-
sieren zu konnen beim Umgang mit Bewegungen bzw. Verinderungen eine zentrale

Rolle spielt.

' Nachdem die beiden Flichen gemiB dem Héhensatz fldchengleich sind, reduziert sich die Frage darauf,
ein Maximum fiir den Fldcheninhalt einer der Flachen, ich wiéhle o. B. d. A. das Quadrat tiber der Hohe,
zu suchen.
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Diese Fahigkeit wird nun wieder benutzt. Ein anderer Eckpunkt des Dreiecks 44BC
wird in den Blick genommen, die Fokussierung also erneut geéndert. Variiert man den
Eckpunkt 4 anstelle von B so, dass £ACB =90° bleibt, dann ergibt sich eine analoge
Aussage, allerdings mit der Lange von [BC] als Supremum fiir die Lange von 4.

Auch C kann so variiert werden, dass der Winkel ZACB ein rechter bleibt. Dazu
muss C auf dem Thaleskreis iiber [AB] bewegt werden.'* Abb. 4 auf Seite 25 zeigt acht

Momentaufnahmen dieser Bewegung. "

' In der Regel wird man die Bewegung bis in die Extremlagen ausfiihren oder sie sich vorstellen, um
auszuloten, welche grundsétzlichen Moglichkeiten bestehen, um also die Gesamtkonfiguration zu erfas-
sen.

"> Ein von mir entwickeltes DynaGeoX-Applet zu diesem Zusammenhang findet man im Internet unter
der Adresse: http://www.juergen-roth.de — EUKLID DynaGeo — M — Mittelwerte.
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Abb. 3: Variation der Lage von B in der Hoéhensatzfigur
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Abb. 4: Variation der Lage von C in der Hohensatzfigur
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Wenn man die gesamte Bewegung vor Augen hat, wird deutlich, dass das Hohenquadrat
genau dann den groften Flicheninhalt besitzt, wenn der HohenfulBpunkt von /4 mit dem
Mittelpunkt des Thaleskreises zusammenfillt (vgl. Abb. 4(d)), da die H6he nur dann
dem Radius des Thaleskreises entspricht. In diesem Fall liegt also ein Maximum des
Flacheninhalts vor. Die Kantenldnge dieses Hohenquadrats maximalen Flacheninhalts

ergibt sich mit Hilfe der beiden Hypotenusenabschnitte x und y zu s = +:(x + ). Da
das Hohenquadrat und das Rechteck aus den Hypotenusenabschnitten aber flichen-
gleich sind (Hohensatz), folgt auch: #° = x-y . Fiir die Hohe gilt also 4 =./x-y . Wegen

x+y
2

h<h_ ergibt sich \/x-y < . Dies ist aber gerade der Zusammenhang zwischen

dem geometrischen und dem arithmetischen Mittel. Diese Beziehung, die algebraisch
fiir Schiilerinnen und Schiiler nur schwer durchschaubar ist, 1dsst sich nun geometrisch
leicht deuten und verstehen als Extremalaussage iiber die Hohe im rechtwinkligen Drei-
eck. Mit Hilfe der Fahigkeit, die Gesamtkonfiguration zu erfassen und zu analysieren,
also jeweils relevante Teilaspekte in den Blick nehmen zu kénnen, wurden hier (uner-
wartete) Einsichten gewonnen und Verstehen ermoglicht.

Fiir das Verstindnis und die Beurteilung von Entwicklungen ist es unabdingbar,
nicht nur die Tatsache der Bewegung bzw. Verdnderung als solche im Blick zu haben,
sondern sich auch Rechenschaft dariiber geben zu konnen, wie, d. h. auf welche Art und
Weise, eine Verdnderung abliuft. Es geht also um die Fihigkeit, das Anderungsverhal-

ten zu erfassen. Dies verdeutlicht folgendes Beispiel:

In ein gleichseitiges Dreieck 44BC ist eine Sehne'® s einge- c
zeichnet. Hélt man nun einen Endpunkt der Sehne fest (hier den
in Abb. 5 mit dem Eckpunkt 4 des Dreiecks zusammenfallenden Q
Endpunkt) und bewegt den anderen Endpunkt Q gleichméBig S

entlang der Randlinie des Dreiecks, so dndert sich die Linge der |A B
Abb. 5: Dreieckssehne

Sehne. Dieses Anderungsverhalten soll im Folgenden niher be-

trachtet werden.

16 Eine Dreieckssehne ist, analog zur Kreissehne, eine Strecke, die auf der Berandungslinie des Dreiecks
beginnt und endet.
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Die Bewegung des Punktes ! EUKLID DynaGeo - [ c:\Dokumente und Einstellungen\matd001\Eigene Dat.... [2 |[5][X]

Dotei Bearbeiten Zeichnen  Konstuieren Abbiden Messen Makro  Versdedenes.  Hife
O soll in 4 beginnen. Die Sehne P H oo~ J€8e v X

hat dann noch keine Ausdeh- [\ Hauptieiste f f f / e
nung, besitzt also die Lange 0. | — - Grph  ——=Obekt c

Lasst man nun Q tiber B und C e

wieder nach 4 wandern, so ver- A|_;'a'.-.ge s N
langert sich die Sehne auf [4B] 1 PA B
zunichst, ab B wird sie kiirzer

bis zum Mittelpunkt von [BC],

dann wird sie wieder ldnger bis

zum Punkt C."® Von da ab wird Weg
sie wieder kiirzer, um in 4 wie- o l:Jmi;anZ
derum die Lidnge 0 anzuneh- | -148:386 | zugmodus

men. Auffillig ist, dass sich auf Abb. 6: Grahpische Darstellung der Dreieckssehnenlinge'’

[AB] und [BC] nur eine Zunahme bzw. eine Abnahme beobachten lassen. In den Punk-
ten B und C sowie innerhalb von [BC] findet jeweils ein Wechsel des Anderungsverhal-
tens vom Langerwerden zum Kiirzerwerden bzw. umgekehrt statt.

Man kann dieses Anderungsverhalten anhand eines Graphen (vgl. Abb. 6) deutlich
machen, bei dem die Linge der Sehne s liber dem von A4 aus zuriickgelegten Weg des
Punktes Q auf der Dreiecksperipherie aufgetragen ist. Vergleicht man den Graphen mit
der Figur'®, dann erkennt man deutliche Unterschiede zwischen dem Anderungsverhal-
ten der Sehnenldnge, wenn Q sich auf den von 4 ausgehenden Seiten bzw. auf der 4
gegeniiberliegenden Seite bewegt.

Lauft Q auf [AB] bzw. [CA], so erfolgt die Langenidnderung gleichmiBig, weil dabei

die Bewegung des Punktes vollstdndig in eine Langenidnderung der Sehne s umgesetzt

'" Das hier wiedergegebene DynaGeoX-Applet des Autors zu diesem Zusammenhang findet man im
Internet unter der Adresse: http://www.juergen-roth.de — EUKLID DynaGeo — K — Kurvenerzeugende
Sehnen — Dreieckssehne.

'8 Das Kiirzer- und wieder Langerwerden der Sehne, wenn sich der Punkt Q auf [BC] von B nach C be-
wegt, ldsst sich z. B. wie folgt einsehen: Wiirde Q auf einem Kreisbogen mit Mittelpunkt in 4 von B nach
C bewegt, so wiirde sich die Lange der Sehne s dabei nicht dndern, da sie immer Radius des Kreisbogens
bliebe. Da die Strecke [BC] Sehne des genannten Kreisbogens ist, muss die Strecke s, wenn sich ihr End-
punkt Q auf der Strecke [BC] bewegt, zunéchst kiirzer und dann wieder ldnger werden.

' Gemeint ist das Dreieck mit der Sehne.
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wird. Von B nach C nimmt die Linge zunichst ab, dann wieder zu. Dabei dndert sich
aber auch die Stirke der Abnahme bzw. Zunahme. Das lésst sich geometrisch erkléren:
Eine Bewegung des Punktes Q in Richtung der ,,aktuellen Streckenrichtung“*® fiihrt zu
einer Verdnderung der Linge der Strecke. Dagegen bewirkt eine Bewegung von QO
senkrecht zur aktuellen Streckenrichtung keine Lingenidnderung, sondern ,,nur eine
Anderung der Ausrichtung der Strecke in der Ebene.”' Damit wird deutlich, dass eine
Bewegung von Q eine umso stirkere Anderung der Linge von s bewirkt, je groBer der
Anteil der Bewegung in die aktuelle Streckenrichtung ist.*> Da bei einer Bewegung von
Q auf der Strecke [BC] von B bis zur Mitte der Strecke der Anteil der Bewegung in
Streckenrichtung (zu Gunsten des Anteils senkrecht dazu) immer mehr abnimmt, dndert
sich auch die Lénge der Strecke s dabei immer weniger (vgl. Abb. 7(b) bis (f)). Analog
iberlegt man sich, dass bei der Bewegung von Q von der Mitte der Strecke [BC] nach C

die Anderung der Streckenlinge immer mehr zunimmt.

 Die ,,aktuelle Streckenrichtung® ist die durch die aktuelle Lage der beiden Endpunkte der Strecke s und
deren Verbindungsvektor markierte Richtung.

! ' Wird QO konsequent senkrecht zur jeweils ,aktuellen Streckenrichtung® bewegt, so fiihrt das zu einer
Kreisbewegung. Die Strecke s bleibt dabei immer Kreisradius, dndert also ihre Lénge nicht.

2 Zur Verdeutlichung zeigt Abb. 7 die entsprechenden Bewegungsanteile in Streckenrichtung und senk-
recht dazu in Form von Vektoren. Der Vektor der Gesamtbewegung ergibt sich durch eine Vektoraddition
aus den beiden genannten Vektoren. Die Darstellung findet man als dynamisches DynaGeoX-Applet im
Internet unter der Adresse: http:/www.juergen-roth.de — EUKLID DynaGeo — A — Anderungsverhal-
ten — Sehnen geometrischer Figuren — Dreieckssehne (Am Punkt ,,Hilfe* ziehen!).
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Abb. 7: Zerlegung der Bewegung von Q in die Bewegungsanteile in ,,aktuelle Streckenrichtung*
und senkrecht dazu.

Die Betrachtung dieses Beispiels wird hier unterbrochen, obwohl es noch sehr viele

weitere Aspekte zu entdecken gibe.” Allerdings soll noch einmal die Fihigkeit des

> Weiterfithrende Fragen sind z. B.: Wie lisst sich die Art der Anderung der Linge der Strecke s anhand
des Graphen ablesen? Wie dndert sich der Graph, wenn man den ersten Endpunkt der Strecke s auf der
Peripherie des Dreiecks verschiebt? Wie wiirde sich die Form des Graphen verdndern, wenn man die
Lange der Strecke s nicht iiber dem zuriickgelegten Weg des zweiten Endpunktes, sondern iiber dem
Winkel auftrdgt, der von den beiden Endpunkten der Strecke s und dem Mittelpunkt des Dreiecks als
Scheitelpunkt gebildet wird? Lisst sich fiir ein anderes Polygon als Grundfigur die Anzahl der Eckpunkte
und die Lage des ersten Endpunktes der Strecke s nur anhand des Graphen bestimmen? ... Fiir eine Aus-
einandersetzung mit diesen Fragen lohnt es sich, den Artikel ROTH (2005a) und die auf DynaGeoX-
Applets basierende Aufgabensequenz des Autors anzusehen, die man im Internet unter der Adresse
,»http://www.juergen-roth.de — EUKLID DynaGeo — K — Kurvenerzeugende Sehnen” findet.
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Beweglichen Denkens betont werden, die bei diesem Beispiel eine zentrale Rolle ge-
spielt hat: Es ist die Fihigkeit, die Art und Weise einer Verinderung, also das Ande-
rungsverhalten zu erfassen und zu beschreiben.

Die oben aufgefiihrten Beispiele haben gezeigt, dass die dort genannten Féahigkeiten
des Beweglichen Denkens mit verschiedenen Anspruchsniveaus verbunden sind. Sie
beginnen auf einem Niveau, das als intuitiv bezeichnet werden kann und die Anschau-
ung fordert, fiihren dann aber in sehr anspruchsvolle Bereiche, in denen sich Bewegli-
ches Denken in fortgeschrittenen mathematischen Uberlegungen manifestiert. Dies legt
die Vermutung nahe, dass die Entwicklung Beweglichen Denkens ein langwieriger Pro-
zess ist, ein Weg, der, um erfolgreich zu sein, moglichst bewusst beschritten werden
muss.

Was sind nun aber die Féhigkeiten, die unter dem Begriff Bewegliches Denken zu-
sammengefasst werden? Im Folgenden werden die angesprochenen drei Komponenten
des Beweglichen Denkens noch einmal zusammengestellt. Es ist allerdings darauf hin-
zuweisen, dass sie je nach Problemstellung mehr oder weniger flieBend ineinander iiber-
gehen und in wechselnden Kombinationen vorkommen. Es wird dariiber hinaus selten
nur eine der Fahigkeiten alleine genutzt werden. Die Komponenten werden sich in aller

Regel gegenseitig ergdnzen und zusammenwirken.

Komponenten des Beweglichen Denkens:

Bewegung hineinsehen und damit argumentieren
Gesamtkonfiguration erfassen und analysieren

Anderungsverhalten erfassen und beschreiben

Tabelle 1: Komponenten des Beweglichen Denkens

Bewegung hineinsehen und damit argumentieren

Hier geht es um die Féhigkeit, in ein (statisches) Phdnomen eine Bewegung bzw.
eine Verdnderung hineinsehen zu konnen. Dariiber hinaus gehort zu dieser
Komponente des Beweglichen Denkens aber auch die Féhigkeit, diese vorge-
stellte Bewegung/Veridnderung zur Argumentation beim Losen von Problemen,
Entdecken von Zusammenhédngen und ganz allgemein beim Erforschen von (ma-

thematischen) Phinomenen benutzen zu kdnnen.
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Gesamtkonfiguration erfassen und analysieren

Zum Beweglichen Denken gehort die Fihigkeit, eine reale bzw. vorgestellte
(,,hineingesehene*) Bewegung/Veridnderung in ihren Auswirkungen auf die Ge-
samtkonfiguration erfassen und analysieren zu konnen. Dies erfordert, die Fo-
kussierung auf bestimmte Aspekte wechseln und so jeweils filir gerade betrachte-
te Fragestellungen relevante Verdanderungen bzw. Invarianten in den Blick neh-

men zu konnen.

Anderungsverhalten erfassen und beschreiben

Der dritte Aspekt des Beweglichen Denkens ist die Fahigkeit, die Frage nach der
Art und Weise der Verinderung beantworten, also das Anderungsverhalten qua-

litativ erfassen und beschreiben zu konnen.
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1.2 Begriffsumfang und Abgrenzung gegen verwandte
Begriffe

Im ersten Abschnitt wurden Féhigkeiten des Beweglichen Denkens an einzelnen Bei-
spielen analysiert und damit eine Verstandnisgrundlage gebildet. Auf diese Basis auf-
bauend werden nun verwandte Begriffe aus der Literatur untersucht, um mit ihrer Hilfe
den Inhalt und Umfang des Begriffs Bewegliches Denken herauszuarbeiten und ihn ge-

geniiber anderen Begriffen abzugrenzen.

1.2.1 Denken - Der Versuch einer Eingrenzung

Es ist nicht moglich, den Begriff ,,Denken im Rahmen dieser Arbeit auch nur anné-
hernd eingrenzen oder beschreiben zu wollen, da selbst in der Kognitionspsychologie
und ihrem Teilgebiet der Denkpsychologie keine einheitliche Theorie des menschlichen
Denkens vorliegt. In ANDERSON (2001), einem Standardwerk der kognitiven Psycholo-
gie, sucht man denn auch vergeblich nach einer Definition von ,,.Denken®. Hier, wie
auch in anderen entsprechenden Werken, wird ,,nur* dargelegt, wie die Denkpsycholo-
gie in verschiedenen Ansitzen versucht, die ,,Arten und Formen des D(enkens) aus dem
Umgang mit bestimmten Aufgaben oder Problemen und den daraus resultierenden
sprachlichen oder sprachfreien Verhaltenskonsequenzen“** zu erschlieBen.” Dies ist
umso verstidndlicher, als das Denken, als interner subjektiver Prozess, der direkten Be-
obachtung nicht zugénglich ist. Man kann nur versuchen, indirekt*® Riickschliisse auf zu
Grunde liegende Denkprozesse zu ziehen, also nach ZIMBARDO (1995, S. 358) das

,Nichtbeobachtbare beobachtbar (zu) machen*.*’

2 FROHLICH (2003), S. 620

%> Man fiihlt sich hier an den axiomatischen Aufbau der Geometrie erinnert, bei dem die Axiome die
Beziehungen zwischen Objekten, die Punkte, Geraden und Ebenen genannt werden, mathematisch voll-
stindig beschreiben, die Objekte selbst aber nicht definiert werden. (vgl. HILBERT (1999), S. 2)

%% 7. B. durch Introspektion, lautes Denken, Beobachtung des Verhaltens, Messungen von Reaktionszei-
ten, Augenbewegungen, Gehirnwellen u. &.

*" Die Neurophysiologie wiirde diesen Satz tibrigens nicht (mehr) gelten lassen. Mit modernen bildgeben-
den Verfahren wie der Positronenemissionstomographie (PET) und der funktionellen Magnetresonanzto-
mographie (FMRT) ist es prinzipiell moglich bestimmte (Denk-)Leistungen (die auf die Aktivierung
bestimmter Bereiche des neuronalen Netzes zurlickgefithrt werden) im Gehirn zu lokalisieren. (Vgl.
SPITZER (2002), S. 37f¥).
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Ein weiterer Gesichtspunkt, der es schwierig macht ,,das Denken* zu erfassen, liegt
darin, dass das Denken von einer ganzen Reihe von Aspekten abhidngt und bei jedem
denkenden Individuum unterschiedlich ablduft. Einflussfaktoren sind z. B. der Stand der
kognitiven Entwicklung®®, die Vorerfahrungen des Individuums, die Art der jeweiligen
Codierung bzw. Reprisentation (sensomotorisch, bildhaft-anschaulich, sprachlich-sym-
bolisch)”, die Priferenz fiir eine Denkform® 0, der Denkstil*! u. a.

Auf Grund dieser Schwierigkeiten ist es nicht verwunderlich, dass Versuche, das
Denken zu definieren in der Regel in Aufzdhlungen von Titigkeiten oder Fahigkeiten
bestehen, die mit ,,Denken verbunden werden. Bei ZIMBARDO (1995) findet sich fol-
gende Definition fiir Kognition®*:

»~Kognition ist der allgemeine Begriff fiir alle Formen des Erkennens und Wis-
sens. Dazu gehoren etwa: Aufmerksam sein, Erinnern, Urteilen, Vorstellen, Anti-
zipieren, Planen, Entscheiden, Problemldsen und das Mitteilen von Ideen. Kogni-
tion umfaBlt auch die Prozesse der mentalen Reprdisentation. Dazu gehoren bei-
spielsweise Klassifizieren und Interpretieren. Sie umfaflit ebenfalls Prozesse, die
wir intern generieren, wie beispielsweise in Trdumen und Phantasien, und die In-

halte dieser Prozesse, wie Begriffe, Faktenwissen und Erinnerungen.“ ZIMBARDO
(1995), S. 357

Bei HACKER/STAPF (1998) findet man:

»Denken, (...) die interpretierende und ordnungstiftende Verarbeitung von Infor-
mationen; auch Bez. fiir den Einsatz der intellektuellen Funktionen oder fiir kog-
nitives Verhalten, wie Begriffsbildung und versch. Operationen mit Begr. oder
anderen Schemata unterschiedlichen Abstraktionsgrades (Kognitionen, kognitive
Strukturen) zum Wiedererkennen, Entdecken, Erfinden von Beziehungen, die zw.
ihnen gelten; Bez. fiir Problemlosen. HACKER/STAPF (1998), S. 171

Die angebotenen ,,Listen* sind nicht einheitlich, als gemeinsamen Aspekt findet man

aber, dass Denken (erst) dann einsetzt,

** Hier sei auf die Entwicklungspsychologie und insbesondere die Arbeiten von PIAGET verwiesen.

* vgl. FROHLICH (2003), S. 619

3% Hier werden u. a. archaisches Denken, analoges Denken, kausal-lineares Denken und vernetztes Den-
ken unterschieden.

3! Man unterscheidet u. a. zwischen diskursivem, intuitivem, divergentem (bzw. produktivem) und kon-
vergentem Denken.

32 Denken kann laut ZIMBARDO als wesentlicher Teil der Kognition aufgefasst werden. Interessanterweise
wird Denken selbst bei ZIMBARDO nicht definiert.
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,wenn keine automatischen, d. h. zur Routine gewordenen Wege verfiigbar sind,
ein Erkenntnisziel zu erreichen oder ein Problem zu l6sen. FROHLICH (2003),
S.618

Hier fillt zum wiederholten Mal ein zentraler Begriff im Zusammenhang mit Denken,
nidmlich der Begriff ,,Problemldsen®. Es gibt eine Reihe von Autoren, die Denken und
Problemlosen sogar synonym verwenden. Ein Paradebeispiel hierfiir ist sicher POLYA
(1995)3 3. Sein Buch ,,Schule des Denkens* trdgt den Untertitel ,,Vom Ldsen mathemati-
scher Probleme*.

Neben dem Begriff ,,Problemlosen* ist der Begriff ,,Struktur® im Zusammenhang mit
dem Denken wesentlich. Die folgende, aus dem Buch ,,Produktives Denken* des Ge-
staltpsychologen WERTHEIMER (1957)** stammende Definition des Denkens fuft z. B.

vollstidndig auf dem Begriff der Struktur und dem Umgang mit Strukturen.

,Denken besteht aus dem Bemerken und Ins-Auge-Fassen struktureller Ziige und
struktureller Forderungen; dem Vorgehen im Einklang mit, und geleitet von, die-
sen Forderungen; wobei man die Situation in Richtung struktureller Verbesserung
verindert, was einschlief3t:

e daB Liicken, verworrene Stellen, Stérungen, Oberflachlichkeiten gesehen
und strukturell behandelt werden;

e daB nach inneren strukturellen Beziehungen — Passen oder Nichtpassen —
an solchen Stérungen, an der gegebenen Situation als ganzer und an ihren
verschiedenen Teilen gesucht wird;

e dal} strukturelle Operationen, wie Gruppierung und Sonderung, Zentrie-
rung usw. stattfinden,;

e daB die Operationen selbst gemdf ihrer strukturellen Stelle, Rolle und dy-
namischen Bedeutung gesehen und behandelt werden, einschlielich der
Erfassung der Anderungen, die das mit sich bringt;

aus dem Bemerken struktureller Transponierbarkeit, struktureller Hierarchie, und
aus der Scheidung strukturell duBlerlicher von wesentlichen Ziigen — ein besonde-
rer Fall der Gruppierung;

aus dem Blick auf die strukturelle, nicht die stiickhafte Wahrheit.“ WERTHEIMER
(1957), S. 221

Fiir DIENES/JEEVES (1968, S. 130) bedeutet Denken, bei der Beschéftigung mit neuen

Situationen die gespeicherten Informationen neu zu ordnen, also Strukturen zu erzeugen

33 Die englische Originalausgabe ,,How to Solve it erschien bereits im Jahr 1945.
3 Die englische Originalausgabe ,,Productive Thinking® erschien bereits im Jahr 1945. WERTHEIMER
erldutert Produktives Denken darin {ibrigens fast ausschlie8lich anhand von mathematischen Beispielen.
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oder vorhandene Strukturen zu bearbeiten. Auch RUBINSTEIN bezieht sich auf das Ar-

beiten mit Strukturen, wenn er schreibt:

,Der Denkprozef ist vor allem ein Analysieren und ein Synthetisieren dessen, was
die Analyse ergeben hat; er ist ferner Abstraktion und Verallgemeinerung, die sich
aus Analyse und Synthese ableiten (...).“ RUBINSTEIN (1968), S. 31

Dieser Fokus auf die Struktur im Zusammenhang mit dem Denken ist weit verbreitet
und spielt gerade auch in den Arbeiten PIAGETS eine zentrale Rolle. Er stellt heraus,
dass das Denken und der bei ihm damit eng verbundene Begriff ,,Intelligenz sich in
dem Mafle entwickeln, in dem Strukturen herausgebildet und erfasst werden. Wichtig ist
ithm dabei, dass Denken letztlich verinnerlichtes Handeln ist und sich als solches aus der

konkreten Handlung entwickelt.

,» (...) man braucht notwendigerweise das Handeln. Die Intelligenz ist ein System
von Operationen (...). Die Operation ist nichts anderes als ein Handeln; es ist ein
wirkliches Handeln, das sich innerlich vollzieht und ,reversibel® geworden ist.
Damit es dem Kind gelingt, Operationen zu kombinieren (...), muf} es notwendi-
gerweise zundchst hantiert haben. Es mufl gehandelt, experimentiert haben, aber
nicht nur mit Zeichnungen, sondern mit wirklichem Material, mit korperlichen
Gegenstdnden. Dann verinnerlichen sich diese Handlungen. Indem sie sich verin-
nerlichen, koordinieren sie sich, werden reversibel und bilden sich zu ,Operatio-
nen‘ um. Die Operation ist nichts anderes als das urspriingliche Handeln, das mit
anderen Handlungen koordiniert ist, sie gestaltet reversible Kompositionssysteme
wie die Gruppen in der Geometrie, die Zahlengruppen usw.“ PIAGET (1967)%,
S.72

AEBLI (1980), ein Schiiler PIAGETS, bringt dies auf den Punkt, wenn er bereits im Titel
seines zweibdndigen Werkes das Denken als ,,Ordnen des Tuns“ definiert. Er um-

schreibt das Denken mit Kognition und Reflexion und erlautert:

»Das ist das Wesen der Kognition. Sie hat die Struktur und ihre Ordnung zum
Gegenstand. (...)

Das ist Reflexion: Innehalten in der praktischen Tatigkeit und Austausch des prak-
tischen Tuns gegen eine Tatigkeitsform, die die Strukturanalyse erleichtert (...),
kurz: Zentrierung der Struktur. (...) Denken, Reflexion ist also eine Metatétigkeit
iiber dem konkreten Handeln. (...) In der Vorstellung, auf symbolischen Daten
operierend, mit Worten statt mit wirklichen Taten und Gegenstédnden handelnd, ist
es beweglicher. Im innerlichen und abstrakten Probehandeln — im ,,Operieren® —
werden die wesentlichen Beziehungen rascher und sicherer gekniipft. Die Struk-

% Die erste Auflage dieses Artikels erschien 1964.
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tursicherung und -verbesserung gelingt eher als in der schwerfélligen praktischen
Handlung.

Was wir bisher beschrieben haben, heift im Jargon der Psychologie Problemlo-
sen.

(...) Wie immer (...) die Gegebenheiten beschaffen sind, Denken sucht ihre
Struktur zu kldren und dort, wo Beziehungen unscharf sind, die notwendigen neu-
en Verbindungen zu schaffen.* AEBLI (1980), S. 21ff

Die moderne psychologische und neuropsychologische Lehr-Lern-Forschung, die u. a.
auf die Untersuchung von Gehirnreaktionen mit Hilfe bildgebender Verfahren basiert,
stiitzt den bei PIAGET und AEBLI herausgestellten Zusammenhang zwischen Handeln
und Denken. STERN, eine Kognitionspsychologin, erklért z. B.:
Zu den interessanten Ergebnissen der neueren Gehirnforschung gehort auch, dass
wir uns bei der Erforschung hoherer geistiger Prozesse, die dem Menschen vorbe-
halten sind, nicht auf die Betrachtung der GroBhirnrinde beschranken diirfen. Da-
zu gehort beispielsweise, dass sich die Funktion des Kleinhirns nicht — wie ich
noch aus dem Grundstudium mitgenommen habe — auf die Regelung des Gleich-
gewichts beschrinkt, sondern dass es auch an anspruchsvollen Lern- und Denk-
vorgdngen beteiligt ist. In der psychologischen Lernforschung hdufen sich Befun-
de, die zeigen, dass es enge Zusammenhinge zwischen Korperhandlungen und
Denken gibt, wie z. B. beim Gestikulieren. Es kann erwartet werden, dass die Zu-
sammenfiihrung von Befunden aus der Psychologie und der Gehirnforschung mit-

telfristig zur Entwicklung integrativer Theorien des Denkens und Verhaltens
fiihrt. STERN (2004), S. 351f

1.2.2 Beweglichkeit des Denkens — Eine Abgrenzung

In der Psychologie ist im Zusammenhang mit Denken auch immer wieder von Beweg-
lichkeit die Rede, womit die Fahigkeit eines flexiblen Umgangs mit Wissen gemeint ist,
also die Fihigkeit, Wissen umstrukturieren, aus unterschiedlichen Perspektiven betrach-
ten und auf neue Ziele anwenden zu kénnen. Der Psychologe KOHLER (1963)°° verweist
z. B. darauf, dass zum intelligenten Denken und Handeln die Fahigkeit gehort, auch
Umwege benutzen zu kénnen, um zum Ziel zu gelangen, und fiir WERTHEIMER (1957)**
ist ein Aspekt des produktiven Denkens die Féhigkeit zur Umstrukturierung. Damit

Umwege gegangen oder Probleme umstrukturiert werden kdnnen, ist es notwendig, die

36 Die erste Auflage des Buches ,,Intelligenzpriifung an Menschenaffen* erschien 1921.
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Gesamtsituation im Blick zu haben. Auch und gerade PIAGET (1972b)*’ arbeitet den
Zusammenhang zwischen Systemhaftigkeit und Beweglichkeit des Denkens heraus. Fiir
ihn ist Beweglichkeit immer Beweglichkeit in einem System.”® Entwicklung der Intelli-
genz bedeutet, dass das Denken systematischer und beweglicher wird. Wer ein Gesamt-
system und dessen interne Beziehungen (Gesetze) kennt, der kann sich gut innerhalb
dieses Systems bewegen, d. h. verschiedene Perspektiven einnehmen, Umwege be-
schreiten u. 4. Es gilt aber auch, dass derjenige, der sich auf vielen verschiedenen We-
gen durch das System bewegt hat, das Gesamtsystem kennt. Fiir PIAGET ist die Beweg-
lichkeit des Denkens im Rahmen der kindlichen Denkentwicklung auch notwendig zur
Uberwindung des Egozentrismus, also der Unfihigkeit des kleinen Kindes, sich in die
Lage anderer Menschen versetzen und erkennen zu konnen, dass Urteile iiber Dinge und
Beziehungen sich verdndern konnen, wenn man sie von einem anderen Standpunkt aus
betrachtet. Aufbauend auf PIAGET fasst AEBLI (2001)*, der hier von beweglichem Den-
ken und Handeln spricht, den Begriff der Beweglichkeit zusammen und gibt eine Reihe
von Aspekten an, deren Kernaussagen hier zusammengestellt sind:

»Die elementarste Form der geistigen Beweglichkeit (...) ist die Fahigkeit, Verdn-

derungen im Geiste nachzuvollziehen.*

,Beweglichkeit bedeutet (...) die Fahigkeit, sich auf fremde Standpunkte zu stel-
len und zu erkennen, dass die Perspektive von verschiedenen Standpunkten ver-
schieden ausfallt.*

,Die Planung von Handlungen erfordert (...) Beweglichkeit. Der Handelnde sollte
seine Handlungspldne den sich wandelnden Bedingungen anpassen, wenn notig
die Zwischenziele verdndern konnen, um auf einem neuen Weg zum Ziel zu ge-
langen.* AEBLI (2001), S. 311ff

Vergleicht man diese Fahigkeiten mit denen, die weiter oben unter dem Begriff Beweg-

liches Denken subsumiert wurden,40 so erkennt man Gemeinsamkeiten, aber auch deut-

«dl

liche Unterschiede. Verdanderungen ,,im Geiste nachzuvollziehen*"" impliziert, sie vor-

her bereits wahrgenommen zu haben. Die Fahigkeit Verdnderungen, wenn sie sich er-

37 Die franzosische Originalausgabe ,,La Psychologie de I’Intelligence* erschien bereits im Jahr 1947.

% Dieses System kann angefangen beim anschaulichen System verbundener Riume bis hin zum System
verkniipfter Operationen sehr unterschiedlich realisiert sein.

3 Die erste Fassung dieses Buches erschien bereits 1963 unter dem Titel ,,Grundformen des Lehrens®.

0 Fiir einen Zusammenstellung der Fahigkeiten des Beweglichen Denkens siehe Abschnitt 1.1 auf den
Seiten 19f.

1 vgl. obiges AEBLI-Zitat
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eignen, als solche bewusst wahrzunehmen, ist sicher eine Voraussetzung dafiir, sich
Verdnderungen auch dann vorzustellen, wenn sie nicht real ablaufen und damit sinnlich
wahrgenommen werden kdnnen. Mir geht es beim Beweglichen Denken gerade darum,
Bewegungen/Verdanderungen in ein Phdnomen hineinzusehen, bei dem zunichst keine
Bewegung vorhanden ist bzw. diese nicht geeignet wahrgenommen werden kann. Es
geht also nicht um ein Nachvollziehen von bereits vorhandenen Verdnderungen, son-
dern um das bewusste, aktive Verdndern einer evtl. zunéchst statischen Konfiguration
einschlieBlich der Reflexion der Konsequenzen dieser Verdnderung, um neue Einsichten
in Zusammenhénge zu bekommen.

,»Sich auf fremde Standpunkte stellen*!

korrespondiert mit der Fahigkeit des Beweg-
lichen Denkens, die Gesamtkonfiguration zu erfassen und zu analysieren. Um eine Ver-
dnderung in ihren Auswirkungen auf die Gesamtkonfiguration zu erfassen ist es not-
wendig, jeweils relevante Verdnderungen bzw. Invarianten zu fokussieren und ggf. mit-
einander in Beziehung zu setzen.

“!l gpielt beim Beweglichen Denken dann eine

,.Zwischenziele veridndern konnen
Rolle, wenn die Anzahl der Freiheitsgrade bewusst variiert wird, um die Konsequenzen
einer Verinderung besser analysieren zu kénnen.*

In dem von mir fiir mathematikdidaktische Zwecke gepriagten Begriff des Bewegli-
chen Denkens tritt zu den bereits bei AEBLI genannten noch ein weiterer Aspekt hinzu,
nimlich die Fihigkeit Anderungsverhalten erfassen und beschreiben zu kénnen. Diese
Fragestellung nach der Art und Weise der Verdnderung der abhidngigen Groflen bei
gleichméfBigem Durchlaufen des bzw. eines Definitionsbereiches ist flir viele mathema-
tische Sachverhalte relevant und muss deshalb mit Blick auf den Mathematikunterricht
aufgenommen werden.

Weitere Aspekte zur ,,Beweglichkeit des Denkens® finden sich bei LOMPSCHER ET
AL. (1976). Dort schreibt HASDORF:

»Das geistige — beim Probieren mit praktischen Handlungen verbundene — Verin-
dern der jeweiligen Beziehungen der Dinge und Eigenschaften zueinander ist der

eigentliche Kern der Beweglichkeit des Denkens.“ LOMPSCHER ET AL. (1976),
S. 16

2 Vgl. die Schritte des Gedankenganges beim , Bewegung hineinsehen und damit argumentieren auf
Seite 78f.
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Er unterscheidet folgende Formen der Beweglichkeit des Denkens:

,,a) Aktives Umformen von Gegebenheiten (auch Umstrukturieren): Durch Varia-
tionen der Bezugsetzung werden die jeweils wesentlichen Merkmale eines Dinges
expliziert beziehungsweise ,neue’ Merkmale gefunden, zum Beispiel durch Ver-
dnderung der Beziehungen des Wesentlichen zum Unwesentlichen (Verdanderung
der Betonung), durch Funktionsveranderungen von Elementen oder der Beziehun-
gen Teil — Ganzes.

b) Reversibilitit: Es werden Gedankenfolgen umgekehrt, wobei Bedingungen und
Ziele beziehungsweise Ergebnisse in ihren Positionen zueinander gewechselt
werden. Umkehren kann Herstellen eines reziproken Verhiltnisses oder auch voll-
standiges Zurlickkehren auf den Ausgangspunkt (Inversion) bedeuten.

c) Wechseln von Annahmen oder Kriterien: Ein Standpunkt beziehungsweise ein
Gesichtspunkt hinsichtlich der Erkldrungen, Losungswege, Ordnungsprinzipien
usw. wird zielgerichtet und begriindet verandert.

d) Erfassen und Anwenden der Relativitdt: Die Abhingigkeit von Dingen wird er-
kannt, und die Bezugsetzung eines Dinges zu anderen Dingen wird verédndert.

e) Gleichzeitiges Beachten mehrerer Aspekte: Die Ergebnisse verschiedener As-
pektbetrachtungen eines Dinges werden zueinander in Beziehung gesetzt bezie-
hungsweise miteinander kombiniert.” LOMPSCHER ET AL. (1976) S. 16f

Das aktive Umformen von Gegebenheiten spielt auch bei der Fahigkeit ,,Gesamtkonfi-
guration erfassen und analysieren” des Beweglichen Denkens eine Rolle. Allerdings
werden beim Beweglichen Denken z. B. keine ,,Funktionsverdnderungen von Elemen-
ten* vorgenommen, sondern es wird jeweils eine Variable gezielt in ihrem Definitions-
bereich variiert und dabei die Verdnderungen von abhéngigen Gréfen (bzw. die Invari-
anten) in den Blick genommen. Reversibilitit” spielt beim Beweglichen Denken bei der
Féhigkeit eine Rolle, die Fokussierung auf bestimmte Aspekte einer Konfiguration
wechseln zu konnen. Bei LOMPSCHER ET AL. (1976) kommt die Reversibilitdt dagegen
eher in den Punkten ,,Wechseln von Annahmen oder Kriterien sowie ,,Erfassen und
Anwenden der Relativitdt” zum Tragen. Aus der Sicht des Beweglichen Denkens wiirde
auch der Punkt ,,Gleichzeitiges Beachten mehrerer Aspekte unter die Féahigkeit ,,Ge-
samtkonfiguration erfassen und analysieren* zu subsumieren sein.

Im Hinblick auf mathematikdidaktische Anforderungen ist es notwendig Bewegli-

ches Denken unter anderen Gesichtspunkten zu sehen, als dies in der Psychologie der

# Reversibilitit ist ein zentraler Begriff bei PIAGETS Theorie der Gruppierung.
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Fall ist. Insbesondere muss das Anderungsverhalten und die Fihigkeit, es erfassen und
beschreiben zu konnen, fiir mathematikdidaktische Zwecke hinzukommen.

Abschliefend sei noch auf ein mehrfach reproduziertes Ergebnis der psychologi-
schen Forschung verwiesen, das in LOMPSCHER ET AL. (1976, S. 17) referiert wird. Of-
fensichtlich ist die Beweglichkeit des Denkens, so wie HASDORF sie in LOMPSCHER ET
AL. (1976) beschreibt, stark abhéngig von den konkreten Inhalten der Denkprozesse.

Im néchsten Abschnitt werden Denkprozesse weniger inhalts- als vielmehr perso-
nenbezogen betrachtet. SCHWANK berichtet in ihren Untersuchungen zum prédikativen
und funktionalen Denken von personenbezogenen und sehr stabilen Priferenzen fiir

einen ,,Denkstil®.

1.2.3 Denkstile: Pradikatives versus funktionales Denken

SCHWANK hat in ihren Arbeiten Unterschiede in den Strukturen und Strategien mathe-
matischen Denkens herausgearbeitet,* namlich einerseits Denkweisen, die eher statisch
und andererseits solche, die eher dynamisch sind, d. h. in Bewegungen bzw. Verinde-
rungen argumentieren. Diese beiden Denkstile nennt SCHWANK in obiger Reihenfolge

pridikatives bzw. funktionales Denken*’ und erliutert sie wie folgt:

»Wir kennen einmal [a] die Empféinglichkeit eines Gehirns fiir Gleichheiten (et-
was anspruchsvoller: fiir Ahnlichkeiten/Verwandschaften), die in Gedanken ge-
nutzt werden konnen, um Elemente in einen systematischen, strukturellen Zu-
sammenhang zu bringen, die Gleichartigkeit fungiert dabei als Ordnungskriteri-
um; zum anderen [b] die Empfinglichkeit eines Gehirns flir Unterschiedlichkei-
ten, die in Gedanken genutzt werden konnen, um Elemente durch einen diese Un-
terschiedlichkeiten bewirkenden Konstruktionsprozess (etwas anspruchsvoller:
durch Verkettungen von mehreren unterschiedlichen Konstruktionsprozessen) auf
die Reihe zu bringen, die Unterschiedlichkeit fungiert dabei als Herstellungskrite-
rium. Um diese beiden verschiedenartigen kognitiven Herangehensweisen zu un-
terscheiden, fiihren wir die Begriffe »pridikatives Denken« respektive »funktiona-
les Denken« ein. Hierbei erinnert »pradikativ« daran, dass bei [a] das wiederholte
Zutreffen von Préadikaten {iberpriift wird, und »funktional« daran, dass bei [b] das
wiederholte Funktionieren der Konstruktionsschritte getestet wird.” SCHWANK
(2003), S. 70

# Vgl. etwa SCHWANK (1996) und SCHWANK (2003).

* Funktionales Denken wird bei SCHWANK (1996), wie sie selbst betont, nicht im Sinne von VOLLRATH
(1989) als Denken im Zusammenhang mit Funktionen gebraucht. Ndheres zum funktionalen Denken in
diesem letzteren Sinn findet sich in Abschnitt 1.2.8 auf den Seiten 69ff.
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Wenn man die eben zitierten Definitionen fiir pridikatives bzw. funktionales Denken
heranzieht, so wird nicht besonders deutlich, dass das Argumentieren mit Bewegungen
bzw. Verdnderungen, also das funktionale Denken in SCHWANKS Nomenklatur mit der
im Zusammenhang mit dem Beweglichen Denken interessierenden Kompetenz ,,Bewe-
gungen hineinsehen und damit argumentieren” korrespondiert. Betrachtet man aller-
dings Beispiele von Problemldseprozessen, an denen SCHWANK ihre Unterscheidung
festmacht, so sind die Uberschneidungen offensichtlich. Zur Illustration werden deshalb
im Folgenden zwei verschiedene korrekte Losungen einer Mustererginzungsaufgabe*®

dargestellt:

X O )I¢

Abb.1: In der 3x3-Matrix links ist eine Figur fur die 9. Stelle gesucht.
Die »Daumenkino«-Ausschnitte geben cine Entwicklung fur die 1. Zeile an
und zwar (oben) ohne wie auch (unten) mit Hand anlegen.

Abb. 8: Priadikatives versus funktionales Denken: Musterergénzungsaufgabe aus SCHWANK (2003), S. 71

o O

In der in Abb. 8 auf der linken Seite dargestellten Bildermatrix soll die Figur rechts
unten passend erginzt werden. Die prddikative Analyse stiitzt sich darauf, dass in den
Zeilen die ,,Deckel* und ,,Béden* der Figuren jeweils die gleiche Form haben, wihrend
in den Spalten jeweils die ,,Seitenwénde* gleiche ,,Gestalt haben. Damit ist klar, wie
die aus ,,Deckel”, ,,Boden und zwei ,,Seitenwénden* bestehende Figur in der dritten
Reihe und Spalte aussehen muss. Bei ihr sind alle vier Seiten nach aulen gewolbt. Da-
gegen erkennt die funktionale Analyse, dass sich die Seitenwénde in den Zeilen verén-
dern und sieht einen Vorgang des Zusammendriickens und anschlieBenden Auseinan-
derziehens der Seiten in die ,,Bildfolge* hinein.*’ In gleicher Weise wird auch Zusam-

mendriicken und Auseinanderziehen von Deckel und Boden in die ,,Spaltenbildfolgen*

% Dieser Problemtyp ist einer der inhaltlichen Schwerpunkte, an denen SCHWANK ihre empirischen Un-
tersuchungen zu préadikativem versus funktionalem Denken durchgefiihrt hat.
7 Vgl. die Bildfolgen auf der rechten Seite der Abb. 8 auf Seite 41.
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hineingesehen. Auf diese Weise ergibt sich, dass die Figur rechts unten ,,herausgezoge-
ne* Seiten und Deckel sowie Boden besitzt.

Die ,,funktionale Analyse* kann im Sinne des Beweglichen Denkens als ,,Bewegung
hineinsehen und damit argumentieren* charakterisiert werden. SCHWANK scheint mit
ihrem Begriff ,,funktionales Denken® genau diese grundlegende Fahigkeit des Bewegli-
chen Denkens zu meinen. Da die Féhigkeit, Bewegungen bzw. Verdnderungen in eine
Konfiguration hineinsehen und damit argumentieren zu konnen, meiner Einschitzung
nach grundlegend fiir den Aufbau der weiteren (und komplexeren) Féhigkeiten des Be-
weglichen Denkens ist, werden wir hier noch einige Ergebnisse der Arbeiten
SCHWANKS anfiihren.

SCHWANK hat in ihren Arbeiten zum pradikativen und funktionalen Denken heraus-
gearbeitet, dass Individuen eine Priferenz entwickeln hin zu ,,einer mehr statischen oder
mehr dynamischen internen begrifflichen Reprisentation®. Thre Untersuchungen mit
Grundschulkindern® zeigen, dass eine entsprechende Neigung bereits im Grundschulal-
ter vorhanden ist. Dariiber hinaus stellt SCHWANK (2000, S. 579) auf Grund mehrerer
Untersuchungen fest, ,,dass es bei Schiilern der Sek I stabile Préferenzen fiir pradikati-
ves versus funktionales Denken gibt“. Diese Aussage gilt offensichtlich dann, wenn
keine bewusste Forderung einer der beiden Denkweisen erfolgt. Dariiber hinaus konsta-
tiert SCHWANK (1996, S. 178): ,,Wie (...) Forderprogramme zum Denken aussehen
miiflten, einmal zum Training prédikativen Denkens (...), zum anderen zum Training
funktionalen Denkens (nicht in Sicht), ist unklar (...).“ Wenn es aber solche Trainings-
programme geben sollte, dann miisste ,,immer wieder Gelegenheit gegeben werden, um
Denken auszuprobieren und so Denken immer wieder in Anwendung zu bringen.* Das
Unterrichtskonzept, das im Rahmen dieser Arbeit von mir entwickelt wurde, versucht
auf dieser Uberlegung aufbauend Bewegliches Denken anzubahnen und zu fordern.*

Eine Problematik im Zusammenhang mit dem Beweglichen Denken wird von
SCHWANK (2003) in der Gegeniiberstellung von priadikativem und funktionalem Denken

herausgearbeitet. Es geht dabei um die Frage der Verbalisierung von Beweglichem

* vgl. SCHWANK (1996), S. 180
¥ vgl. Kapitel 3 ab Seite 135



1.2 Begriffsumfang und Abgrenzung gegen verwandte Begriffe 43

Denken. Im Hinblick auf funktionale Erkldrungen der Losung der Aufgabe aus Abb. 8

auf Seite 41 stellt sie fest:
»Worauf soll die erkldrende Person zeigen. wenn sie den Prozess anspricht, der
die eine Figur in die nichste iiberfiihrt? Auf dem Blatt gibt es keine Bewegung, es
ereignet sich nichts: das Passieren ist ein mentales Konstrukt. Versuche, dieses
sichtbar zu machen, etwa mit einem Daumenkino oder einer kleinen Animation
auf dem Computermonitor, fithren auf ein nédchstes Problem. Die blofe Darstel-
lung des Ablaufs (...) bleibt unbefriedigend; es ist nicht die passive Beobachtung
des Werdens, die den Kern des funktionalen Zurechtlegens trifft, sondern die akti-
ve Verursachung und Inganghaltung der Handlung, die bendtigt wird. Es geht we-
niger ums blofe Schauen als vielmehr ums Hand anlegen und damit um ein Ein-
lassen auf das tatsdchliche Tun: die Handlungen brauchen einen sie verursachen-

den/ausfiihrenden Téter (...). In den Zwischenresultaten wie auch dem Endresultat
ist die Erzeugungshandlung gleichsam erloschen.® SCHWANK (2003), S. 71

Wenn SCHWANK hier vom ,,Hand anlegen‘ spricht, dann ist darunter nicht unbedingt ein
enaktives Operieren zu verstehen. Entscheidend ist die denkende Auseinandersetzung
mit der Bewegung. Es muss also im Sinne der ersten Kompetenz des Beweglichen Den-

kens erst eine Bewegung in ein zunéchst statisches Phdnomen hineingesehen werden.

1.2.4 Systemisches Denken

Die 6konomischen, 6kologischen, politischen und sozialen Gegebenheiten unserer Um-
welt bestehen aus derart vielen Groflen, die sich gegenseitig beeinflussen, dass nur der
Versuch einer globalen Betrachtung solcher Einheiten als System zu adéquaten Prob-
lemlosungen beitragen kann. Dazu ist eine besondere Art des Denkens, ndmlich das
systemische Denken erforderlich. Diese Art zu denken definiert OssimiTZ (2000, S.
52ff), indem er vier grundlegende Dimensionen des systemischen Denkens, ndmlich
Denken in Modellen, vernetztes Denken, dynamisches Denken und systemisches Han-
deln benennt und beschreibt. Im Zusammenhang mit dem Beweglichen Denken ist na-
turgemél die Dimension ,,dynamisches Denken* von zentralem Interesse. Um die Ge-
samtproblematik des systemischen Denkens und damit den Anteil des dynamischen
Denkens darin besser einschitzen zu konnen, werden hier die vier Aspekte kurz erldu-

tert.

e Denken in Modellen

Um sich iiberhaupt mit komplexen Systemen auseinander setzen zu konnen, ist

es notwendig, mit Modellen zu arbeiten, die bestimmte Aspekte des Systems
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hervorheben und andere zwangslaufig vernachldssigen. Modelle enthalten in der
Regel erhebliche Vereinfachungen im Vergleich zum realen System. Es ist also
notwendig, sich der Reichweite eines Modells bewusst zu sein. Dies bedeutet

auch, dass man es gegebenenfalls anpassen oder sogar verwerfen muss.
e Vernetztes Denken

Die in einem System enthaltenen Groflen (Elemente) hangen in vielfaltiger Wei-
se voneinander ab. Um diese Zusammenhiange erfassen zu kénnen, muss man in
Wirkungsnetzen und Wirkungsketten denken, sowie eskalierende und stabilisie-

rende Riickkopplungen berticksichtigen.
e Dynamisches™ Denken

Der wahrscheinlich wesentlichste Aspekt des systemischen Denkens ist die Tat-
sache, dass ein System nicht allein durch eine Reihe von statischen ,,Moment-
aufnahmen® erfasst werden kann. Hier greift das dynamische Denken, das die

zeitlichen Verinderungen des Systems beriicksichtigt.”'
e Systemisches Handeln

Diese Dimension des systemischen Denkens setzt die anderen oben genannten
Féhigkeiten voraus, denn hier geht es um die Fahigkeit zur praktischen Steue-

rung von Systemen.

Eine der grofiten Schwierigkeiten, die im Zusammenhang mit dem systemischen Den-
ken auftreten, besteht nach Untersuchungen von SWEENEY/STERMAN (2000) und
OssIMITZ (2001) darin, dass der Unterschied zwischen BestandsgroBen” und GroBen,
die die absolute Anderung in einem Zeitintervall (BewegungsgréBen) bzw. die relative
Anderung pro Zeiteinheit (FlussgroBen®) bezeichnen, nicht richtig beurteilt wird. Es
scheint also die Dimension ,,dynamisches Denken® zu sein, die die entscheidenden

Probleme verursacht. Diese Schwierigkeit ldsst sich im Zusammenhang mit dem Be-

*% Das Wort ,,dynamisch* wird hier offensichtlich als Gegensatz zu statisch verstanden und nicht in seiner
priméren Bedeutung ,,die Dynamik betreffend, voller Kraft®.

>! Diese zeitliche Eigendynamik des Systems kann sich z. B. in Verzogerungen, Schwingungen o. 4. be-
merkbar machen.

>2 BestandsgroBen (engl. stock) werden auch als ZustandsgroBen oder SammelgroBen bezeichnet.
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weglichen Denken gut nachvollziehen. Auch hier ist der dem dynamischen Denken
verwandte Aspekt ,,Anderungsverhalten erfassen und beschreiben die intellektuell an-
spruchsvollste Komponente.

Obwohl BestandsgroBen und ihre Anderungen (Zu- und Abfliisse) im Alltag weit
verbreitet sind, wie die Beispiele in Tabelle 2 illustrieren, haben selbst Studenten> er-
hebliche Probleme, sich z. B. aus Zu- und Abfliissen den daraus resultierenden Bestand

zu erschlieflen.

Bestandsgrofie Zufliisse Abfliisse
Anzahl der Studieren- . . Exmatrlkulatlonen,
) ) e Immatrikulationen Ausscheiden aus der
den einer Universitét ) o
Universitat
Benzinmenee im Tank Tanken an der Benzinverbrauch,
g Tankstelle Verdunstung
Kontostand Zubuchung Abbuchungen
Apzahl der Giste ankommende Géste abreisende Géste
eines Hotels
Staatsverschuldung Staatseinnahmen Staatsausgaben

Tabelle 2: Beispiele fiir Bestandsgrofien und zugehdrige Zu- bzw. Abfliisse.

Zur Illustration soll folgende Aufgabe aus OSSIMITZ (2003) dienen:

,.Die Graphik™ zeigt die Ankiinfte und Abreisen in einem Alpenhotel vom 18.12.
bis zum 10.1. Nun die Frage: Wann waren die meisten Géste im Hotel?* OSSIMITZ
(2003), S. 61

>3 FlussgroBen (engl. flow) werden auch als Anderungsraten bezeichnet.

5% Die Studie von SWEENEY/STERMAN (2000) wurde mit Studierenden einer ,,elite business school®, die
Untersuchung von OsSIMITZ (2001) wurde im Wesentlichen mit Studierenden der Betriebswirtschaftsleh-
re unterer Semester durchgefiihrt.

> vgl. Abb. 9
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Ankiinfte und Abreisen im Alpenhotel 18. 12. - 10.1.
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Abb. 9: Ankiinfte und Abreisen im Alpenhotel — wann waren die meisten Géiste im Hotel? Aus
OssIMITZ (2003), S. 61.

Im Sinne des Beweglichen Denkens fokussiert die Aufgabe einen Aspekt der Kompo-
nente ,,Anderungsverhalten erfassen und beschreiben. Es geht nimlich darum, die An-
kiinfte und Abreisen der Giste jeweils als Anderungen der Anzahl der Giste des Hotels
zu interpretieren und zu realisieren, dass die Anzahl der Géste so lange grofer wird,
solange die Ankiinfte die Abreisen iibersteigen.’® Der Graphik in Abb. 9 ist zu entneh-
men, dass dies am 27.12. letztmalig der Fall war. Nur 22 % der Versuchspersonen hat
diese Frage richtig beantwortet®’, aber 60 % haben angegeben, dass der Tag mit den
meisten Ankiinften im Hotel der Tag ist, an dem das Hotel die meisten Giste beher-
bergt. Fragt man hingegen nach dem Tag, an dem die meisten Géste abreisen, so erhilt
man fast durchweg korrekte Antworten. Die Versuchspersonen scheinen also Maxima

eines (Funktions-)Graphen relativ sicher angeben zu konnen, sind aber mehrheitlich

*% Genauer betrachtet spielen bei dieser Aufgabe alle Komponenten des Beweglichen Denkens eine Rolle.
Zunichst muss man in die Daten der Graphik einen Bewegung hineinsehen, sich also einen Verdanderung
der Géstezahl vorstellen. Anschliefend ist die Gesamtkonfiguration zu erfassen und zu analysieren, d. h.
die beiden Anderungen des Systems ,,Hotel* miissen in ihrer Gegenliufigkeit erfasst und gemeinsam,
sozusagen als Anderungssaldo, fokussiert werden. Erst diese beiden Gedankengiinge zusammen gestatten
eine Realisierung des Anderungsverhaltens.

" Im Test von OSSIMITZ (2001) wurden die Antworten ,,27.12.%, ,,28.12.“ und ,,Die Nacht vom 27. auf
den 28.12.“ als richtig gewertet.
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nicht in der Lage, das Maximum einer Bestandsgréf3e vom Maximum einer zugehdrigen
FlussgroBe unterscheiden zu konnen. Es bestehen also erhebliche Probleme bei der Dif-
ferenzierung zwischen einer GroBe und ihrer (zeitlichen) Anderung. Insbesondere der
Schluss von einem Fluss auf den zu Grunde liegenden Bestand fallt vielen schwer. In so
einem Fall werden vielfach Flussgrofen und BestandsgroBen einfach gleichgesetzt. Eine
Hoffnung meines Ansatzes ist, dass solche Probleme sich durch friihzeitige und durch-

gingige Schulung des Beweglichen Denkens mindern lassen.

1.2.5 Mathematisches Denken — Eine Annaherung

In dieser Arbeit wird Bewegliches Denken als eine spezifische Herangehensweise an
mathematische Problemstellungen verstanden. Insofern ist es sicher als Bestandteil des-
sen aufzufassen, was man gemeinhin ,,mathematisches Denken* nennt. Auch dieser Be-
griff wird in der Literatur, wenn tiberhaupt, nicht scharf definiert.

Fir FREUDENTHAL ist mathematisches Denken nicht definierbar, aber sehr wohl
exemplarisch vorfiihrbar. Er spricht von Denkmethoden der Mathematik und konsta-
tiert:

»Was sind nun diese Denkmethoden? Auf diese Frage kann man keine biindige
Antwort geben, ebensowenig wie auf die Frage »Wie schwimmt man?«. Wohl
kann man jemandem zeigen, wie man schwimmt, damit er es nachmache. So kann

man einem auch etwas mathematisch vordenken, damit er es nachdenke.*
FREUDENTHAL (1968), S. 7

WAISMANN (1947) geht in seinem Buch mit dem Titel ,,Einfiihrung in das mathemati-
sche Denken* mit keinem Wort auf den Begriff mathematisches Denken ein. Er be-
schreibt allerdings einige Teilgebiete der Mathematik und geht auf wesentliche Frage-
stellungen dieser Gebiete ein. Bei MAYER (1978) wird unter der Uberschrift ,,Meaning-
fullness and Mathematical Reasoning®™ der Begriff ,,meaningfullness ausfiihrlich be-
schrieben, aber mit keinem Wort erldutert, was unter ,,mathematical reasoning® zu ver-
stehen ist. Auch dort werden ,.einfach® einige mathematische Probleme bearbeitet.
PRATT (2002) erklért seine Sicht von mathematischem Denken im Zusammenhang mit
Schiilerinnen und Schiilern so:

,,] would argue that children can already think and that what they need is the op-

portunity to learn to apply this thinking in a mathematical context — to learn
mathematical thinking.* PRATT (2002), p. 37
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Offensichtlich ist fiir FREUDENTHAL, WAISMANN, MAYER und PRATT jedes Denken in
einem mathematischen Kontext mathematisches Denken.®
Mit diesem Aspekt des mathematischen Denkens riickt die nicht minder schwierige
Frage in den Blick, was einen mathematischen Kontext ausmacht. In ihrem Buch ,,Er-
fahrung Mathematik* gehen DAVIS/HERSH (1985) auf dieses Problem ein und zitieren
im ersten Abschnitt C. S. PEIRCE: ,,Mathematik ist die Wissenschaft, notwendige
Schliisse zu ziehen.* Sie stellen fest, dass darin das, was den Inhalt von Mathematik
ausmacht, nicht vorkommt und bringen den Kern dieser Definition mit folgendem Satz
auf den Punkt:
,Mathematik konnte sich mit jedem beliebigen Thema befassen, solange dieses

Thema die Struktur Annahme-Folgerung-Schlufl aufweist. DAVIS/HERSH (1985),
S.3

Im letzten Abschnitt ihres Buches kommen DAVIS/HERSH noch einmal auf diese Frage
zuriick:
,Die Existenz des Gegenstandes Mathematik ist eine Tatsache, keine Frage. Und
diese Tatsache bedeutet nicht mehr und nicht weniger als die Existenz von Denk-
und Argumentationsweisen, mit deren Hilfe man zwingend und schliissig mit

Ideen umgehen kann, «nicht-kontrovers, wenn man sie einmal verstanden haty.*
DAVIS/HERSH (1985), S. 435

Ein erster Versuch, mathematisches Denken zu fassen, konnte auf dieser Basis darin
bestehen, es als Denken in logischen Strukturen und den darauf beruhenden Schliissen
zu definieren.

Mathematisches Denken beruht nach dem Buch ,,Was ist Mathematik?* von
COURANT/ROBBINS (1962), genau wie die zu Grunde liegende Wissenschaft, die Ma-
thematik, auf einer Verbindung von Antithesen:

»die vereint Logik und Anschauung, Analyse und Konstruktion, Individualitit der
Erscheinungen und Abstraktion der Formen. Wenn auch Mode oder Tradition den
einen oder anderen Gesichtspunkt betonen mdgen, so beruht doch auf einem Zu-
sammenspiel dieser Antithesen und dem Streben nach Synthese die Vitalitit und

der letzte Wert der mathematischen Wissenschaft. COURANT/ROBBINS (1962),
S. XIII

% Hier fiihlt man sich an VOLLRATH (1989, S. 248) erinnert, der funktionales Denken definiert als ,,eine
Denkweise, die typisch fiir den Umgang mit Funktionen ist.*
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Diese Synthese von Gegensdtzen im mathematischen Denken fasst STRUNZ (1968, S.
272) noch knapper. Fiir ihn bewegt sich mathematisches Denken im Spannungsfeld
zwischen dem Bediirfnis nach anschaulichen Vorstellungen und der Notwendigkeit zur
Abstraktion.

Ahnliches liest man bei POLYA (2002). Er umschreibt mathematisches Denken als
das Denken, das man in der Mathematik lernen kann. Dieses Denken manifestiert sich
in seinen Augen in der Fdhigkeit, mit Abstraktionen und abstrakten Strukturen umgehen
zu konnen und insbesondere in der Fdihigkeit, Mathematik zu betreiben. Letzteres be-
deutet fiir ihn in erster Linie mathematische Probleme zu lésen.

,»In der Tat hat die Mathematik zwei Aspekte, sie ist die strenge Wissenschaft Eu-
klids, aber sie ist auch etwas anderes. Nach Euklid dargestellt, erscheint die Ma-
thematik als eine systematische deduktive Wissenschaft; aber die Mathematik im

Entstehen erscheint als experimentelle induktive Wissenschaft. Beide Aspekte
sind so alt wie die Mathematik selbst.“ POLYA (1995), S. 9

Diese Dualitéit der Mathematik spiegelt sich fiir POLYA im mathematischen Denken und

damit auch in den Téatigkeiten von Mathematikern wider.
»Die auffélligsten Téatigkeiten des Mathematikers sind das Entdecken strenger
Beweise und der Bau von Axiomensystemen. Aber es gibt andere Tatigkeiten,
welche im abgeschlossenen, verdffentlichten Werk nur wenig Spuren hinterlassen
haben und somit weniger auffallen. Sie sind aber dennoch nicht weniger wichtig;
ich meine: das Herauslosen und Erkennen eines mathematischen Begriffs aus ei-
ner konkreten Situation, weiter das Vermuten in unterschiedlicher Gestalt, die
Vorwegnahme eines Ergebnisses oder der groflen Linie eines Beweises, bevor
Einzelheiten ausgefiillt werden. ,,Vermuten“ umfaft Verallgemeinern von be-

obachteten Fillen, induktives Argumentieren, Analogiedenken etc. POLYA
(1980), S. 3

Gerade diese anderen, weniger offensichtlichen Tatigkeiten eines Mathematikers, die
POLYA hier priagnant zusammenfasst, sind die Bereiche der Mathematik, in denen die
Féhigkeiten des Beweglichen Denkens ihr Potenzial am besten entfalten und haufig
(mehr oder weniger unbewusst) genutzt werden.

PoLYAS Eingehen auf Tétigkeiten der Mathematiker deutet einen gangbaren Weg an,
wie man sich dem Phdnomen ,,mathematisches Denken* ndhern kann. Betrachten wir
also charakteristische Titigkeiten, die beim Umgang mit mathematischen Frage-
stellungen auftreten. MASON (1992, S. 200f) nennt Spezialisieren, Verallgemeinern,
Vermuten und Beweisen als Hilfsmittel, die beim mathematischen Denken benutzt wer-

den. Auch BALL (2002) geht diesen Weg, wenn sie im Zusammenhang mit dem Prob-
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lemlosen Vorgehensweisen benennt, die mathematisches Denken umreiflen sollen. Sie
stellt das, was sie unter ,,Mathematical Thinking* versteht, mit dem Schaubild in Abb.
10 dar. Wie den beiden ,,leeren Wolken* zu entnehmen ist, erhebt BALL keinen An-
spruch auf Vollstindigkeit. Sie ergdnzt ihre Ausfiihrungen unter Berufung auf
WATSON/MASON (1998) auch noch um folgende Liste von Tétigkeiten, die in ihren Au-
gen charakteristisch flir das mathematische Denken sind:

,»Exemplifying, Specialising;

Completing, Deleting, Correcting;

Comparing, Sorting, Organising;

Changing, Varying, Reversing, Altering;

Generalising, Conjecturing;
Explaining, Justifying, Verifying, Convincing, Refuting.*

Break task down - . o
ifthis helps Mathematical Thinking
5 Identify appropriate
Identify similar tasks knowledge and skills
which may help

Select a strategy
that might be

Formulate a
"~ (partial) conjecture

e.g. a generalisation,
a relationship, etc,

appropriate
'Look for a pattern w

Consider alternative
approaches
- or connection
Identify assumptions, Gengerate examples
(data, diagrams, etc)

Test the conjecture,
looking for
counterexamples
or special cases

Identify a task or
situation to explore

Consider limitations
of assumptions
Make connections

Abb. 10: Mathematical Thinking aus BALL (2002)

Auch WINTER (1972, S. 162ff) gibt eine Liste von Tétigkeiten an, in denen sich in sei-
nen Augen die ,,charakteristischen Ziige der Stoffstruktur ,Mathematik** widerspiegeln.
Er teilt sie ein in die allgemeinen Haltungen und Fdhigkeiten argumentieren (beweisen),
sich kreativ verhalten, mathematisieren und die geistigen Grundtechniken klassifizieren,

ordnen, generalisieren/spezialisieren, analogisieren. Der in Tabelle 3 auf Seite 52 ab-



1.2 Begriffsumfang und Abgrenzung gegen verwandte Begriffe 51

gedruckte, wohl umfassendste Katalog mathematischer Titigkeiten™ findet sich bei
BAUER (1978, S. 471). Fiir viele dieser Tatigkeiten kann eine Herangehensweise im Sin-
ne des Beweglichen Denkens gewinnbringend sein. Ich werde auf einige davon noch

ndher eingehen.

> BAUER (1978) nennt sie ,,allgemeine mathematische Prozesse®.
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Allgemeine mathematische Prozesse

Analysieren; Fallunterscheidungen treffen

Synthetisieren; verschiedene Fille zu einem Ganzen zu-
sammenfassen

Abstrahieren
1. intensionales Abstrahieren
2. extensionales Abstrahieren

Konkretisieren

Klassifizieren
1. intensionales Klassifizieren
2. extensionales Klassifizieren

Generalisieren
Spezialisieren
Kombinieren

Ordnen, Systematisieren, Strukturieren
1. Beziehungen herstellen
2. Lokales Ordnen
3. Globales Ordnen, insbesondere Axiomatisieren

Definieren

SchlieBen
1. Pramisse finden
2. Konklusion finden

Beweisen, Begriinden
Experimentieren
Umstrukturieren

Plausibles SchlieBen
1. Analogisieren

2. Induzieren
3. Anschauliches Schlief3en

Strategie entwerfen
Verfahren benutzen
Mathematisieren

Représentieren, Darstellen
1. Enaktivieren
2. Ikonisieren
3. Verbalisieren
4. Formalisieren

Tabelle 3: Allgemeine mathematische Prozesse (vgl. BAUER (1978), S. 47f)
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1.2.6 Raumliches Denken

,»Raumliches Denken beruht sehr stark auf der Fahigkeit, sich Bewegungen von
Korpern vorstellen zu konnen.“ BESUDEN (1984), S. 79

Auf Grund dieser Erkenntnis pléddiert BESUDEN dafiir, den Prozess der Verinnerlichung
von Bewegungen bei Schiilerinnen und Schiilern bewusst zu fordern. Er spricht damit
die Fahigkeit an, eine Bewegung in ein zunichst statisches Phdnomen hineinsehen zu
konnen, die grundlegend fiir das Bewegliche Denken ist. Man {iberinterpretiert
BESUDEN sicher nicht, wenn man festhélt, dass eine Person, deren Kompetenz im
Bereich des raumlichen Denkens® besonders stark ausgeprigt ist, in der Regel auch
iiber mindestens grundlegende Féahigkeiten im Beweglichen Denken verfiigt. Um diesen
Zusammenhang besser beleuchten zu konnen, nutze ich das von MAIER (1999a und
1999b) in den ,,fliinf wesentlichsten Komponenten raumlich-visueller Qualiﬁkationen“61
zusammengefasste Fihigkeitsprofil des raumlichen Denkens.®* Ich setze mich dabei
insbesondere mit der Frage auseinander, bei welchen der Komponenten Bewegliches
Denken eine Rolle spielt. Wie aus der Tabelle 4 abzulesen ist, werden einige als rein
statische Denkvorgiinge bezeichnet und andere als ausschlieBlich oder zumindest
weitgehend dynamisch charakterisiert. Wie der ersten Spalte der Tabelle 4 zu
entnehmen ist, wird bei den Komponenten des raumlichen Denkens auch die Frage
berticksichtigt, ob die denkende Person sich mental in die Aufgabensituation hinein-
versetzt und darin agiert oder die Situation von auBlen analysiert. Im Einzelnen finden

sich bei MAIER (1999a und 1999b) folgende Aspekte des rdumlichen Denkens:

% In der Literatur findet man auch die, im Wesentlichen synonym zum Begriff ,raumliches Denken®
verwendeten Bezeichnungen ,,rdumliche Intelligenz*, ,rdumliches Anschauungsvermdgen®, ,,Raumvor-
stellung® u. 4. Da es mir hier darum geht, Fahigkeiten im Zusammenhang mit dem Denken aufzuzeigen
und zu analysieren, bevorzuge ich den Begriff ,,raumliches Denken®.

' MAIER (19994, S. 51) stiitzt sich auf die Arbeiten vieler Autoren, fasst fiir seine Komponenten der
Raumvorstellung aber im Wesentlichen zwei jeweils aus drei Faktoren bestehende Kategoriesysteme von
LINN/PETERSEN sowie THURSTONE zusammen. Die teilweise als eigenstéindiger Aspekt genannte Fahig-
keit zur Unterscheidung zwischen Rechts und Links sieht MAIER, im Einklang mit anderen Autoren, als
Teilaspekt der raumlichen Orientierung.

62 Auch wenn man beim Begriff ,,rdumliches Denken* zunichst den dreidimensionalen Raum im Blick
hat, sollte man nicht iibersehen, dass viele Komponenten des raumlichen Denkens auch bei einem Denken
innerhalb der zweidimensionalen euklidischen Ebene zum Tragen kommen!
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Dynamische
Standpunkt Denkvorgénge
der Probanden Ré&umliche Relationen
am Objekt verénderlich

Statische Denkvorgange
Raumliche Relationen am Objekt verénderlich;
Relation der Person zum Objekt veranderlich

Person Veranschaulichung Raumliche Beziehungen
befindet sich
aulerhalb
Vorstellungsfahigkeit von
Rotationen R&umliche Wahrnehmung
Person
befindet sich
innerhalb Raumliche Orientierung

Rechts-Links-Unterscheidung

Tabelle 4: Die Faktoren des rdumlichen Vorstellungsvermdgens. Nach MAIER (1999a),
S. 52 und MAIER (1999b), S. 14

Réiumliche Wahrnehmung (spatial perception)

Bei dieser Komponente, die die Fahigkeit charakterisiert, die Senkrechte und Waagrech-
te identifizieren zu kénnen, spielt Bewegliches Denken in der Regel wohl eher eine un-

tergeordnete oder sogar liberhaupt keine Rolle.
Veranschaulichung (riumliche Visualisierung)

Hiermit wird die Féahigkeit bezeichnet, sich gedanklich Aktivititen wie Verschieben,
Falten und Schneiden von raumlichen Objekten oder Objektteilen vorstellen zu konnen.
Die in Abb. 11 wiedergegebene, fiir MAIER (1999b) charakteristische Beispielaufgabe
zu dieser Kompetenz macht deutlich, dass es hier darum geht, eine Bewegung hineinzu-
sehen, ndmlich entweder das Auffalten des Quaders zum Netz oder das Zusammenfalten
des Netzes zum Quader. Auf diese Weise kann man argumentieren, welche Kanten von
Netz und Flachenmodell des Quaders einander entsprechen. Diese Auffassung deckt
sich mit der von MAIER (1999a und 1999b) vorgenommenen Zuordnung zu den dyna-

mischen Denkvorgingen (vgl. Tabelle 4 auf Seite 54).
Mentale Rotation (Vorstellungsfahigkeit von Rotationen)

So wird die Féhigkeit benannt, sich Rotationen von zwei- oder dreidimensionalen Ob-
jekten vorstellen zu kdnnen. Diese Fahigkeit wird unter anderem an der bekannten Auf-
gabe aus Abb. 12 festgemacht. Auch hier ist wieder der Zusammenhang zum ,,Bewe-
gung hineinsehen und damit argumentieren* des Beweglichen Denkens deutlich zu er-

kennen.
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Abb. 11: Welche Buchstaben des Schriagbilds entsprechen den Ziffern im Netz? Aus MAIER
(1999b), S. 11.

NEANEANEAN

b c d

Abb. 12: Welche der vier Figuren (a — d) stimmen mit der oben links iiberein? Aus MAIER
(1999b), S. 12.

Réiumliche Beziehungen

Diese Komponente charakterisiert die Fahigkeit raumliche Konfigurationen von mehre-
ren Objekten oder Objektteilen zu erfassen. MAIER (1999a) hilt diese raumlich-visuelle

Qualifikation fiir einen statischen Denkvorgang und tatsichlich lisst sich die zugehorige
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Aufgabe in Abb. 13 auf Grund der Orientierung der aufgedruckten Buchstaben iiber
einen reinen Mustervergleich der Wiirfelschrigbilder 16sen.®® Es ist aber z. B. ebenfalls
moglich, einen vorgestellten Wiirfel mental zu rotieren und so zur Losung zu gelangen.
Ein weiterer Weg wire, in Gedanken ein Wiirfelnetz zu konstruieren (evtl. statisch), es
anschlieBend mental zu einem Flichenmodell zusammenzufalten und das Ergebnis in
die gezeichneten Lagen zu bringen. Die beiden letzten Lésungen sind entweder voll-
stindig oder mindestens teilweise als dynamisch zu betrachten. Hier spielen die Kom-
ponenten ,,.Bewegung hineinsehen und damit argumentieren sowie ,,Gesamtkonfigura-
tion erfassen und analysieren” des Beweglichen Denkens eine entscheidende Rolle bei
der Losungsfindung. Zumindest bei dieser Aufgabe ist eine Zuordnung zu den rein stati-
schen Denkvorgidngen, wie bei MAIER geschehen, nicht einleuchtend. Dieser Problem-
typ ist eher in die Klasse der Probleme einzuordnen, die sowohl statisch als auch dyna-
misch geldst werden konnen. Fiir solche Fille sollten im Unterricht beide Herange-

hensweisen an die Lésung thematisiert werden.

Abb. 13: Drei der vier Schrigbilder zeigen denselben Wiirfel. Welches Bild zeigt einen anderen? Aus
MAIER (1999b), S. 12.

Raumliche Orientierung (spatial orientation)

Hier geht es um die Fihigkeit, den Standort der eigenen Person, also die Perspektive,
unter der etwas betrachtet wird, zu wechseln. Befasst man sich mit der Aufgabe in Abb.
14, die MAIER (1999b) in diesem Zusammenhang fiir ein charakteristisches Beispiel
hilt, so fallt auf, dass es sehr viel schneller gelingt, die Bilder in eine sinnvolle Reihen-
folge zu bringen, wenn man sich in Gedanken auf das Boot setzt und die Fahrt wirklich

durchfiihrt.

83 Unter der zusitzlichen Primisse, dass jede Wiirfelseite mit einem anderen Buchstaben markiert ist, ist
dieses Vorgehen einfach, andernfalls relativ mithsam.
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Abb. 14: Ein Urlauber ist mit dem Boot von Westen kommend
die Kiiste entlanggefahren (vgl. obige Karte). In welcher
Reihenfolge hat er die sechs Fotografien aufgenommen? Aus
MAIER (1999b), S. 13.

Es ist hier gilinstiger, eine Bewegung hineinzusehen und damit zu argumentieren, wel-
che Anderung diese Bewegung der Reihe nach fiir die wahrgenommene gegenseitige
Lage der drei markanten Gebdude hat, als sich z. B. fiir jedes Bild die passende Lage
des Bootes zu suchen und die Bilder auf diesem statischen Weg in eine Reihenfolge zu
bringen. MAIER ordnet die rdumliche Orientierung folgerichtig im Wesentlichen den
dynamischen Denkvorgédngen zu. Zur Bearbeitung dieser Aufgabe wird neben der Fa-

higkeit ,,Bewegung hineinsehen und damit argumentieren* auch noch die Féhigkeit be-



58 1 Bewegliches Denken — Eine Anndherung

notigt, die Gesamtkonfiguration zu erfassen und zu analysieren, denn man muss jeweils
auf die relevante Paarung von Gebduden achten, wenn man die Bilder richtig interpre-
tieren will.

Es lohnt sich, am Ende dieses Abschnittes noch einmal den Blickwinkel zu dndern.
Wir haben bisher festgestellt, dass die Fahigkeiten des Beweglichen Denkens in erhebli-
chem Umfang fiir das rdumliche Denken benétigt werden. Aus der Perspektive des Be-
weglichen Denkens kann man auch argumentieren, dass die anschaulichen Bewegungen
im Raum Prototypen fiir jegliche Art von Verdnderungen und damit grundlegend fiir die
Entwicklung des Beweglichen Denkens sind. Es bleibt festzuhalten, dass beide Fahig-
keitskataloge ,,Rdumliches Denken* und ,,Bewegliches Denken* jeweils in der Féhig-

keit zur Vorstellung von raumlichen Bewegungen ihre Wurzeln haben.

1.2.7 Kinematisches Denken und das ,,Prinzip der Bewegung*

Ein Denken in Bewegungen und Verdnderungen hat gerade in der Mathematik eine lan-
ge Tradition. Allerdings wird der Begriff ,,Bewegung® hier, wie auch in anderen Zu-
sammenhdngen, in deutlich verschiedenen Nuancen gebraucht, je nachdem, welcher
Bezugsrahmen betrachtet wird (z. B. Kongruenzabbildungen, Alltagssprache, Psycholo-
gie®, Philosophie, Physik). Im Folgenden werden einzelne dieser Aspekte dargestellt
und daraus durch Vergleich und Abgrenzung herausgearbeitet, was im Zusammenhang
mit der Entwicklung und Nutzung des Beweglichen Denkens im Mathematikunterricht
mit ,,Bewegung* gemeint ist.

In der Philosophie ist Bewegung®, im Sinne von Verinderung, eine Grunderschei-
nung der Welt. Diese Verdnderung manifestiert sich in einem Wechsel der Beschaffen-
heit, der Menge oder der Form von Dingen, die selbst bestehen bleiben. Es handelt sich
um einen Ubergang zu einem qualitativ neu bestimmten Anderssein, der nach Umfang,
Richtung, innerer GesetzméBigkeit, Dauer und Geschwindigkeit verschieden sein kann.
Bereits bei ARISTOTELES umfasst der Begriff ,,Bewegung* nicht nur die Orts- bzw. La-

geverdanderung, sondern jede Zustandsdnderung. Er schreibt:

% Ausfiihrungen zum Bewegungsbegriff der Psychologie finden sich in Abschnitt 1.2.2.
65 vgl. FAULBACH (1965): Der philosophische Begriff der Bewegung
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,Die Tiere und deren Teile, die Pflanzen und die einfachen unter den Korpern,
wie Erde, Feuer, Luft und Wasser; von diesen und Ahnlichem sagen wir ja, es sei
von Natur aus. (...) Von diesen hat ndmlich ein jedes in sich selbst einen Anfang
von Verinderung® und Bestand, teils bezogen auf Raum, teils auf Wachstum und
Schwinden, teils auf Eigenschaftsveranderung.” ARISTOTELES (1987), Buch II,
Kapitel 1, S. 51

,»Es ist (z. B.) dieser Erzklumpen der Moglichkeit nach ein Standbild, trotzdem ist
hier nicht das Zur-Wirklichkeit-Kommen des Erzes, insofern es eben Erz ist, die
Verdnderung; »Erz-sein« und »der-Mdglichkeit-nach-etwas-sein« sind ja nicht
dasselbe, indessen, wenn dies ohne weiteres und dem Begriffe nach dasselbe wi-
re, dann wire (hier) eben das Zur-Wirklichkeit-Kommen des Erzes als Erz die
Verdnderung. Es ist aber, wie gesagt, nicht dasselbe (...) Das Zur-Wirklichkeit-
Kommen des Moglichen, insofern es moglich ist, das ist ganz offenkundig: Ver-
dnderung. ARISTOTELES (1987), Buch III, Kapitel 1, S. 105

Diese Beschreibung von Bewegung ist sehr weit gefasst. So ist z. B. die Entwicklung
von der Kaulquappe zum Frosch in der oben skizzierten philosophischen Sicht von Be-
wegung enthalten. Dies ist im Hinblick auf den Mathematikunterricht sicher nicht von
Interesse. Allerdings verweist der Bewegungsbegriff bei ARISTOTELES durch seine sy-
nonyme Verwendung von Bewegung und (Ver-)Anderung darauf, dass Bewegung sich
nicht in einer rdumlichen Ortsdnderung von Korpern erschopft. Fiir den Mathematikun-
terricht weitet sich damit der Blick von Lageédnderungen im Raum bzw. in der euklidi-
schen Ebene z. B. hin zur Kovariation von abhingigen und unabhingigen Grof3en in
funktionalen Zusammenhangen.

In der Physik ist Bewegung zunichst eine Ortsverdnderung eines (starren) Korpers in
Bezug zu einem anderen Korper oder zu einem durch andere Korper festgelegten Be-
zugssystem. Jede Bewegung ist also eine Relativbewegung. In der Kinematik®’ wird der
Frage nachgegangen, wie sich ein Korper bewegt. Die Dynamik® dagegen beschiftigt
sich mit der Frage, warum sich ein Korper bewegt, d. h. welche Kréfte auf ihn wirken.
Im Zusammenhang mit dem Beweglichen Denken im Mathematikunterricht ist weniger
von Interesse, warum sich etwas bewegt, als vielmehr welche Auswirkungen eine Be-

wegung von bestimmten Teilen einer Konfiguration hat, also wie sich die abhéngigen

% Im griechischen Original steht hier das Wort kinesis, das soviel wie Bewegung, Verinderung, Wechsel
bedeutet.

%7 Von griechisch kinéma ,,Bewegung®.

% Von griechisch dynamis ,Kraft®.
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Teile bewegen. Dies erinnert an das von WITTMANN (1985a) formulierte operative Prin-
zip der Mathematikdidaktik, bei dem die Frage ,,Was geschieht mit ..., wenn ...* zent-
ral ist.

In der Mathematik tritt der Begriff ,Bewegungen® als Bezeichnung fiir die Kon-
gruenzabbildungen als Untergruppe der affinen Abbildungen auf. Dieser Bewegungs-
begriff ist im Zusammenhang mit dem Beweglichen Denken nicht gemeint. Zwar wird
gerade auch im Geometrieunterricht zur Erarbeitung der Kongruenzabbildungen auf der
intuitiven Ebene gerne mit stetigen Ubergiingen gearbeitet, aber beim Ziel, dem (geo-
metrischen) Abbildungsbegriff, interessiert nicht die Art des Ubergangs vom ,,Urbild
zum ,,Bild“, sondern es kommt im Wesentlichen auf die Zuordnung, im Sinne der Be-
wegung also nur auf den Anfangs- und Endzustand an.® Trotzdem spielt das Bewegli-
che Denken im Zusammenhang mit Kongruenzabbildungen bei der intuitiv-
propéddeutischen Begriffsverankerung und der Frage, wie sich verschiedene ,,Wege
durch den Definitionsbereich* auf den ,,Weg durch den Wertebereich* auswirken, eine
Rolle.

In der Mathematik kommen Bewegungen auch unter einem ganz anderen Gesichts-
punkt vor. Es geht dabei um ein Denken in Bewegungen und Verdnderungen, das eine
mogliche Herangehensweise an (mathematische) Fragestellungen darstellt. Ansitze da-
zu finden sich in der Mathematikgeschichte immer wieder. Bereits PLATON zdhlt zwar
die Bewegung als Werden nicht zur Ideenwelt, ldsst aber trotzdem einen bewegten
Punkt eine Linie erzeugen. THALES VON MILET benutzt im Beweis des Satzes, dass der
Durchmesser die Kreisfliche halbiert, eine Bewegungsvorstellung.”’ In den Elementen
des EUKLID (1997) werden die Kugel, der Kegel und der Zylinder im XI. Buch mit Hilfe

von Bewegungen definiert.”'

% Fiir einen Uberblick tiber die didaktische Diskussion zur Problematik der Abbildungsgeometrie im
Mathematikunterricht sei auf BENDER (1982) verwiesen.

0 vel. Seite 19

' So wird der Kegel z. B. wie folgt erklrt:

,»Ein Kegel ist der Korper, der umschlossen wird, wenn ein rechtwinkliges Dreieck, wihrend eine
der Seiten um den rechten Winkel fest bleibt, durch Herumfiihren wieder in dieselbe Lage zuriick-
gebracht wird, von der es ausging.” EUKLID (1997), XI. Buch, Definition 18, S. 316 (Hervorhe-
bung im Original)

Ubrigens ldsst sich z. B. auch die Definition der Pyramide dynamisch interpretieren:
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Im Jahr 1638 findet ROBERVAL'® eine
kinematische Methode zur Bestimmung der
Tangente an eine Kurve. Er betrachtet dazu
die Kurve als Bahn eines Punktes. Fiir einen
Punkt auf einer Ellipse gilt z. B., dass die
Summe seiner Entfernungen zu den beiden

Brennpunkten der Ellipse konstant ist. Dies

impliziert aber, dass sich der Punkt auf der

Ellipsenperipherie genauso schnell vom Abb. 15: Die Tangente an die Ellipse nach
. . . ROBERVAL

einen Brennpunkt wegbewegt, wie er sich

auf den anderen Brennpunkt zubewegt. Wie in Abb. 15 dargestellt, ergibt sich die Tan-

gentenrichtung damit aus der Richtung des Summenvektors der beiden Geschwindig-

keitsvektoren.

Das 17. Jahrhundert markiert den Beginn des systematischen Denkens in Verdnde-
rungen und Bewegungen. Diese Entwicklung in der Mathematik ist untrennbar mit den
Namen NEWTON und LEIBNIZ verbunden, die von den 60er bis zu den 80er Jahren des
17. Jahrhunderts den Grundstein dessen legten, was heute Infinitesimalrechnung ge-
nannt wird. Besonders NEWTONS Kalkiil basiert auf kinematischen Vorstellungen. Er
»~definiert die Bezugsobjekte seines Kalkiils sogar iiber die Anschauung eines stetigen
,,FlieBens®:

»(...) in the sequel I consider quantities as though they were generated by con-
tinuous increase in the manner of a space which a moving object describes in its
course.

We can, however, have no estimate of time except in so far as it is expounded

and measured by an equable local motion, and furthermore quantities of the same
kind alone, and so also their speeds of increase and decrease, may be compared

,Eine Pyramide ist ein von ebenen Fliachen umfater Korper, der von einer Fliache zu einem
Punkt zusammengeht.* EUKLID (1997), XI. Buch, Definition 12, S. 316 (Hervorhebung im Origi-
nal)

72 vgl. JAHNKE (1999), S. 64f

3 Diese Methode funktioniert nicht fiir die Tangenten an die Ellipse in den Schnittpunkten der Gerade
durch die Brennpunkte mit der Ellipsenperipherie. An diesen beiden Punkten addieren sich die beiden
Geschwindigkeitsvektoren zum Nullvektor.
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one with another. For these reasons I shall, in what follows, have no regard to
time, formally so considered, but from quantities propounded which are of the
same kind shall suppose some one to increase with an equable flow: to this all the
others may be referred as though it were time, and so by analogy the name of
‘time’ may not improperly be conferred upon it. And so whenever in the follow-
ing you meet with the word ‘time’ (...), by that name should be understood not
time formally considered but that other quantity through whose equable increase
or flow time is expounded and measured.

But to distinguish the quantities which I consider as just perceptibly but indefi-
nitely growing from others (...) I will hereafter call them fluents and designate
them by the final letters v, x, y and z. And the speeds with which they each flow
and are increased by their generating motion (which I might more readily call
fluxions or simply speeds) I will designate by the letters v, x, yand z (...).”

NEWTON (1670/71), p. 73
Fiir den Mathematikunterricht wird ein Denken in Bewegungen und Verdnderungen erst
im Zuge der Meraner Reformvorschldge von 1905 auch vor dem Hintergrund der indus-
triellen Revolution und dem damit verbundenen mechanistischen Weltbild propagiert.”
Kernpunkt ist dabei eine beweglich-kinematische Sichtweise des funktionalen Den-
kens.” Fiir den Geometrieunterricht finden sich Aspekte eines kinematischen Denkens,
teilweise unter der Bezeichnung ,,Prinzip der Bewegung®, bereits seit Ende des 19.
Jahrhunderts in Lehrbilichern der Elementargeometrie fiir die hoheren Schulen. Das be-
kannteste und am weitesten verbreitete war das dreibéndige ,,Lehrbuch der Elementar-
Geometrie® von HENRICI/TREUTLEIN. ® Das Besondere an diesem Werk ist, dass geo-
metrische Objekte als auseinander hervorgehend gesehen werden, und zwar in Form
von kontinuierlichen Bewegungen bzw. Verdnderungen im Raum und in der Zeit.
TREUTLEIN (1911) stellt spéter in seinem Buch ,,Der geometrische Anschauungsunter-
richt* wesentliche Aspekte des Prinzips der Bewegung heraus:

,Als einer der Hauptunterschiede altgriechischer und neuzeitlicher Geometrie gilt

das, daf in jener die Figuren sdmtlich als starr und fest gegeben angenommen

werden, in dieser als beweglich und gewissermaBen flieBend, in stetem Ubergang

von einer Gestaltung zu anderen begriffen. Sollen unsere Schiiler in die heutige

Form der Wissenschaft und gar gelegentlich in deren Anwendung eingefiihrt wer-

den, so miissen auch sie beizeiten daran gewohnt werden, die Figuren als jeden
Augenblick verdnderlich zu denken und dabei auf die gegenseitige Abhéngigkeit

7 Eine ausfiihrliche Darstellung dieser Zeit findet sich bei KRUGER (2000b).

7 Vgl. fiir nihere Ausfiihrungen zum Zusammenhang zwischen funktionalem Denken und Beweglichem
Denken den Abschnitt 1.2.8 ab S. 69.

76 HENRICI/TREUTLEIN (1891), HENRICI/TREUTLEIN (1897), HENRICI/TREUTLEIN (1901)
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ihrer Stiicke zu achten, diese zu erraten, bald auch die dabei herrschende Gesetz-
mifigkeit erfassen und beweisen zu konnen.

Der Auffassung der Figuren als starrer Gebilde kann und muf} in verschiedener
Weise entgegen gearbeitet werden.

Das eine hierzu Erforderliche ist das Beweglichmachen der Teile einer Figur.
Modelle, moglichst solche mit Gelenken oder Scharnieren, tun hierbei die besten
Dienste. Man wird zeigen, da3 das Quadrat in eine Raute, dall das Rechteck in ein
schiefes Parallelogramm tiibergefiihrt werden kann, und dal3 die Abidnderung der
Grofe eines Winkels hierbei die Abdnderung der {ibrigen drei Winkel (aber nicht
der Seiten) bedingt. (...)

Hierbei kann wohl auch ein zweites miterledigt werden: die Erzeugung der Grenz-
fille. Man wird bei dem beniitzt gedachten Quadrat- oder Rechteckmodell durch
volles Zusammenlegen der Stidbe die Strecke erzeugen; (...) man wird aus dem
Viereck durch allméhliche VergroB3erung eines Winkels, bis dieser ein gestreckter
geworden, das Dreieck ableiten (...) u. dgl. m. (...).”“ TREUTLEIN (1911), S. 202f

Ziel dieses Arbeitens mit Bewegungen und Verdnderungen war es, den Schiilerinnen
und Schiilern die anschaulichen Bewegungen und Verdnderungen als Strategie beim
mathematischen Arbeiten an die Hand zu geben. Damit sollten durch stetige Ubergiinge
verschiedene geometrische Objekte miteinander in Beziehung gesetzt werden. Sétze
sollten Bewegungsinvarianten angeben und Begriffe durch dynamische Verdanderungen
von Figuren hinsichtlich Inhalt und Umfang exploriert werden. In Kategorien des Be-
weglichen Denkens gesprochen ging es darum, geometrische Objekte nicht mehr aus-
schlieBlich statisch wahrzunehmen, sondern Bewegungen in sie hineinzusehen und mit
ithnen zu argumentieren. Dies sollte auch dazu dienen, die Gesamtkonfiguration und
zugehorige wesentliche Aspekte (z. B. Grenzlagen) besser erfassen und analysieren zu
konnen. Der Versuch einer konsequenten und mdoglichst weitgehenden Umsetzung des
Prinzips der Bewegung fiir den Geometrieunterricht findet sich z. B. auch in dem (1928
erschienenen) flir den Schulgebrauch bestimmten Buch ,Los von Euklid“ von
KUsserOw (1985) und im Schulbuch ,,.Bewegungsgeometrie von BOTSCH (1958). An-
sdtze davon sind auch noch bei LIETZMANN (1959) in seinem fiir den Unterrichts-
gebrauch geschriebenen Buch ,,Experimentelle Geometrie® zu finden. Leider sind diese
Ansidtze im Zuge der Strukturorientierung der ,,Neuen Mathematik® mit ihrer Betonung
der abbildungsgeometrischen Methode verdrangt worden.

In den 60er Jahren des 20. Jahrhunderts wird der Begriff , kinematisches Denken*

explizit verwendet. Es geht dabei
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, ... um die Verdnderung mathematischer Grof8en und, soweit diese raumlich dar-
stellbar sind, auch um Bewegungen. (...) Im folgenden soll (...) unter Bewegung
immer eine Verdnderung, genauer: ein Verdnderungsprozefl verstanden werden,
und zwar im allgemeinen ein stetiger, der in der Zeit ablauft.” STRUNZ (1968,
S.211)

Fiir STRUNZ gibt es zwar Gegenstandsbereiche, die stirker zum kinematischen Denken
anregen als andere, in seinen Augen ist aber der individuelle Strukturtyp des Denkens
der entscheidende Einflussfaktor fiir eine eher kinematische oder eine eher statische
Denkweise.”” Trotzdem sei es mdglich kinematisches Denken zu schulen, und zwar

insbesondere in der Geometrie durch

,»die Besprechung von Aufgaben, bei denen verlangt wird, im Geiste Verdnderun-
gen an einzelnen Teilen einer Figur vorzunehmen und sich dann vorzustellen,
welche Bahnkurven und welche neuen Figuren diese Variationen ergeben.”’
STRUNZ (1968), S. 151

Aus dem Blickwinkel des Beweglichen Denkens betrachtet, beschreibt STRUNZ hier die
Fahigkeit ,,Bewegung hineinsehen und damit argumentieren®.
Die Wichtigkeit des kinematischen Denkens betont STEINER (1967), wenn er zu-

nichst offensichtlich bedauernd feststellt:

» (...) die an der ,Abhéngigkeit von verdnderlichen GroBen‘ orientierte kinemati-
sche Denkweise, die in der Forderung des funktionalen Denkens immer mitge-
meint war, scheint einer mehr statischen Denkweise weichen zu miissen. Das wire
ohne Zweifel ein Verlust an Vorstellungen, die bei all ihrer Ungenauigkeit fiir die
produktive mathematische Arbeit wie fiir das {iber das Formale hinausgehende
Verstindnis mathematischer Begriffe, und damit auch fiir den Unterricht, unent-
behrlich sind. Hierzu ist jedoch zu sagen, daB3 die ,kinematische Denkweise’ im
Rahmen einer modernen Funktionenlehre keineswegs verlorenzugehen braucht,
ohne dal man wieder von verdnderlichen Gréflen und Abhéngigkeiten zwischen
diesen redet. Man wird sie da entwickeln, wo sie genauer zu fassen ist, und das
auch bewuf3t machen, ndmlich an den Beispielen, bei denen im Definitions- und
Wertebereich eine Ordnungsrelation (oder ein Umgebungsbegriff) gegeben ist. So

7 Dies erinnert stark an die von SCHWANK untersuchten personenbezogenen Priferenzen fiir pradikatives
bzw. funktionales Denken.

8 STRUNZ spekuliert im Anschluss an dieses Zitat dariiber, ob der Unterrichtsfilm nicht zur Ausbildung
des kinematischen Denkens beitragen kann, wobei ihm folgendes Vorgehen vorschwebt:

»Zuerst werden dem Schiiler die Bilder im Film dargeboten, spdter moge er ohne dieses Hilfsmittel
nur mit vorgestellten Bildern arbeiten, mit eigenen inneren Bildern, welche seine produktive Vor-
stellungskraft nunmehr selbststindig nach mathematischen Gesichtspunkten variiert. STRUNZ
(1968), S. 151
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wird man Feststellungen zulassen und auch pflegen, bei denen etwa gesagt wird:
Wenn ich den geordneten Definitionsbereich in einem bestimmten Sinne durch-
laufe, so werden die Werte des Wertebereiches vermoge der Zuordnung f in dem
und dem Sinne durchlaufen. Dazu miissen dann natiirlich strengere Formulierun-
gen treten, wie sie etwa in der Definition der Monotonieeigenschaft vorliegen:
Wenn x; < X, so f(x;) < f(x) (usw.)*“. STEINER (1967), S. 170f

STEINER spricht hier einen wesentlichen Punkt an. Sich unter kinematischem Denken
einfach Grdéfen irgendwie verdnderlich vorzustellen, reicht fiir Argumentationen nicht
aus. Die Verdnderungen miissen bewusst und gezielt vorgenommen werden. Dazu ist es
aber in der Tat notwendig, Verdnderungen in einem Definitionsbereich durchzufiihren,
der eine Ordnungsrelation aufweist und durch die funktionale Abhéngigkeit auch eine
Ordnungsrelation im Wertebereich induziert. Nur auf dieser Basis kann das Anderungs-
verhalten erfasst werden und eine strengere, quantifizierbare Auseinandersetzung mit
der Art und Weise der Anderung erfolgen.” Diesen wichtigen Aspekt im Zusammen-
hang mit dem kinematischen Denken, der bei STRUNZ nicht angesprochen und bei
STEINER nur mit dem Hinweis auf die Monotonieeigenschaft angedeutet wird, arbeiten
BENDER/SCHREIBER (1985) heraus. In ihrem Buch mit dem Titel ,,Operative Genese der
Geometrie* wird die rdumliche Bewegung als anschaulicher Prototyp jeglicher Bewe-
gung bzw. Anderung betrachtet.

,.Schon in den lebensweltlichen Anfingen operativer Begriffsbildung™ spielt die
Analyse funktionaler Abhingigkeiten eine wesentliche Rolle. — Wie wirken sich
an Gegenstinden Anderungen von gewissen Teilen (Bewegung, Verformung) auf
andere Teile aus (beim Wankelmotor, beim Scheibenwischer, beim Korkenzieher,
usw.)? Solche Uberlegungen, deren mathematische Fassung fiir viele einfache Ob-
jekte gar nicht so elementar ist, bilden die Grundlage fiir ein abstrakteres funktio-
nales Denken in der Mathematik im Sinne der Meraner Reformvorschlige von
1905: Wenn bei einer Funktionsvorschrift der Definitionsbereich in irgendeiner

7 Auf den Seiten 78f dieser Arbeit arbeite ich Schritte beim , Bewegung hineinsehen und damit argumen-
tieren® heraus, bei denen es unter anderem auch darum geht, den Definitionsbereich im Rahmen der zur
Verfiigung stehenden Freiheitsgrade geeignet auszuwihlen bzw. die Freiheitsgrade einzuschranken. Erst
dadurch werden vorgenommene Verdanderungen iiberschaubar und so fiir Argumentationen nutzbar.

% BENDER/SCHREIBER formulieren das Prinzip der operativen Begriffsbildung wie folgt:

,Geometrische Begriffe sind operativ zu bilden, d. h.: Von bestimmten Zwecken ausgehend wer-
den Normen zur Herstellung von Formen entwickelt, die jene Zwecke erfiillen. Die Normen, zu-
meist Homogenitétsforderungen, werden in Handlungsvorschriften zu ihrer exhaustiven Realisie-
rung umgesetzt und sind damit inhaltliche Grundlage der ihnen entsprechenden Begriffe.“
BENDER/SCHREIBER (1985), S. 26
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Weise durchlaufen wird, wie sieht dann der zugehorige Weg durch den Wertebe-

reich aus?

Abb.163 Umfangswinkelsatz

Zur Ausbildung eines solchen Denkens ist die
Geometrie besser geeignet als die Analysis, weil sie
mit Ebene und Raum als Punktmengen reichhaltigere
Definitionsbereiche anbietet, in denen man auch
wirklich unterschiedliche Wege gehen kann.
Beispiel: Fiir zwei gegebene, verschiedene, feste
Punkte A, B wird jedem anderen Punkt X das
Winkelmal3 w(X) := w(4XB) zugeordnet. Wie dndert
sich w(X), wenn man X variiert, z. B. speziell auf
einem Kreis durch 4 und B?

Auch Figurenmengen liefern in der Geometrie

sinnvolle Definitionsbereiche. Eine Bewegung (ein ,Wandern‘) ist dann nichts
anderes als eine Abfolge von Elementen dieses Bereichs (bzw. von Teilmengen
des euklidischen Raums), eine Abfolge von Lagen, bei der funktionale Betrach-
tungen angestellt werden konnen, z. B.: Wie dndert sich das Volumen einer Figur
bei einer (als Bewegung gedachten) Streckung?

Erst in der Verdnderlichkeit zeigt sich die Abhédngigkeit, und es ergibt sich u. U.
die Notwendigkeit, Definitions- und Wertebereich einzurichten und die Abbil-
dungsvorschrift genauer zu spezifizieren (...).” BENDER/SCHREIBER (1985),

S. 203f

In neuerer Zeit gibt es, auch im Zuge der flichendeckenden Einfiihrung von dynami-

scher Geometriesoftware (DGS) an den Schulen, wieder mehr Befiirworter eines Geo-

metrieunterrichtes, der Bewegungen und Verdnderungen einbezieht und als Argumenta-

tionsgrundlage zuldsst. Ein vehementer Verfechter ist z. B. BENDER (1989), der fiir

»,Anschauliches Beweisen im Geometrieunterricht — unter besonderer Beriicksichtigung

von (stetigen) Bewegungen bzw. Verformungen® plddiert. Er hat die folgende umfang-

reiche Liste der Funktionen stetiger Bewegungen bzw. Verformungen bei elementarge-

ometrischen Beweisen zusammengestellt und an Beispielen illustriert:

A. ,.Sie liefern den Beweis selbst (z. B. Existenznachweis mit Stetigkeitsargu-

menten).

B. Sie vertiefen den Glauben an den Beweis, indem sie ihn plausibel bzw. plau-
sibler machen (z. B. mit der Idee der Freiheitsgrade).

C. Sie unterstiitzen die Einsicht in die Allgemeingiiltigkeit einer Behauptung, in-
dem sie viele Fille zeigen, Sonderfille in allgemeine Fille einbetten (und sie
so hervorheben) und iiberhaupt Ubergiinge zwischen Fillen demonstrieren.
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Sie erzeugen Vermutungen, Sitze, Beweisideen, indem sie Verdnderungen
und Invarianten zeigen (s. Rotweinbeweis™).

Sie visualisieren den Ablauf eines Beweises und strukturieren ihn, indem sie
einzelne Beweis,stationen® verbinden und die Umstrukturierungsoperationen
leiten (z. B. ,Scherungsbeweis® des Kathetensatzes).

Sie stehen fiir Handlungen und machen die geometrischen Operationen da-
durch zuginglicher, plausibler.

Sie regen eine allgemeine Sichtweise geometrischer Figuren als beweglich
bzw. verdnderlich an, die grundsitzlich geometrischen und auBlergeometri-
schen Denkweisen forderlich ist.“ BENDER (1989), S. 129

Die von BENDER (1989) genannten Aspekte machen deutlich, dass das Prinzip der Be-

wegung das Potenzial hat, bei geometrischen Argumentationen Zusammenhinge deutli-

cher herauszustellen, Beweise griffig zu strukturieren und das intuitive Verstindnis

(gemeint ist hier die Plausibilitdt) durch die Beweisfiihrung zu erhéhen. Ein Ansatz-

punkt zur Nutzung der genannten Moglichkeiten im Unterricht konnte die Verwendung

dynamischer Visualisierungen sein, fiir die DANCKWERTS/VOGEL (2003) plddieren. Die

folgende Passage stiitzt sich auf die Diskussion einer Herangehensweise an den Satz des

Pythagoras, deren Kern eine dynamische ,,Stuhl der Braut“-Konfiguration® ist.

»Nach der Analyse der verbliiffend konstruktiven Rolle dynamischer Vi-
sualisierung bei der Entdeckung und Begriindung des Satzes des Pythagoras wa-
gen wir einen ersten Anlauf programmatischer Orientierung.

1.

Ehe die dynamische Visualisierung zum Zuge kommen konnte, mussten wir
dem ehrwiirdigen Satz des Pythagoras eine operative Sicht abgewinnen.
Vielleicht ist die Moglichkeit, einen eher statisch formulierten ma-
thematischen Satz operativ zu fassen, einer der Schliissel, um das Instrument
dynamischer Visualisierung mit Gewinn einsetzen zu konnen. Wer sich also
der medialen Chancen dynamischer Visualisierung bedienen will, wird im
Allgemeinen zunichst eine verdnderte Perspektive auf den mathematischen
Gegenstand einnehmen miissen.

! BENDER bezicht sich hier auf den von HEIDENREICH vorgestellten Beweis fiir den Satz, dass das Kan-
tenmittensechseck des Wiirfels eben und regelmaBig ist:

»Man denkt sich einen Glaswiirfel voll mit Rotwein auf eine Ecke gestellt (etwa auf einem drei-
beinigen Gestell), so dal eine Raumdiagonale lotrecht ist, und 146t den Rotwein durch ein Loch
ganz unten auslaufen. Die 3 Wiirfelkanten, die an die Spitze stoflen, haben alle dieselbe Neigung
gegen die Lotrechte, d. h. alle Kanten des Wiirfels, die ja zu einer der 3 an der Spitze parallel sind,
haben dieselbe Neigung. Beim Auslaufen erreicht der Rotweinspiegel zunéchst gleichzeitig die 3
Ecken, die zur Wiirfelspitze benachbart liegen, und dann gleichzeitig die 6 Kantenmitten. Damit
ist die Ebenheit nachgewiesen. Fiir den Beweis der RegelméBigkeit mul man sich noch ein paar,
allerdings nicht allzu fern liegende, Gedanken machen.* BENDER (1989), S. 120

2 Ein entsprechendes DynaGeoX-Applet des Autors findet sich im Internet unter der Adresse
http://www.juergen-roth.de — EUKLID DynaGeo — P — Pythagoras — Stuhl der Braut.
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2. Der Einsatz dynamischer Visualisierung hatte sich deshalb gelohnt, weil es
moglich wurde, die Gesamtheit aller konkurrierenden Konfigurationen in den
Blick zu nehmen.

Vermutlich wird sich dynamische Visualisierung in Situationen lohnen, in de-
nen es flir das Verstehen zwingend ist, die volle Variabilitit konkurrierender
Konstellationen mitzudenken.

3. Zur Not hitte man sich die Folgen einer Variation des Punktes P auch ,im
Kopf* mit einiger Miihe vorstellen konnen. Aber der Einsatz dynamischer Vi-
sualisierung hat diese Vorstellung wirksam und nachhaltig unterstiitzt.
Dynamische Visualisierung wird sich lohnen, wenn eine gesuchte Losung nur
schwer im Kopf vorstellbar ist.

Das Medium Computer mit der Mdglichkeit zur dynamischen Visualisierung

soll helfen,

e wesentliche inhaltliche Orientierungen in der Mathematik zu unterstiitzen
(,addquates Bild von Mathematik*; wissenschaftstheoretischer Aspekt)

e den explorierenden Umgang mit Mathematik zu stirken (,heuristische
Wirksamkeit®; lerntheoretischer Aspekt). DANCKWERTS/VOGEL (2003),
S. 21

Die Ausfithrungen zum kinematischen Denken und dem ,,Prinzip der Bewegung* fiir
den Geometrieunterricht machen deutlich, dass verschiedene Autoren im Zusammen-
hang mit diesen Begriffen jeweils ganz unterschiedliche Aspekte in den Mittelpunkt
stellen. Im Hinblick auf das kinematische Denken lassen sie sich im Wesentlichen mit

8 sowie

den beiden Fidhigkeiten ,,Bewegung hineinsehen und damit argumentieren
,,Anderungsverhalten erfassen und beschreiben, also der ersten und der dritten Fihig-
keit des Beweglichen Denkens umschreiben. Beim ,,Prinzip der Bewegung® fiir den
Geometrieunterricht steht wieder die Féahigkeit ,,Bewegung hineinsehen und damit ar-
gumentieren im Vordergrund. Hier wird mit Hinweis auf Sonder- und Grenzfille aller-
dings auch Wert auf die Fihigkeit ,,Gesamtkonfiguration erfassen und beschreiben®
gelegt, die im Zusammenhang mit dem kinematischen Denken nicht genannt wird. Der
Begriff ,,Bewegliches Denken ist als Synthese dieser sich gegenseitig bedingenden
Féhigkeiten zu verstehen. Meiner Einschidtzung nach ist ein Arbeiten mit Bewegungen
und Veranderungen im Mathematikunterricht nur dann Gewinn bringend fiir Schiilerin-

nen und Schiiler, wenn sie iiber diese Fahigkeiten verfiigen bzw. wenn diese im Unter-

richt bewusst gefordert werden.

¥ Der Begriff , Bewegung® umfasst hier neben der rdumlichen Bewegung auch andere Verinderungen,
wie z. B. die Kovariation (vgl. FuBBnote 87 auf Seite 69) von abhédngigen und unabhéngigen Groflen in
funktionalen Zusammenhéngen.
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1.2.8 Funktionales Denken

In welcher Beziehung steht die Fihigkeit zum Umgang mit Verdnderungen und dem
daraus resultierenden Anderungsverhalten®" zum funktionalen Denken®? Um diese
Frage zu beantworten, werden zunéchst (die) zentrale(n) Aspekte des funktionalen Den-
kens zusammengestellt.** VOLLRATH (1989) geht von folgender Auffassung aus:

,Funktionales Denken ist eine Denkweise, die typisch fiir den Umgang mit Funk-
tionen ist.“ VOLLRATH (1989), S. 6

Auch wenn es bei vielen empirischen Untersuchungen zum Funktionsbegriff um die
Frage geht, ob Schiilerinnen und Schiiler eine korrekte (DIRICHLETsche) Definition des
Begriffs ,,Funktion angeben und zwischen Beispielen und Gegenbeispielen fiir Funkti-
onen unterscheiden kénnen (vgl. MULLER-PHILIPP (1994), S. 30—-63) ist das nicht der
Kern des funktionalen Denkens. Bei VOLLRATH geht es nicht nur um die Kenntnis und
den verstandigen Umgang mit dem DIRICHLETschen Funktionsbegriff. Er hilt vielmehr
folgende drei Aspekte beim gedanklichen Umgang mit Funktionen fiir zentral:

(1) den Zuordnungscharakter,

(2) das Anderungsverhalten®” und

(3) die Sicht als Ganzes.™

Diese Punkte erldutert er wie folgt:

(1) ,,Durch Funktionen beschreibt oder stiftet man Zusammenhédnge zwischen
GroBen: einer Grofle ist dann eine andere zugeordnet, so dall die eine Grofle
als abhangig gesehen wird von der anderen. (...) Die Ausprigung funktionalen

% Dies ist eine Umschreibung des Beweglichen Denkens!

% KRUGER (2000b) liefert eine umfassende historische Darstellung der Entwicklungsgeschichte des funk-
tionalen Denkens im Zuge der Meraner Reform von 1905 und eine Wiirdigung der Konsequenzen fiir den
Mathematikunterricht bis in die heutige Zeit. Da die vorliegende Arbeit nur einen kurzen Abriss bieten
kann, sei fiir eine vertiefte Auseinandersetzung mit dem Thema auf dieses Werk verwiesen.

8 Zum Thema ,,funktionales Denken und Funktionen im Mathematikunterricht gibt es umfangreiche
angloamerikanische Literatur. Einen guten Uberblick bietet der von DUBINSKY/HAREL (1992) herausge-
gebene Sammelband ,,The Concept of Funktion®.

¥ MALLE (2000b) verwendet statt ,, Anderungsverhalten® synonym den Begriff ,,Kovariation, der auch in
der neueren angloamerikanischen Literatur als ,,covariation* géngig ist, und begriindet das wie folgt:

,Er driickt meines Erachtens in recht einprigsamer Weise aus, worum es geht, nidmlich um ein
,Ko-Variieren’, das heilit ,Miteinander-Variieren’ der beiden Variablen.”“ MALLE (2000b), S. 8

% VOLLRATH (2003), S. 129f
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Denkens zeigt sich an dem Grad der Beherrschung dieser Ausdrucksmittel
zum Erfassen und Losen von Problemen.

(2) Durch Funktionen erfasst man, wie Anderungen einer GréBe sich auf eine ab-
hingige GroBe auswirken. (...) Die Auspriagung des funktionalen Denkens
zeigt sich also auch daran, in welcher Weise Anderungen geplant, durchge-
fiihrt, analysiert und zur Losung von Problemen eingesetzt werden konnen.

(..)

(3) Mit Funktionen betrachtet man einen gegebenen oder erzeugten Zusammen-
hang als Ganzes. (...) Die Auspriagung des funktionalen Denkens zeigt sich an
der Fahigkeit, in unterschiedlichen Darstellungen von Funktionen das Ganze
der Funktion zu erfassen und in der Fiahigkeit, vom Einzelnen aufs Ganze und
umgekehrt vom Ganzen aufs Einzelne ,umzuschalten®.“ VOLLRATH (1989),
S. 8-16

VOLLRATH erfasst hier also sowohl den statischen Aspekt der Zuordnung, als auch den
dynamischen Aspekt der Anderung und schlieBlich mit der ,,Sicht als Ganzes* einen
Aspekt der ein Durchlaufen des ,,gesamten‘ Definitionsbereiches nahe legt, wenn nicht
nur lokal argumentiert werden soll. Die Integration von statischen Aspekten in das funk-
tionale Denken steht, wie VOLLRATH selbst erkl'eirtgg, in Kontrast zu der Auffassung des
funktionalen Denkens, wie es im Umfeld der Meraner Vorschlidge von 1905 verstanden
und als Schlagwort geprigt wurde. Dort ging es bei der ,,Erzichung zum funktionalen
Denken®, wie KRUGER (2000b) in ihrem gleichnamigen Buch herausarbeitet, um Denk-
gewohnheiten, fiir die bewegliche, kinematische Sichtweisen von Mathematik charakte-
ristisch sind. Diese Denkweisen entsprechen dem, was im Abschnitt {iber das kinemati-
sche Denken und das ,,Prinzip der Bewegung“ im Geometrieunterricht® dargestellt
wurde. RUDERT (1919) schreibt dazu:
,Die Untersuchung iiber die Grundlagen des funktionalen Denkens hat zu begin-
nen mit der Feststellung, in welchem Falle oder genauer von welchem Augenbli-
cke an die Vorstellung einer Zuordnung als funktional zu gelten hat. Damit, dal3
jemand der Quadratseite von 1 cm Linge den Flicheninhalt 1 cm?, der von 4 cm
Linge den Flicheninhalt 16 cm® und der von 6 cm Linge den Flicheninhalt von
36 cm” zuordnet, damit allein hat er die Abhéngigkeit noch nicht funktional er-
faflt, andererseits aber beginnt das funktionale Vorstellen nicht erst mit der Fahig-
keit, sich zu einer sfetig variierenden Seitenldnge die zugehorige also ebenfalls

stetig variierende Quadratflache vorzustellen. Funktional kann die Vorstellung be-
reits dadurch werden, daf3 einander zugeordnet werden: Seite 1 cm, Fliache 1 cmz;

% VOLLRATH (1989), S. 7
P vgl. S. 58f
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Seite 2 cm, Fliache 4 cm?; Seite 3 cm, Fliche 9 sz; Seite 4 cm, Flache 16 cm’; ...
ohne Riicksicht auf die Quadrate, die zwischen den angegebenen liegen. Die not-
wendige Bedingung aber fiir ein funktionales Erfassen einer solchen Anzahl von
Wertepaaren ist, dafl dieselben nicht als Einzelprobleme aufgefasst werden, son-
dern dass sie untereinander, jedes mit seinem Nachbarn, in Beziehung gesetzt,
verglichen werden.” RUDERT (1919), S. 31

Hier wird deutlich, dass die gleichmiBige Verdnderung einer GroBe und das Erfassen
der Anderung der abhingigen GroBe(n) das entscheidende Kriterium des funktionalen
Denkens im Sinne der Meraner Reform war. Dabei muss die Verdnderung des Argu-
ments nicht unbedingt stetig, aber doch stets gleichméBig erfolgen. Auch ein diskretes
Variieren ist moglich, wie man an RUDERTS Beispiel deutlich erkennt.”' Er erldutert
auch, warum die Verdanderung des Arguments gleichmiBig erfolgen muss:

,Darin besteht ja die eigenartige Schwierigkeit des funktionalen Vorstellens, da3

es das gleichzeitige BewufStsein zweier Grofsenreihen zur Voraussetzung hat, der-

art, da3 beim Durchlaufen der einen die andere gleichzeitig mit ablduft, der ersten

sich zuordnend. Um diese Arbeit zu erleichtern, bezw. iiberhaupt zu ermdglichen,
muf} die Argumentreihe eine einfache Form annehmen.* RUDERT (1919), S. 37f

Wie hingt nun Bewegliches Denken mit dem funktionalen Denken zusammen? Zu-
ndchst ist Bewegliches Denken eine Synthese des kinematischen Denkens mit dem
,Prinzip der Bewegung® fiir den Geometrieunterricht und damit weitgehend deckungs-
gleich mit dem Versténdnis des funktionalen Denkens der Meraner Reform. Dies wie-
derum bedeutet, dass das Bewegliche Denken gerade den dynamischen Anteil des funk-
tionalen Denkens im Sinne VOLLRATHS reprisentiert und folglich eine echte Teilmen-
ge des so verstandenen funktionalen Denkens ist. Es ist mir wichtig, an dieser Stelle da-
rauf hinzuweisen, dass das Bewegliche Denken sich nicht im Aspekt ,,Anderungsverhal-

ten* bzw. ,,Kovariation* des funktionalen Denkens nach VOLLRATH erschopft, sondern

°! Diese Moglichkeit des diskreten, aber gleichméBigen Variierens wird in Diskussionen zum Thema
,funktionales Denken“ oft {ibersechen. Welchen wertvollen Beitrag dieses diskrete Vorgehen zur Entwick-
lung des Funktionsbegriffs und zur Propadeutik der Analysis leistet, hat THIES (2002) herausgearbeitet.

%2 Betrachtet man die Fahigkeiten, die nach VOLLRATH im Fokus von Untersuchungen zur Entwicklung
des funktionalen Denkens stehen sollten, dann werden der statische und der dynamische Anteil des funk-
tionalen Denkens noch einmal sehr deutlich:

,»(1) Zusammenhénge zwischen Grofen festzustellen, anzugeben, anzunehmen und zu erzeugen,;
(2) Hypothesen iiber die Art eines Zusammenhanges und iiber den EinfluB von Anderungen zu
bilden, zu kontrollieren und gegebenenfalls zu revidieren.” VOLLRATH (1989), S. 28
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auch den Aspekt ,,Sicht als Ganzes* mit umfasst. Die ,,Sicht als Ganzes* kommt insbe-
sondere in der Fahigkeit ,,Gesamtkonfiguration erfassen und analysieren des Bewegli-
chen Denkens zum Tragen.

In dieser Arbeit geht es darum, ob und wenn ja, wie Bewegliches Denken im Ma-
thematikunterricht entwickelt werden kann. Dass es notwendig ist, Verdnderungen und
das damit zusammenhiingende Anderungsverhalten der abhingigen GroBen stirker im
Mathematikunterricht zu thematisieren und ein besseres Verstindnis dafiir zu entwi-
ckeln, wird an Defiziten von Schiilerinnen und Schiilern in diesem Bereich deutlich.
Exemplarisch sei hier auf drei Ergebnisse verwiesen, die bei unterschiedlichen Repra-
sentationsformen von funktionalen Zusammenhingen auftreten: JANVIER (1978) stellt
im Zusammenhang mit dem Lesen und Interpretieren von Graphen funktionaler Zu-
sammenhinge in Umweltsituationen die Schwierigkeit fest, stetige Verdnderlichkeit
nachvollziehen zu konnen. Dies manifestiert sich unter anderem darin, dass groe Zu-
nahmen mit groBen (absoluten) Werten verwechselt werden.”> Weiterhin koénnen die
Schiiler bei einer Darstellung die Verdnderung der Werte, und damit die Dynamik der
dargestellten Situation, nicht nachvollziehen, da sie nicht iiber ein ,,Punkt-fiir-Punkt-
Verstidndnis“** hinaus zu einem Intervall- bzw. Variablenverstindnis kommen. Ahnli-

ches schreibt VOLLRATH (1989) in seinem Artikel {iber das funktionale Denken:

»Im Umgang mit Wertetabellen liberwiegt die Betrachtung ,horizontaler* Zusam-
menhénge zwischen den Spalten; ,vertikale® Zusammenhénge treten zuriick.
VOLLRATH (1989), S. 31

Schiilerinnen und Schiiler scheinen demnach beim Arbeiten mit Wertetabellen im We-
sentlichen den Zuordnungscharakter (,,Einem ,x-Wert® wird ein Funktionswert zuge-
ordnet.*) zu sehen und den Anderungscharakter (,,Wie dndert sich der Funktionswert,
wenn der ,x-Wert* verdndert wird?*) tendenziell zu vernachlissigen. Diese Problematik
findet sich auch bei MONK (1992), der hier von ,,Pointwise questions* und ,,Across-

Time questions* spricht und davon berichtet,

Mit der ersten Féhigkeit wird stirker der statische Zuordnungsaspekt erfasst, wihrend die zweite Fahig-
keit den dynamischen Aspekt in den Blick nimmt.

% JANVIER (1978) schreibt: ,Large increases are identified with large values of the variables. (...) The
idea of ‘faster* is meaningless and confused with that of ‘higher‘.“ JANVIER (1978), S. 10.20f

% (...) the impossibility to go beyond point-by-point reading. JANVIER (1978), S. 10.18
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,(...) that students find Across-Time questions much more difficult than Point-
wise questions. (...) For instance, a student could use a table of position vs. time
to calculate distances covered by a car over various time intervals and yet not be
able to determine whether or not the car is speeding up.“ MONK (1992), p. 176

MULLER-PHILIPP (1994) beschreibt Probleme von Schiilerinnen und Schiilern mit dem
Begriff ,,Steigung* und seiner Realisierung in Funktionsgleichungen und Funktionsgra-
phen, die auf ein fehlendes inhaltliches Verstiindnis des Anderungsverhaltens zuriickzu-
fiihren sind:
»Vor allem der Begriff der Steigung scheint nicht inhaltlich verankert zu sein
(Steigung ist ein Verhéltnis? Verhiltnis wovon? Wo findet man dieses Verhiltnis
in einer Gleichung/in einem Graphen?). Diese Aussage gilt nicht nur fiir viele
Schiiler der Sekundarstufe I, sondern auch fiir zahlreiche éltere Schiiler und sogar
Studenten. Zudem ist zu beobachten, dass dort, wo bestimmte Fakten erinnert
werden (z. B. eine nach unten gedffnete Parabel hat einen negativen Streckfaktor),
oft keine Begriindungen fiir diese Fakten bekannt sind, was den Transfer der an

einer exemplarischen Funktionenklasse erworbenen Kenntnisse auf andere Klas-
sen erschweren muf3.“ MULLER-PHILIPP (1994), S. 89f

1.2.9 Zusammenfassung des Begriffsgefliges

Das Bewegliche Denken ist Teil eines grofleren Begriffsgefiiges. Es gibt Denkweisen,
die echte Teilaspekte des Beweglichen Denkens sind, wie das funktionale Denken im
Sinne der Gegeniiberstellung ,,pradikatives versus funktionales Denken von SCHWANK,
das kinematische Denken, das ,,Prinzip der Bewegung* und der Aspekt ,,dynamisches
Denken* im Umfeld des systemischen Denkens. Sie beleuchten aus verschiedenen
Blickwinkeln jeweils einzelne der im Beweglichen Denken zusammengefassten Fahig-
keiten:

e _Bewegung hineinsehen und damit argumentieren*

e , Gesamtkonfiguration erfassen und analysieren*

e . Anderungsverhalten erfassen und beschreiben*
Das funktionale Denken bei VOLLRATH umfasst im Gegensatz zum Beweglichen Den-
ken neben dynamischen auch statische Aspekte. Es handelt sich um einen Oberbegriff

des Beweglichen Denkens.”> Beim raumlichen Denken sind ebenfalls statische und dy-

% Das funktionale Denken im (urspriinglichen) Sinne der Meraner Reformer deckt sich dagegen weit-
gehend mit dem Beweglichen Denken.
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namische Aspekte enthalten, die statischen Aspekte decken sich allerdings nicht mit
denen des funktionalen Denkens im VOLLRATHschen Sinn. Dementsprechend handelt es
sich hier um eine teilweise Begriffsiiberschneidung (Schnittmengenbildung) mit dem
Beweglichen Denken bzw. mit dem funktionalen Denken. Alle genannten Denkweisen
sind sicher Teilaspekte von mathematischem Denken, also von Denkweisen, die in der
Mathematik bedeutsam sind. Die Abb. 16 gibt einen Uberblick iiber den Zusammen-

hang der genannten Begriffe.”®

o ¢ Bewegliches
Denken

dynamisches
Denken

kinema-
tisches
Denken

mathematisches
Denken

funktionales
Denken
(VOLLRATH)

funktionales
Denken
(SCHWANK)

rium-
liches
Denken

»Prinzip der
Bewegung*

Abb. 16: Bewegliches Denken im Gefiige verwandter Begriffe

% In Abb. 16 kommt der Begriff , Beweglichkeit des Denkens* nicht vor. Dies liegt daran, dass er etwas
quer zu den sonstigen Denkweisen liegt. Die zugehorige Fahigkeit, die man grob mit Flexibilitdt im Den-
ken umreiflen konnte, ist ndmlich unabhéngig von der benutzten Denkweise wiinschenswert. Flexibel
kann man sowohl im Beweglichen Denken als auch beim statischen Denken sein.
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1.3 Bewegliches Denken exemplarisch

Nachdem im Abschnitt 1.2 der Begriffsumfang des Beweglichen Denkens in Form einer
Einordnung in und Abgrenzung gegen benachbarte Begriffe ausgelotet wurde, soll der
vorliegende Abschnitt dazu dienen, die Moglichkeiten, die Bewegliches Denken eroft-
net, an zwei Beispielen aufzuzeigen. Im Sinne einer theoretischen Idealvorstellung wird
der Gedankengang eines Problemlosers nachgezeichnet, fiir den das Bewegliche Den-
ken zum kognitiven Standardrepertoire gehdrt. Dabei wird versucht wesentliche Schritte
des Gedankenganges herauszuarbeiten und jeweils angegeben, welche der Fahigkeiten

des Beweglichen Denkens gerade bendtigt werden.

1.3.1 Beispiel 1: Gleichschenklige Dreiecke mit mindestens
einem Innenwinkel von 45°

Problem: Man bestimme alle gleichschenkligen Dreiecke mit mindestens einem

45°-Innenwinkel, wenn eine Dreiecksseite fest vorgegeben ist.

Diese Problemstellung legt sicher nicht direkt eine Herangehensweise mit beweglichen
Argumentationen nahe. Trotzdem lésst sich, wie im Folgenden gezeigt werden wird, auf
dem Niveau des Geometrieunterrichts der Sekundarstufe I mit Hilfe von Bewegungen
argumentieren, wenn einige der oben unter der Bezeichnung Bewegliches Denken zu-
sammengefassten Fahigkeiten vorhanden sind und flexibel genutzt werden konnen.

Man denke sich o. B. d. A. eine Strecke [4B] als fest vorgegebene Seite”’ eines Drei-
ecks 44BC. Damit ist die Lage des Eckpunktes C nicht festgelegt und man kann ihn
sich folglich als in der euklidischen Ebene beweglich vorstellen (vgl. Abb. 17).

97 Fest vorgegebene Dreiecksseite” bezieht sich sowohl auf die Lange der Strecke [4B] als auch auf ihre
Lage in der euklidischen Ebene, da letztere das Problem nicht beriihrt.
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Um Nutzen aus diesem Bild zichen zu konnen, ist die

Fahigkeit notwendig, in ein statisches Dreieck eine Be- C*
wegung des Eckpunktes C hineinsehen’™ und (damit) ¢ ’
argumentieren zu konnen, dass durch diese Bewegung ‘

die Seitenldngen von [AC] und [BC] sowie Winkelgro-

BBen des Dreiecks verdndert werden.

A B

Abb. 17: Der Punkt C des Drei-
gen enthélt, erscheint es sinnvoll, zunédchst eine dieser ecks 44BC kann bei fest vorgege-

. . ) bener Seite [AB] frei in der eukli-
Forderungen zu erfiillen. Hier soll mit folgender Frage dischen Ebene bewegt werden.

Da die Fragestellung offensichtlich zwei Forderun-

begonnen werden:

Fiir welche Lagen von C entstehen Dreiecke, die gleichschenklig sind?

Als bekannt wird vorausgesetzt, dass die Mittelsenkrechte einer Strecke die Ortslinie
aller Punkte ist, die von den Endpunkten gleich weit entfernt sind. Damit ist klar, dass
fiir alle Lagen von C auf der Mittelsenkrechten m45 von [4B] gleichschenklige Drei-
ecke entstehen.

Sind damit aber alle moglichen gleichschenkligen Dreiecke erfasst, oder gibt es evtl.
noch andere Linien, auf denen C bewegt werden kann, so dass das Dreieck 44BC stets
gleichschenklig bleibt? Um diese Frage beantworten zu konnen, ist die Fahigkeit erfor-
derlich, die Gesamtkonfiguration als Ganzes erfassen und jeweils relevante Teilaspekte
fokussieren, also die Figur analysieren zu konnen. Im konkreten Fall bedeutet das zu
erkennen, dass bei der Bewegung von C nicht nur die Léngen der beiden sich d&ndernden
Seiten [AC] und [BC] verglichen werden miissen, sondern auch die von der Bewegung
von C zunichst nicht beriihrte Strecke [4B] in den Blick genommen werden muss. Denn
die Langen der beiden anderen Seiten dndern sich natiirlich auch im Vergleich zur kon-
stanten Linge der Seite [4B]. Zu liberpriifen ist, ob bzw. wann die Linge von [AC]
(bzw. [BCY]) gleich der Lénge der festen Strecke [4B] wird. Gefragt ist hier eine Bewe-
gung von C, die den Abstand von C zu A (bzw. B) konstant gleich der Linge der Stre-

% Ich werde im Folgenden nur Bewegungen von C in der Halbebene betrachten, die durch AB und die
Ausgangslage von C (vgl. Abb. 17) festgelegt ist. Bewegt sich C auf 4B, so entartet das Dreieck zu einer
Strecke, bewegt sich C in der anderen Halbebene, so ergibt sich, aus Griinden der Achsensymmetrie der
euklidischen Ebene bzgl. jeder in ihr verlaufenden Geraden, nichts wesentlich Neues.
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cke [AB] hilt. Alle Punkte, die einen festen Abstand zu einem vorgegebenen Punkt ha-
ben, liegen aber auf einem Kreis um den vorgegebenen Punkt mit dem festen Abstand

als Radius. Als weitere mogliche Linien, auf denen sich C bewegen kann, erhdlt man

folglich die Kreise um 4 und B mit dem Radius E, also k(A;E) und k(B;E).

Damit sind alle Lagen von C bestimmt, die gleichschenklige Dreiecke 44BC liefern,

niamlich

Cem[AB]uk(A;E)uk(B;E). 7

Die entsprechenden Kurven, auf denen C bewegt wer-

den kann, sind in Abb. 18 durch diinne Linien darge- *
stellt.

Wendet man sich nun der zweiten Forderung zu,

dass mindestens ein Innenwinkel des Dreiecks 44ABC A B

Abb. 18: Beispiel 1: Ortslinien fiir
C, so dass das Dreieck 4ABC
drei moglichen Ortslinien einzeln zu betrachten. Unter — gleichschenklig ist.

45° betragen soll, dann ist es nahe liegend, dies fiir die

Ausnutzung des Basiswinkelsatzes fiir gleichschenklige Dreiecke und des Satzes iiber

die Innenwinkelsumme im Dreieck ergibt sich dabei jeweils:

(1) Cemy,,,d. h. AC=BC.
Aus |a| =45° folgt | 8] = 45° und damit |y|=90°.
Aus |y| = 45°folgt || =| 8] =67,5°.
2) cek(A;E), d.h. AB=AC.
Aus || =45°folgt | 8] =|y|=67,5°.
Aus |B| = 45° folgt |y| = 45° und damit |a|=90°.
3) cek(B;E), d.h. AB=AC.
Aus |a| = 45°folgt || =45° und damit |8|=90°.
Aus |B|=45°folgt |a|=|y|=67,5°.

Damit ist das Problem geldst.
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Wie sieht die Losung des Problems mit beweglichen Argumentationen aus, wenn man

mit der zweiten Forderung, also mit folgender Frage beginnt?

Fiir welche Lagen von C besitzt das Dreieck 44BC, bei fest vorgegebener Strecke
[4AB], mindestens einen 45°-Innenwinkel?

Die in der ersten Losung des Problems dargestellte Herangehensweise eignet sich fiir
viele Fragestellungen, die man mit den genannten Fihigkeiten des Beweglichen Den-
kens bearbeiten kann. Im Folgenden wird wieder so vorgegangen. Dabei werden die
wesentlichen Schritte des Gedankenganges deutlich herausgestellt.

Auch hier wird wieder damit begonnen, in die statische Figur eine Bewegung hinein-

zusehen.
Bewegung hineinsehen und damit argumentieren

1. Herausarbeiten der Freiheitsgrade des Problems. Es gilt festzustellen, welche Bewe-

gungen bzw. Verdnderungen im Rahmen der Vorgaben iiberhaupt méglich sind.
Wie oben handelt es sich hier um die Moglichkeit, die Lage von C zu verdndern.

2. Untersuchen bzw. Durchdenken der fiir das Problem relevanten Konsequenzen einer

Variation im Rahmen der Freiheitsgrade.

Fiir das aktuelle Problem miissen die Innenwinkel des Dreiecks 44BC betrachtet
werden. Fiir die Innenwinkel o und £ ist jeweils ein Schenkel durch die Strecke
[4B] fest vorgegeben, wihrend der andere Schenkel durch die Lage des Punktes
C festgelegt wird. Damit impliziert eine Bewegung von C in der Regel auch eine
Verdnderung der Winkelgroen von « und S. Es stellt sich nun die Frage, ob
man den Punkt C auch so bewegen kann, dass eine WinkelgroBe, z. B. die des

Winkels «, immer konstant gleich 45° bleibt.

3. Einschridnken der moglichen Freiheitsgrade zur besseren Analyse der Konsequenzen.
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Eine mogliche Herangehensweise an die oben
gestellte Frage ist es, zunéchst eine geeignete
Lage von C zu suchen. Dies ist im vorliegenden
Fall einfach, man muss nur einen 45°-Winkel in
A an AB antragen. Setzt man C auf den zweiten
Schenkel dieses Winkels, so besitzt das entste-
hende Dreieck 4ABC offensichtlich einen In-
nenwinkel des WinkelmaBes 45°, nidmlich c.

Um eine Lage von C zu finden, fiir die das

A

(0 )

B

Abb. 19: Beispiel 1 — 3. Schritt

Dreieck 44ABC gleichschenklig ist, kann man C auf dem zweiten Schenkel des
Winkels a bewegen. Dabei dndert die Seite [BC] ihre Lange (vgl. Abb. 19). Be-

ginnt man die Bewegung von C in 4, so wird [BC] zunéchst kiirzer, bis sie senk-

recht auf [AC steht. In dieser Lage ist die Lange der Strecke [BC] minimal. Be-

wegt man C weiter, so nimmt [BC] jede Linge an, die grofer als die minimale

Linge ist. An einem bestimmten Punkt sind die Lingen von [BC] und [AB]

gleich. Damit ist eine erste Antwort gefunden. In diesem Fall ist | ,B| =45°und

damit |7/| =90°.

Gesamtkonfiguration erfassen und analysieren

4. In den Blick nehmen der Gesamtkonfiguration und Analyse aller auftauchenden ver-

anderlichen GroB3en und Invarianten im Hinblick auf die Relevanz fiir die betrachtete

Fragestellung.

Hier macht man sich bewusst, dass bei der Bewegung von C auch noch ein ande-

res gleichschenkliges Dreieck entstehen kann, ndmlich wenn AC = AB wird.

Damit ist eine zweite Antwort gefunden. Hier sind | p | = |y| =67,5°.

Die Uberlegungen verlaufen entsprechend fiir | ﬂ| =45°. Schwieriger sind sie, wenn

|y| =45° ist. Die Suche nach einer Linie auf der C bewegt werden kann, so dass der

Winkel y dabei immer ein Winkelmall von 45° behilt, ist offensichtlich nicht ganz so
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leicht, wie bei den anderen Innenwinkeln. Mit dem Umfangswinkelsatz und seiner Um-
kehrung kann man zeigen:” Die Ortslinie fiir C zu der Eigenschaft [y| = 45° ist der
Fasskreisbogen zum Winkel 45° in der durch 4B und C festgelegten Halbebene. Genau
dann, wenn C auf dieser Ortslinie bewegt wird, hat der Innenwinkel y des Dreiecks

AABC ein Winkelmal von 45°. Mit der Forderung der Gleichschenkligkeit ergeben sich
nun die drei Falle A_C=B_C, AB=AC und AB=BC.

In beiden beschriebenen Losungswegen wurden zu-
ndchst Ortslinien fiir C bestimmt, so dass bestimmte
Eigenschaften erfiillt sind. Diese Ortslinien sind in
Abb. 20 eingezeichnet. Im zweiten Losungsweg wurde
fiir jeden Innenwinkel des Dreiecks 44BC eine Kurve
gefunden, fiir die gilt: Genau dann, wenn C auf dieser
Ortslinie bewegt wird, hat der entsprechende Innen-

winkel von 44BC ein Winkelmal} von 45°. Die Kurven

Abb. 20: Losungsskizze zu Bei-
sind in Abb. 20 als fette Linien eingezeichnet. Zusam-  spiel 1

men mit den in Abb. 20 als diinne Linien eingezeichneten Ortslinien von C fiir die Ei-
genschaft ,,44ABC ist gleichschenklig”, die im ersten Losungsweg erarbeitet wurden,
lasst sich durch visuell unterstiitzte Schnittmengenbildung die Losung unseres Aus-
gangsproblems von Seite 75 erhalten. Abb. 20 ist zu entnehmen, dass es, bei vorgege-
bener Seite [4B], sechs Dreiecke mit mathematisch positivem Umlaufsinn gibt, die
gleichschenklig sind und (mindestens) einen 45°-Innenwinkel besitzen.'”

Im vorliegenden Beispiel wurde das Problem insbesondere durch die Nutzung der

ersten beiden Fahigkeiten des beweglichen Denkens gelost. Mit Hilfe des ndchsten Bei-

% Wenn der Umfangswinkelsatz und seine Umkehrung noch nicht zur Verfiigung stehen, fiihrt der zweite
Losungsweg mit beweglicher Argumentation nur zu einer Teillosung des Problems. Soll der Umfangs-
winkelsatz erarbeitet und bewiesen werden, so schwebt mir ein Vorgehen wie bei WITTMANN (1987,
S. 1391f) vor. Den Beweis der Umkehrung des Umfangswinkelsatzes wiirde ich analog zu SCHUPP (1998,
S. 41) fiihren, wobei ich in das dort verwendete Bild eine Bewegung hineinsehen und damit argumentie-
ren wiirden. Trotzdem stiitzen sich beide angesprochenen Beweise im Wesentlichen auf statische Argu-
mente.

1% Akzeptiert man Dreiecke mit negativem Umlaufsinn, so erhilt man zwolf Dreiecke (Symmetrie bzgl.
AB). Variationen der Aufgabenstellung ergeben vertiefende Fragestellungen. (Zum Beispiel: Welchen
Einfluss hat eine Anderung der Bedingung ,,45°-Winkel*“ auf die Anzahl der entsprechenden gleich-
schenkligen Dreiecke?)
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spiels soll nun die dritte Fihigkeit ,,dnderungsverhalten erfassen und beschreiben* il-

lustriert werden.

1.3.2 Beispiel 2: Anderung des Abstands eines rotierenden
Kreispunktes von einem Punkt auBerhalb des Kreises

Problem: Der Punkt C wird in Abb. 21
gleichméfig gegen den Uhrzeiger-
sinn entlang des Kreises bewegt.'"!

Wie dndert sich dabei die Lénge

der Strecke b? Fiir welche Lage

von C ist die Strecke b am langsten

bzw. am kiirzesten? Andert sich

die Lange der Strecke b {iberall

gleich schnell oder gibt es Berei- A E B
Abb. 21: Beispiel 2 — Problemskizze

che fiir die Lage von C, in denen
sich die Streckenlidnge schneller und andere, in denen sie sich langsa-

mer dndert?

Grundsatzlich wird die Strecke b = [4C] dann langer, wenn C, der eine Endpunkt der
Strecke, sich vom anderen Endpunkt 4 wegbewegt und entsprechend kiirzer, wenn C
sich auf 4 zubewegt. Da der Punkt C sich auf dem Kreis bewegt, ist er dem Punkt 4 am
nichsten, wenn die Linge der Strecke b = [4C] dem Abstand der Kreislinie von 4 ent-
spricht. Am weitesten entfernt von A4 ist C, wenn er sich genau auf der gegen-
tiberliegenden Seite der Kreislinie befindet, wenn sich also zum Abstand zwischen
Kreis und Punkt 4 noch die Linge des Kreisdurchmessers addiert. Damit ergeben sich
die Lagen von C, fiir die die Strecke b am kiirzesten bzw. am ldngsten ist, als Schnitt-
punkte der Kreislinie mit der Geraden AM. Die genannte Gerade teilt die Kreislinie in
zwei Kreisbogen. Bewegt sich C nun gegen den Uhrzeigersinn auf dem — von A aus
gesehen — rechten Kreisbogen, so wird die Strecke b langer und bei einer Bewegung auf

dem linken Kreisbogen kiirzer. Fiir die Geschwindigkeit der Anderung der Streckenlin-
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ge ist es entscheidend, ob C sich in die durch die aktuelle Lage der Strecke b ausge-
zeichnete Richtung (,,Streckenrichtung®) bewegt oder senkrecht dazu. Im ersten Fall
wird die Bewegung von C vollstidndig in eine Langendnderung der Strecke b umgesetzt,
im zweiten Fall dndert sich die Lange der Strecke gar nicht. Um sich diese Tatsache

klarzumachen, betrachte man folgendes

L, Gummibandmodell**:

Man stelle sich die Strecke b als Gummiband vor, das man an einer Seite festhalt
und spannt. Wie (d. h. in welche Richtung) muss man am anderen Ende ziehen,
damit sich die Liange des Gummibandes maximal bzw. tiberhaupt nicht dndert?
Die maximale Langenédnderung erfolgt offensichtlich, wenn man in die durch die
aktuelle Lage des Gummibandes festgelegte Richtung weiterzieht. Keine Ande-
rung erfolgt, wenn man senkrecht zur aktuellen ,,Streckenrichtung® zieht. Konse-
quente Fortsetzung dieser Zugweise flihrt zu einer Kreisbewegung der Hand, wo-
bei das Gummiband als Radius des Kreises seine Lange nicht verindert.'%*

Entsprechend @ndert sich die Streckenlidnge fast
gar nicht, wenn C sich auf einem Kreislinienstiick
bewegt, das nahezu senkrecht zur aktuellen
Lwatreckenrichtung® verlauft. Fiir die Strecke b
sind das Bewegungen auf der Kreislinie in der
Néhe der Punkte C; und C; (vgl. Abb. 22).

Die Streckenldnge dndert sich am schnellsten,

wenn C sich auf einem Teil des Kreises bewegt,

B

der fast in Richtung der aktuellen ,,Streckenrich-

« . . Abb. 22: Beispiel 2 — Losungsskizze
tung* verlduft, wenn sich C also gerade so be-

wegt, dass die aktuelle Lage der Strecke eine Tangentiallage zum Kreis ist mit C als
Beriihrpunkt. Die entsprechenden Lagen von C lassen sich leicht als Berlihrpunkte der
beiden Tangenten durch 4 an den Kreis konstruieren (vgl. C; und C4 in Abb. 22 auf
Seite 82). Auf diese Weise haben wir die Extreme des Anderungsverhaltens fiir die Lin-

ge der Seite b gefunden, wenn sich der Punkt C gleichmiBig'” gegen den Uhrzeiger-

%" Gemeint ist eine Bewegung mit konstanter Bahngeschwindigkeit.

192 Auf der enaktiven Ebenen, wenn also z. B. mit einem realen Spanngummi gearbeitet wird, kénnen
Schiilerinnen und Schiiler auf diese Weise iiber die aufzuwendende Zugkraft die Geschwindigkeit der
aktuellen Langenénderung sogar ,,fiihlen®.

19 Gemeint ist eine Bewegung mit konstanter Bahngeschwindigkeit.
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sinn auf der Kreislinie bewegt. Wenn man sich nun bewusst macht, dass sich fiir jede
andere Lage von C die aktuelle Bewegungsrichtung zusammengesetzt denken ldsst aus
einem Bewegungsanteil in ,,Streckenrichtung® von b und einem Bewegungsanteil senk-
recht dazu'™, so ldsst sich daraus leicht ein qualitatives Profil des Anderungsverhaltens
fiir die Lange der Strecke b herleiten. Tragt man die zu einer Lage des Punktes C auf der
Kreislinie'® gehorende Linge der Strecke b graphisch auf, so erhilt man einen Funkti-
onsgraphen und kann nun die Konfiguration und den Graphen wechselseitig interpretie-
ren. In Abb. 23 bis Abb. 26 werden Momentaufnahmen fiir ausgezeichnete Lagen von

C wiedergegeben.'*®

0 90 180 270 360 ¢ B 0 9 ¢1é0 270 360 ¢
()

Abb. 23: Beispiel 2, Momentaufnahme 1 Abb. 24: Beispiel 2, Momentaufnahme 2

0 90 180 2(;0 360 ¢ 0 90 180 270 ¢360 ¢

Abb. 25: Beispiel 2, Momentaufnahme 3 Abb. 26: Beispiel 2, Momentaufnahme 4

' Man denke an eine Vektoraddition.
1% Die Lage von C wird durch die GroBe des Mittelpunktswinkels ¢ gekennzeichnet.
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Die dargestellten Beispiele legen auf Grund ihrer Komplexitidt die Vermutung nahe,
dass die Fahigkeiten des Beweglichen Denkens im Mathematikunterricht nur langfristig
aufgebaut werden konnen. Das in Kapitel 3 ab Seite 135 vorgestellte Unterrichtskonzept
fiir den gesamten Geometrieunterricht der 7. Jahrgangsstufe setzt sich zum Ziel, die
kognitiven Fahigkeiten, die wir unter dem Begrift Bewegliches Denken zusammenfas-
sen, langfristig und durchgéngig zu entwickeln und gewinnbringend anzuwenden. Dies
kann allerdings nur ein erster Schritt auf dem Weg zur Entwicklung des Beweglichen
Denkens sein. Dieses Prozessziel muss den Mathematikunterricht dariiber hinaus iiber

alle Jahrgangsstufen hinweg leiten, um langfristig zum Erfolg zu fiihren.

'% Die Fragen zur Linge von b lassen sich in gleicher Weise natiirlich auch zu den Lingen der Strecken a
und / stellen und beantworten. Ein DynaGeoX-Applet zu dieser Aufgabe finden Sie im Internet unter der
Adresse: http://www.juergen-roth.de — EUKLID DynaGeo — A — Anderungsverhalten — Beispiel 2.
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2 Bewegliches Denken im Mathematikunter-
richt

Im ersten Kapitel wurde der Versuch unternommen, den Begriff Bewegliches Denken zu
erfassen und einzuordnen. Jetzt riickt die Frage in den Mittelpunkt, welche Rolle das
Bewegliche Denken im Mathematikunterricht spielt bzw. spielen kann, wenn der Unter-
richt entsprechend ausgerichtet ist. Es liegt nahe, davon auszugehen, dass das Bewegli-
che Denken bei inner- und auflermathematischen Problembereichen niitzlich ist, die per
se einen dynamischen Charakter haben. Mich interessiert aber dariiber hinaus, ob auch
bei zunéchst eher statisch anmutenden Phdnomenen eine Herangehensweise im Sinne
des Beweglichen Denkens Gewinn bringend sein kann. Im Folgenden soll an Beispielen
aus dem Mathematikunterricht der Sekundarstufen die Bandbreite der ,,Entwicklungs-

moglichkeiten* des Beweglichen Denkens aufgezeigt werden.

2.1 Begriffsbildung und Bewegliches Denken

Begriffsbildung basiert auf Versténdnis. ,,Verstehen* lisst sich in diesem Zusammen-
hang in Form eines Fahigkeitsprofils préazisieren, das von VOLLRATH (1984) aufgestellt
wurde. Es handelt sich um die Fiahigkeiten,
e cine Definition des Begriffs angeben zu konnen,
e fiir ein gegebenes Objekt entscheiden zu kdnnen, ob es unter einen Begriff fallt
oder nicht,
e Beispiele fiir den Begriff nennen zu kdnnen,
e FEigenschaften des Begriffs zu kennen,
e den Begriff und seine Eigenschaften zur Beschreibung von Sachverhalten und
zur Losung von Problemen nutzen zu konnen und
e wichtige Unter- und Oberbegriffe zu kennen und sich der Beziechungen zwischen
ihnen bewusst zu sein.
Ich werde im Folgenden an Beispielen aufzeigen, dass das Bewegliche Denken zur

Entwicklung nahezu aller dieser Fahigkeiten einen Beitrag leisten kann.
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Wenn eine Definition eines Begriffs nicht charakterisierend, sondern genetisch'®’

ge-
geben ist, dann ist die Fahigkeit zum Hineinsehen von Bewegungen geradezu Grund-
voraussetzung dafiir, die Definition {iberhaupt erfassen zu konnen. Um dies zu illustrie-
ren, wird beispielhaft die von VOLLRATH angegebene genetische Definition filir ein

senkrechtes Prisma betrachtet:

,Ein senkrechtes Prisma ist ein Kdrper, der entsteht, wenn man ein Vieleck senk-
recht im Raum verschiebt. VOLLRATH (2001), S. 226

Wenn man diese Definition aus der Textversion begreifen will, ist es notwendig, sich
eine Konkretisierung des Vielecks vorzustellen und in dieses vorgestellte Objekt eine
Bewegung, ndmlich die genannte Verschiebung in Richtung der Flichennormalen, hi-
neinzusehen. Um das Prisma als den durch diese Bewegung erzeugten Korper zu erfas-
sen, ist es dariiber hinaus notwendig, die durch die einzelnen Bewegungssituationen
erzeugte Gesamtkonfiguration zu iiberblicken. Wird diese Definition dagegen als Bild-
folge (vgl. Abb. 27), als Film bzw. Applet'® oder sogar in Form eines gegenstindlichen
Gummifadenmodells dargeboten, so sind die genannten Fahigkeiten des Beweglichen
Denkens nicht mehr zum Erfassen, wohl aber zur Reproduktion der Definition erforder-

lich.

Abb. 27: Genetische Definition des Prismas

197 Bei einer charakterisierenden Definition werden charakteristische Eigenschaften angegeben, bei einer
genetischen Definition wird beschrieben, wie der Begriff entsteht.

1% Ein von mir erstelltes DynaGeoX-Applet, mit dem die Entstehung eines Prismas dynamisch betrachtet
werden kann, findet man im Internet unter der Adresse: http://www.juergen-roth.de — EUKLID Dyna-
Geo — P — Prisma (genetische Definition).
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Ich gehe dhnlich wie DANCKWERTS/VOGEL (2003) davon aus, dass solche dynamischen
Visualisierungen von genetischen Definitionen einerseits das Erfassen der Definitionen
erleichtern konnen, andererseits aber auch einen Einstieg in das Bewegliche Denken
ermoglichen, weil mit ihrer Hilfe auf einem niedrigen Abstraktionsniveau erste Erfah-

rungen mit beweglichen Argumentationen gesammelt werden konnen.

Um entscheiden zu konnen, ob ein y \,
gegebenes Objekt unter einen Begriff
fallt, kann es hdufig notwendig sein, 3
das gesamte Objekt bzgl. jeder cha- Gr -2
rakteristischen Eigenschaft systema- \ }/'/
tisch zu iiberpriifen. Wenn die Aufga- | N ' ' ' ' X
be z. B. darin besteht, zu untersuchen, Z 1 T2 34 5 6
ob die beiden Kurven in Abb. 28 )
Funktionsgraphen sein koénnen, so ist -2
es hilfreich, sich eine Parallele zur y- -3

. Abb. 28: Funktionsgraphen?
Achse vorzustellen, deren Schnitt-

punkt mit der x-Achse sich entlang der gesamten x-Achse bewegt. Die Anzahl der
Schnittpunkte der Parallelen mit der entsprechenden Kurve gibt dann Auskunft dariiber,
ob es sich (im betrachteten Bereich) um eine eindeutige Zuordnung handelt oder nicht.
Hier werden offensichtlich die Fahigkeiten ,,Bewegung hineinsehen und damit argu-
mentieren” (fiir die Vorstellung der Bewegung der Geraden und das Registrieren der
jeweiligen Schnittpunkte der Geraden mit den Graphen) sowie ,,Gesamtkonfiguration
erfassen und analysieren (fiir das Antizipieren aller moglichen Anzahlen der Schnitt-
punkte) des Beweglichen Denkens benotigt.

Um Ober- und Unterbegriffe eines Begriffs zu kennen und sich der Beziehungen
zwischen ithnen bewusst zu werden, ist es notwendig, sich die Einbettung des Begriffs in
eine Begriffshierarchie zu erarbeiten. Ein gangbarer Weg zur Erarbeitung einer solchen
Begriffshierarchie besteht darin, Verbindungen zwischen verwandten Begriffen zu un-

tersuchen bzw. herzustellen. Dabei geht man von einer Realisierung'® des Begriffs aus

1% Eine Realisierung eines Begriffs ist ein konkretes Element der durch den Begriffsumfang festgelegten
Menge.
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und iiberlegt, ob sie unter Beibehaltung ihrer charakteristischen Eigenschaften in eine
Realisierung eines verwandten Begriffs verdndert werden kann. Ist dies der Fall, so
handelt es sich beim verwandten Begriff um einen Unterbegriff. Miissen beim Ubergang
in den verwandten Begriff dagegen eine oder mehrere der charakteristischen Eigen-
schaften aufgegeben werden, so handelt es sich bei dem verwandten Begriff um einen
Oberbegriff. Bei der Verdnderung ist zu beachten, dass sie nicht ,,irgendwie* erfolgt,
sondern gemdl einer Strategie, die festlegt, was auf welche Art und Weise verdndert
wird. Nur bei einer derart kontrollierten Veriinderung ist es mdglich, den Uberblick zu
behalten und Zusammenhéinge zu erfassen.

Zur Illustration dieser und der folgenden Ausfiithrungen wird das Beispiel der Familie
der Vierecke in der euklidischen Ebene betrachtet. Ich gehe dabei zunichst von einer
Realisierung eines ,,allgemeinen® konvexen Vierecks''® aus und #ndere die Lage einer
Vierecksseite, indem ich sie, unter Erhaltung ihrer Linge, um einen ihrer Endpunkte
soweit drehe, bis sie parallel zur gegeniiberliegenden Vierecksseite ist. Diese Drehung
der Seite hat mehrere Konsequenzen:

e Die beiden an der gedrehten Vierecksseite''' anliegenden Innenwinkel dndern
thre Grofen.

e Die am nicht fixierten Endpunkt der gedrehten Strecke anliegende Seite''” des
Vierecks dndert ihre Lange.

e Die eben erwihnte Lingeninderung der anliegenden Seite ist nur mdglich, wenn
sich gleichzeitig entweder die Lange der gedrehten Strecke éndert (das wurde
bei der Festlegung der Verdnderung aber gerade ausgeschlossen) oder die Lage
der anliegenden Strecke. Die Anderung der Lage der Strecke entspricht aber ge-
rade einer Drehung um ihren festgehaltenen zweiten Endpunkt und damit einer
Anderung der WinkelgroBe des dort anliegenden Innenwinkels.

e Wenn das Augenmerk auf die Diagonalen des Vierecks fillt, so ist offensicht-

lich, dass eine, nimlich die Verbindungsstrecke der beiden Drehpunkte, unver-

"% Gemeint ist ein konvexes Viereck mit paarweise verschieden langen und nicht parallelen Seiten sowie
paarweise verschieden grolen Innenwinkeln.

"""In Abb. 29 auf Seite 90 die obere Vierecksseite.

"2 1n Abb. 29 auf Seite 90 die rechte Vierecksseite.
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andert bleibt, wihrend die andere sowohl ihre Lage als auch ihre Lange verdn-
dert.
Wie aus obiger Liste zu entnehmen ist, sind die Verdanderungen, die sich am Viereck
ergeben, erheblich, obwohl eine klare und iiberschaubare Vorgabe fiir die Art der Ver-
anderung des Vierecks festgelegt wurde. Unter Einsatz der beiden Fihigkeiten ,,Bewe-
gung hineinsehen und damit argumentieren” und ,,Gesamtkonfiguration erfassen und
analysieren* des Beweglichen Denkens kann man diese Veridnderungen analysieren und
daraus den Schluss ziehen, dass es grundsitzlich moglich ist, ein ,,allgemeines konve-
xes Viereck auf die beschriebene Weise in ein ,,allgemeines™ Trapez1 13 zu verformen.
Solche Uberlegungen lassen sich im Mathematikunterricht anregen, wenn nach der Er-
arbeitung der konvexen Vierecksgrundformen Drachenviereck, Parallelogramm, Quad-
rat, Raute, Rechteck und Trapez die Frage autkommt, ob und gegebenenfalls wie man
ein gegebenes Viereck in einen anderen Viereckstyp verformen kann. Hierbei ergeben
sich u. a.
e Anlidsse zu mathematischen Gespridchen und Diskussionen,
e Anregungen flir eine mathematische Forschungshaltung,
¢ Einsichten in die Notwendigkeit mathematische Konfigurationen nicht nur lokal,
sondern global, d. h. in einer Gesamtsicht zu erfassen,
¢ necue Einsichten zum Inhalt und Umfang bereits bekannter Begriffe,
e Anlésse zur Entwicklung heuristischer Strategien.
Erfahrungen aus eigenen Unterrichtsversuchen geben Anlass zur Hoffnung, dass diese
Effekte durch dynamische Visualisierung der gewiinschten Verdnderungen deutlich

verstirkt werden.''

'3 Gemeint ist ein Trapez mit paarweise verschieden langen Seiten, paarweise verschieden groBen In-
nenwinkeln und einem Paar gegeniiberliegender nicht paralleler Seiten.

"% Ein von mir entwickeltes DynaGeoX-Applet, mit dem Ubergiinge zwischen Drachenviereck, Paralle-
logramm, Quadrat, Raute, Rechteck und Trapez erzeugt und analysiert werden konnen, findet man unter
der Internet-Adresse: http://www.juergen-roth.de — EUKLID DynaGeo — V — Vierecke - Begriffshie-
rarchie: Drachenviereck, Parallelogramm, Quadrat, Raute, Rechteck, Trapez. Der oben beschriebene
Ubergang vom ,,allgemeinen® konvexen Viereck zum ,allgemeinen* Trapez lisst sich im Applet durch
Ziehen am Punkt 1 realisieren. Im Vergleich zu der relativ umstindlichen verbalen Beschreibung des
Vorgangs stellt sich die dynamische Realisierung recht iibersichtlich dar und erleichtert eine Diskussion
der beschriebenen Effekte. Gerade auch im Hinblick auf Fokussierungsphasen im Unterricht, in dem
Ergebnisse der Schiilerinnen und Schiiler aufgegriffen und gebiindelt werden, ist eine (wenn irgend mog-
lich dynamische) Visualisierung der Bewegung duflerst hilfreich.
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i\

Abb. 29: Ubergang vom ,,allgemeinen Viereck zum Trapez

/)

Abb. 30: Ubergang vom ,,allgemeinen Trapez zum Parallelogramm

Abb. 31: Ubergang vom ,,allgemeinen* Parallelogramm zum Rechteck

Abb. 32: Ubergang vom ,,allgemeinen* Rechteck zum Quadrat

[

Abb. 33: Ubergang vom Quadrat zur ,,allgemeinen* Raute

R
N\

A

Abb. 34: Ubergang von der Raute zum ,,allgemeinen‘ Drachenviereck



2.1 Begriffsbildung und Bewegliches Denken 91

Im Hinblick auf die Féhigkeiten des Beweglichen Denkens tritt bei einer entsprechen-
den Visualisierung das Hineinsehen von Bewegungen in den Hintergrund. Abhéngig
davon, ob mit dem Visualisierungsinstrument beliebige Verdnderungen moglich oder
bereits gezielte Verdnderungswege eingebaut sind, ist es die Aufgabe der Schiiler, die
Art der Verdnderung zu planen oder die vorgegebene Verianderung zu erfassen. Unab-
hiangig von der Art der Realisierung kann durch die dynamische Visualisierung der Ver-
anderung das Gedichtnis entlastet werden'" und dadurch das Argumentieren mit Be-
wegungen, das Begriinden von entdeckten Zusammenhéngen sowie das Erfassen und

Analysieren der Gesamtkonfiguration an Bedeutung gewinnen.' '

Betrachten wir zur Illustration eine

—_— 1
dynamisch visualisierte Verdnderung |=2
"3

"4
in der Bildfolge der Abb. 30 auf Seite |.5

eines ,,allgemeinen* Trapezes, wie sie

90 mit drei Einzelsituationen (Aus- |"6 4,04 cm
gangs-, Ubergangs- und Endform)
angedeutet wird. Diese Verdnderung 4.83 em 4.25 om

lasst sich mit dem in FuBnote 114 auf

Seite 89 genannten DynaGeoX-

8cm
Applet dynamisch realisieren. Aus-  Apb. 35: DynaGeoX-Applet ,,Vierecke*

gangssituation ist dabei die in Abb.
35 gezeigte Stellung der Schieberegler links oben. Wird nun der Schieberegler 2 nach
rechts gezogen, so dndert sich die Lénge der oberen Trapezseite, wobei ihr linker End-

punkt seine Lage beibehilt. Analysiert man diese Verdnderung, so fallt auf, dass sich

"> Die Entlastung des Gedichtnisses kann dadurch eintreten, dass der Zusammenhang zwischen zwei
verschieden Viereckstypen nicht im Gedéchtnis gespeichert werden muss, sondern jederzeit durch die
Verformung des einen Typs in den anderen beobachtet werden kann. Dies gilt insbesondere dann, wenn
es das Visualisierungsinstrument erlaubt, die Verdnderung in der selbst gewihlten Geschwindigkeit
durchzufiihren, wieder riickgidngig zu machen und an beliebigen Stellen anzuhalten um Einzelsituationen
zu analysieren.

"¢ Grundsitzlich ist bei der sprachlichen Begleitung von auf Bewegungen beruhender Begriffsbildung
das Problem der ,resultative(n) Adjektive zu beachten, das MAIER/SCHWEIGER (2001) u. a. mit folgen-
dem Beispiel illustrieren: ,,Ein Rhombus ist ein verschobenes Quadrat.“ Das Problem besteht darin, dass
hier zwar Zusammenhinge gesehen werden, die Formulierung aber sprachlogisch die sachlich falsche
Beziehung suggeriert, dass der Rhombus ein spezielles Quadrat sei. Ich gehe weiter unten bei der Be-
schreibung des Ubergangs vom Trapez zum Parallelogramm darauf ein, wie man einen solchen Fehl-
schluss vermeiden kann.
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dabei die Ausrichtung der Seite in der euklidischen Ebene nicht verdndert, sie also pa-
rallel zur gegeniiberliegenden Seite bleibt.!'” SchlieBlich erreicht die obere Seite genau
die Liange der unteren Seite. Bei dieser Verformung des Ausgangstrapezes haben sich
zwar die Liange der rechten Seite des Vierecks, die an ihr anliegenden Innenwinkel und
die Lénge und Lage einer der beiden Diagonalen des Vierecks verdndert, die charakte-
ristische Trapezeigenschaft, ndmlich die Parallelitit von zwei gegeniiberliegenden Sei-
ten des Vierecks blieb aber erhalten. Damit ist das Viereck auch in der Endform ein
Trapez. Es hat aber offensichtlich (mindestens) eine zusétzliche Eigenschaft gewonnen,
namlich die, dass die beiden parallelen Seiten nun auch gleich lang sind. Dies fiihrt da-
zu, dass das Viereck in seiner Endform ein Parallelogramm ist.''® Aus dieser Uberle-
gung heraus wird deutlich, dass jedes Parallelogramm auch ein Trapez ist, aber nicht
jedes Trapez ein Parallelogramm, da beim Riickgingigmachen der Langendnderung
wesentliche Parallelogrammeigenschaften verloren gehen, aber immer noch ein Trapez
vorliegt. Auf diese Weise konnen Schiilerinnen und Schiiler erfassen, dass der Begriff
,Parallelogramm® ein Unterbegriff des Begriffs ,, Trapez* ist.

Mit dem genannten Applet lassen sich nacheinander verschiedene Ubergiinge zwi-
schen den Vierecksgrundformen ,,allgemeines® konvexes Viereck, Trapez, Parallelo-
gramm, Rechteck, Quadrat, Raute und Drachenviereck realisieren.'”” Dabei kénnen
Zusammenhdnge zwischen den Nachbarn dieser Reihe erforscht und es kann nach und

nach eine Hierarchie entsprechend Abb. 36'%°

aufgebaut werden. In der Erarbeitungs-
phase ist es wichtig, dass die Schiilerinnen und Schiiler nach dem vom Applet durch die
Schieberegler angelegten linearen Durchlauf durch die verschiedenen Vierecksformen
die Schieberegler in beliebigen Kombinationen durchtesten und so die Querbeziige im

Haus der Vierecke erforschen. Dabei geht es im Sinne des Beweglichen Denkens auch

"7 Dies ldsst sich ggf. auch mit der Konstruktion einer Parallelen zur unteren Vierecksseite durch einen
der beiden Endpunkte der oberen Seite verifizieren.

"8 Dies lasst sich z. B. mit Hilfe einfacher Kongruenzargumente oder der Betrachtung einer Punktspiege-
lung am Mittelpunkt einer der Diagonalen des Vierecks nachweisen.

19| hierzu die Abb. 29 bis Abb. 34 auf Seite 90f.

120 Die Pfeile in Abb. 36 sind als ,»ist Oberbegriff von* zu lesen.
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darum, die Art der Verdnderung zu erfassen, also zu erkennen, was die Schieberegler

jeweils bewirken. !

N\
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Abb. 36: Haus der Vierecke

Wer einen Begriff und seine Einbettung in eine Begriffshierarchie auf eine derartige

Weise erforscht hat, dem fillt es vermutlich leichter, Beispiele und Gegenbeispiele fiir

12 Kritiker konnten hier einwenden, dass das beschriebene Applet die Schiileraktivititen zu sehr steuert
und vorschlagen, einfach ein Viereck mit vier frei verziehbaren Eckpunkten vorzugeben. Dies hitte zur
Konsequenz, dass die Schiiler sich selbst Uberginge zwischen den einzelnen Vierecksformen iiberlegen
und bestimmen kdnnten. Dem ist entgegenzuhalten, dass es nur dann moglich ist, eine Verdnderung in
ihren Auswirkungen zu erfassen, wenn ein klarer ,,Verdnderungspfad* vorgegeben oder funktional ge-
dacht wird, wenn also der Definitionsbereich und die Art und Weise, in der er durchlaufen wird, festge-
legt sind. Dies lésst sich ohne eine (dynamische) Visualisierung bei entsprechender Erfahrung mit dem
Beweglichen Denken durchaus planen, aber auch hier ist es schwierig, dabei die Gesamtkonfiguration
und alle Auswirkungen der gezielten Verdnderung zu erfassen. Bei einem vollig frei veranderbaren Vier-
eck ist es, ausgehend von einer Vierecksform, sehr schwierig, die Verdnderungen so auszufiihren, dass
eine gewiinschte Vierecksform als End- oder Zwischenform auch tatséchlich erreicht wird. Auflerdem,
dies wiegt noch schwerer, ist es anschlieBend nahezu unmdéglich, sich Rechenschaft iiber die genaue Art
der erzwungenen Verdnderung sowie iiber die dabei erzeugten weiteren Verdnderungen bzw. die dabei
auftretenden Invarianten zu geben. Ich pladiere daher bei komplexen Verdnderungsprozessen dafiir, die
Schiilerinnen und Schiiler zunédchst an einer Vielzahl von vordefinierten Verdnderungsmdglichkeiten
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den Begriff zu nennen und zu erkennen, Eigenschaften des Begriffs zu rekonstruieren
und schlieBlich den Begriff und seine Eigenschaften zur Beschreibung von Sachverhal-
ten und zur Losung von Problemen zu nutzen. Dies liegt insbesondere daran, dass sich
mit Hilfe des Beweglichen Denkens der Begriffsinhalt und -umfang sehr gut erkunden
und — hoffentlich — behalten lassen. Die im letztgenannten Aspekt ausgedriickte Hoff-
nung des leichteren Erinnerns beruht darauf, dass Eigenschaften nicht als Einzelfakten
abgespeichert werden, sondern geeignete Zusammenhédnge erzeugende Verdnderungen
in Erinnerung bleiben, mit deren Hilfe man sich Eigenschaften schnell wieder erschlie-
en kann. Dies kann, wie im niachsten Abschnitt aufgezeigt wird, auch beim Problemlo-

sen eine wichtige Rolle spielen.

2.2 Problemldsen und Bewegliches Denken

Jede echte Auseinandersetzung mit (mindestens subjektiv) neuen mathematischen
Fragestellungen initiiert einen Problemldseprozess. Beim eigenstindigen Losen von
Aufgaben, bei denen ein benutzbarer Kalkiil nicht durch den Kontext nahe gelegt wird,
schneiden deutsche Schiilerinnen und Schiiler den Ergebnissen der internationalen
Vergleichsstudien TIMSS'*? und PISA'? zufolge'** im Schnitt eher mittelmiBig bis
unterdurchschnittlich ab. Auf Grund dieser Resultate liegt es nahe, mit Schiilerinnen
und Schiilern Moglichkeiten des Umgangs mit echten Problemaufgaben zu erarbeiten
und ihnen die Gelegenheit und die notige Zeit zu geben, sich selbststindig mit
unterschiedlich offenen Problemstellungen auseinander zu setzen. Wo spielt dabei das
Bewegliche Denken eine Rolle? Um diese Frage beantworten zu konnen, werden
zunéchst einige der Heurismen betrachtet, die POLYA (1995) in seinem Buch ,,Schule

des Denkens* zusammenstellt.'*> POLYA unterscheidet vier Schritte beim Problemlésen,

forschen zu lassen. Dies schlieB3t nicht aus, dass anschlieBend nach eigenen ,,Verdnderungspfaden ge-
sucht und eine Realisierung dieser Veranderungen angestrebt wird.

'22 Third International Mathematics and Science Study

'2 programme for International Student Assessment

124 Vgl. etwa BAUMERT/LEHMANN (1997) und DEUTSCHES PISA-KONSORTIUM (2001).

125 WINTER (1989) hat dieses Buch von POLYA (1995) als ,,die Bibel der Heuristik* bezeichnet. Unter der
Uberschrift ,,Wie sucht man die Losung?* findet man dort im Klappentext folgende, als Fragen an den
Problemléser formulierte Heurismen:
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ndmlich das Verstehen der Aufgabe, das Ausdenken des Planes, das Ausfiihren des

Planes und die Riickschau. Bereits beim ersten Punkt, dem Verstehen der Aufgabe,

kann Bewegliches Denken eine wichtige Rolle spielen. Dies gilt insbesondere fiir die

Frage, wie die Bedingungen die Gesamtkonfiguration beeinflussen. Bei der Ausein-

andersetzung mit dieser Frage, aber auch im Hinblick auf das Bewegliche Denken ganz

allgemein, ist POLYAS Hinweis ,,Zeichne eine Figur!“ von zentraler Bedeutung. Eine

»VERSTEHEN DER AUFGABE

Was ist unbekannt? Was ist gegeben? Wie lautet die Bedingung?

Ist es moglich, die Bedingung zu befriedigen? Ist die Bedingung ausreichend, um die Un-
bekannte zu bestimmen? Oder ist sie unzureichend? Oder iiberbestimmt? Oder kontradik-
torisch?

Zeichne eine Figur! Fiihre eine passende Bezeichnung ein!

Trenne die verschiedenen Teile der Bedingung! Kannst Du sie hinschreiben?

AUSDENKEN EINES PLANES

Hast Du die Aufgabe schon frither gesehen? Oder hast Du dieselbe Aufgabe in einer we-
nig verschiedenen Form gesehen?

Kennst Du eine verwandte Aufgabe? Kennst Du einen Lehrsatz, der férderlich sein konn-
te?

Betrachte die Unbekannte! Und versuche, Dich auf eine Dir bekannte Aufgabe zu besin-
nen, die dieselbe oder eine dhnliche Unbekannte bat.

Hier ist eine Aufgabe, die der Deinen verwandt und schon gelost ist. Kannst Du sie
gebrauchen? Kannst Du ihr Resultat verwenden? Kannst Du ihre Methode verwenden?
Wiirdest Du irgend ein Hilfselement einfiihren, damit Du sie verwenden kannst?

Kannst Du die Aufgabe anders ausdriicken? Kannst Du sie auf noch verschiedene Weise
ausdriicken? Geh auf die Definition zuriick!

Wenn Du die vorliegende Aufgabe nicht 16sen kannst, so versuche, zuerst eine verwandte
Aufgabe zu 16sen. Kannst Du Dir eine zugénglichere verwandte Aufgabe denken? Eine
allgemeinere Aufgabe? Eine speziellere Aufgabe? Eine analoge Aufgabe? Kannst Du ei-
nen Teil der Aufgabe 16sen? Behalte nur einen Teil der Bedingung bei und lasse den an-
deren fort; wie weit ist die Unbekannte dann bestimmt, wie kann ich sie verdndern?
Kannst Du etwas Forderliches aus den Daten ableiten? Kannst Du Dir andere Daten den-
ken, die geeignet sind, die Unbekannte zu bestimmen? Kannst Du die Unbekannte &ndern
oder die Daten oder, wenn notig, beide, so daf die neue Unbekannte und die neuen Daten
einander néher sind?

Hast Du alle Daten benutzt? Hast Du die ganze Bedingung benutzt? Hast Du alle wesent-
lichen Begriffe in Rechnung gezogen, die in der Aufgabe enthalten sind?

AUSFUHREN DES PLANES

Wenn Du Deinen Plan der Losung durchfiihrst, so kontrolliere jeden Schritt. Kannst Du
deutlich sehen, dal der Schritt richtig ist? Kannst Du beweisen, dal} er richtig ist?

RUCKSCHAU

Kannst Du das Resultat kontrollieren? Kannst Du den Beweis kontrollieren?

Kannst Du das Resultat auf verschiedene Weise ableiten? Kannst Du es auf den ersten
Blick sehen?

Kannst Du das Resultat oder die Methode fiir irgend eine andere Aufgabe gebrauchen?*
POLYA (1995) [Hervorhebungen im Original]
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Figur erleichtert es, die Gesamtkonfiguration im Auge zu behalten, und fiir den
Problemldser ist es mit ihrer Hilfe einfacher, geeignete Variationsmoglichkeiten ins

Auge zu fassen. Von den im Zusammenhang mit dem Problemldsen immer wieder ins

126

Spiel gebrachten heuristischen Hilfsmitteln = kann neben der Figur auch die Tabelle

das Bewegliche Denken fordern, weil sich mit ihrer Hilfe gezielte Verdnderungen

relativ leicht bewerkstelligen und auch deren Auswirkungen auf die Gesamt-

konfiguration beobachten lassen. '’

Zur Illustration einer Herangehensweise an eine Aufgabe'®® im Sinne des Bewegli-

chen Denkens soll folgendes Problem betrachtet werden (vgl. auch Abb. 37):

Die Winkelhalbierende des rechten Winkels in einem
rechtwinkligen Dreieck teilt das Quadrat iiber der Hy-
potenuse in zwei Teilflichen gleichen Flacheninhalts.

Den Einfluss, den die Bedingungen auf ein Problem haben,
kann man am einfachsten abschitzen, wenn man sie jeweils
einzeln variiert und dabei die anderen Bedingungen konstant
hdlt. So kann man es zundchst bei einem rechtwinkligen

Dreieck belassen und sich iiberlegen, wie sich die Konfigura-

tion verandert, wenn man diec Winkelhalbierende (hier als

Abb. 37: Halbierung des

Halbgerade betrachtet) um den Scheitel des rechten Winkels |,
ypotenusenquadrats

dreht. Dabei dndert sich offenbar die Aufteilung der beiden

Anteile des rechten Winkels. Der eine Anteil wird auf Kosten des anderen Anteils im-
mer grofler. Dreht man die ,,Winkelhalbierende* in Abb. 37 gegen den Uhrzeigersinn,
so wird der rechte Teilwinkel des 90°-Winkels kleiner, bis er in der Extremlage zum
Nullwinkel wird. Gleichzeitig wird offenbar auch die rechte Teilfliche des Hypotenu-
senquadrats immer kleiner und verschwindet schlieBlich. Analoges gilt fiir eine Dre-
hung der ,,Winkelhalbierenden* im Uhrzeigersinn. Da es sich hier um einen stetigen
Ubergang handelt, bei dem die eine Teilfliche gerade immer auf Kosten der anderen zu-

bzw. abnimmt, liegt es nahe zu vermuten, dass die ,, Winkelhalbierendenlage® gerade die

126 Wichtige heuristische Hilfsmittel sind die informative Figur, die Tabelle und die Gleichung (vgl. etwa
BRUDER (2002)).

'*7 Dies gilt in besonderem Mafe, wenn die informative Figur mit Hilfe einer dynamischen Geometrie-
software (DGS) bzw. die Tabelle mit einem Tabellenkalkulationsprogramm (TKP) erzeugt wurde.
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Lage der Halbgeraden ist, die das Hypotenusenquadrat halbiert. Die Winkelhalbieren-

deneigenschaft ist hier also eine unverzichtbare Bedingung.

Bisher wurde ein bestimmtes rechtwinkliges Dreieck zu \
Grunde gelegt. Da iiber die Form des rechtwinkligen Drei- \

ecks in den Bedingungen keine Aussage gemacht wird, soll !

nun die Lage des der Hypotenuse gegeniiberliegenden Eck-
punktes variiert werden. Lédsst man den Eckpunkt auf dem
Thaleskreis ,,wandern®, dann &ndert sich dabei auch die Lage
der Winkelhalbierenden des rechten Winkels. Man kann

vermuten, dass es sich um eine Drehung handelt. Es stellt

sich die Frage, um welchen Punkt diese Drehung erfolgt. Oft 1 5q. Lésﬁn o

hilft es — zur Kldrung von Fragen wie dieser — die Verdnde-

rungen bis hin zu Extremlagen auszufiihren. Wendet man diese Strategie auf die hier
betrachtete Bewegung an, so bedeutet das, den Punkt auf dem Thaleskreis so weit zu
ziehen, dass er (fast) mit den Endpunkten der Hypotenuse zur Deckung kommt. In die-
sen Lagen scheint die Winkelhalbierende jeweils (ndherungsweise) mit einer der Diago-
nalen des Hypotenusenquadrates zusammenzufallen. Die Diagonalen schneiden sich
aber im Mittelpunkt des Quadrates. Dies legt die Vermutung nahe, dass der Drehpunkt
der Winkelhalbierenden der Mittelpunkt des Hypotenusenquadrates ist. Das ist beson-
ders deshalb interessant, weil sich in diesem Punkt auch die Mittelsenkrechte der Hypo-
tenuse und der Thaleskreis schneiden. Diese Vermutung ist der Kern der Problemlo-
sung. Sie liegt bei einer Herangehensweise im Sinne des Beweglichen Denkens relativ
nahe.'*’ Falls die Winkelhalbierende wirklich durch den Mittelpunkt des Quadrates ver-
lauft, lasst sich mit Hilfe einer einfachen Kongruenziiberlegung'*® leicht zeigen, dass
die Winkelhalbierende das Hypotenusenquadrat in zwei flachengleiche Teilflachen zer-

legt. Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass die Winkelhalbierende des rechten Winkels

128 Das Wort ,<Aufgabe“ wird hier in der POLYA’schen Terminologie im Sinne von ,,Problem* benutzt.

'2 Die beschriebene Argumentation kann einfacher nachvollzogen werden, wenn man sich das von mir
entwickelte DynaGeoX-Applet zu diesem Problem ansieht, mit dem die Konfiguration dynamisch variiert
werden kann. Eine Betrachtung macht deutlich, wie iiberaus suggestiv eine wirklich durchgefiihrte und
visuell beobachtbare dynamische Variation ist. Man findet das DynaGeoX-Applet im Internet unter der
Adresse: http://www.juergen-roth.de — EUKLID DynaGeo — K — Knobelaufgabe.
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wirklich durch den Diagonalenschnittpunkt des Hypotenusenquadrates verlauft. Fiir die
Durchfiihrung dieses Beweises bieten sich hier statische Argumentationen an. Bewegli-
ches Denken bewahrt den Problemldser in solchen Fillen aber davor, Skizzen wie die
aus Abb. 39 rein statisch zu interpretieren. Auf diese Weise werden evtl. notwendige
Fallunterscheidungen mit groffer Wahrscheinlichkeit erkannt.

Im vorliegenden Fall ist keine Fallunterscheidung notwendig. Dies macht man sich
aber erst dann bewusst, wenn man die im Rahmen der zu Grunde liegenden Bedingun-
gen erlaubten Variationen mindestens gedanklich durchgefiihrt und dabei das Augen-
merk auf relevante Verinderungen und Invarianten gelenkt hat."*' Dazu ist die Fihig-
keit ,,Gesamtkonfiguration erfassen und analysieren* des Beweglichen Denkens erfor-

derlich.
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Abb. 39: Situation 1 Abb. 40: Situation 2 Abb. 41: Situation 3
20 +25 +2-45°=180° 2¢+2-45°=180° 20—-0+2-45°— 6 =180°
2'(§0+5)=900 2¢ =90° 2.((p_5):900
@+06 =45° @ =45° @—0 =45°

Bewegliches Denken kann im Rahmen des Problemldseprozesses (und nicht nur da)
auch Entdeckungen ermoglichen, die bei statischer Herangehensweise (mindestens fiir

Schiilerinnen und Schiiler) eher unwahrscheinlich sind. Ich komme dazu im Beispiel

130 K ongruenzsatz WSW angewandt auf die beiden schraffierten Dreiecke in Abb. 38 auf Seite 97.
31 ygl. die Momentaufnahmen in Abb. 39, Abb. 40 und Abb. 41
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noch einmal auf die Variation der Lage der ,,Winkelhalbierenden* zuriick.*> Wenn man
irgendeine andere Aufteilung der Winkelgrofen der Teilwinkel wéhlt und anschlieend
den Scheitelpunkt des rechten Winkels wieder entlang des oberen Halbbogens des Tha-
leskreises bewegt, kann man entdecken, dass die ,,ehemalige Winkelhalbierende* dabei
jeweils um einen Fixpunkt gedreht wird, der auf dem unteren Halbbogen des Tha-
leskreises liegt.'>* Diese Vermutung ergibt sich mit Hilfe des Beweglichen Denkens fast
von selbst, wiahrend sie sich mit statischen Mitteln nur schwer erschlief3t.

Bei einigen heuristischen Strategien spielt Bewegliches Denken eine besondere Rol-
le, sie sind ohne Bewegliches Denken nur schwer denkbar oder anwendbar. Eine davon

ist die von POLYA mit folgender Frage umschriebene Strategie:

»Behalte nur einen Teil der Bedingung bei und lasse den anderen fort; wie weit ist
die Unbekannte dann bestimmt, wie kann ich sie verindern?* PoLya (1995)"**

Ein Spezialfall dieser heuristischen Strategie, die ,,n—1-Strategie®, findet sich immer
wieder in der Literatur.'* Bei ihr ist die kontrollierte Verdnderung, die charakteristisch
fiir das Bewegliche Denken ist, ein zentraler Aspekt. Von einer gegebenen Bedingung
wird abgesehen und damit die Zahl der Freiheitsgrade um eins erhoht. Variiert man die
Konfiguration im Rahmen dieses zusétzlichen Freiheitsgrades, so verdndern sich in der
Regel weitere Teilaspekte der Gesamtkonfiguration. Um daraus eine entscheidende Idee
bzw. Vermutung im Hinblick auf die Losung des Problems zu gewinnen, muss man in
der Lage sein, die Gesamtkonfiguration zu erfassen und zu analysieren. Nur mit dieser
Féhigkeit ist es moglich, relevante Verdnderungen und evtl. deren Ortslinie bzw. Invari-
anten zu erkennen und im Hinblick auf das zu 16sende Problem zu analysieren. So kon-
nen wichtige Vermutungen aufgestellt werden, die anschlieend (oft statisch) bewiesen

werden miissen. Zusammenfassend lésst sich festhalten, dass die konsequente Nutzung

"2 Hier wurde (auch weiter oben) nur eine Bedingung, nimlich die Teilung des rechten Winkels durch
die ,,Winkelhalbierende* betrachtet und verdndert. Natiirlich kann und sollte man beim Versuch, ein ,,Ge-
spiir fiir ein Problem zu bekommen, auch jede andere in der Aussage steckende Bedingung variieren.
Mit dem in FuBinote 129 genannten DynaGeoX-Applet kann z. B. auch die Winkelgréfie des ,,rechten®
Winkels dynamisch verdndert werden.

'3 Dies lasst sich iibrigens dhnlich leicht zeigen wie die Tatsache, dass die Winkelhalbierende des rechten
Winkels in einem rechtwinkligen Dreieck immer durch den Diagonalenschnittpunkt des Hypotenusen-
quadrates verlauft (siche oben).

1 ygl. auch die FuBnote 125 auf Seite 94.

135 vgl. etwa BOCK/WERGE (1992a), DANCKWERTS/VOGEL (2003), HOLZL (1999b), KERST (1916),
ScHupP (2002), WETH (2002)
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des Beweglichen Denkens dem Problemloser die Ideenfindung erleichtert, die oft als

,schwierigster und ,,nicht planbarer* Teil des Problemldseprozesses eingeschitzt wird.

2.3 Verstehen und Bewegliches Denken

Ich habe in den ersten beiden Abschnitten dieses Kapitels kurz umrissen, welche Bedeu-
tung das Bewegliche Denken fiir die Begriffsbildung und das Problemldsen besitzen
kann. Mir ist es ein besonderes Anliegen, dass Schiilerinnen und Schiiler im Mathema-
tikunterricht zu einem um Verstdndnis bemiihten Umgang mit mathematischen Inhalten
und Prozessen angeleitet werden. Dies beinhaltet insbesondere, Sachverhalte nicht ein-
fach als gegeben zu akzeptieren, sondern sie zu hinterfragen und zu versuchen, sie zu
schon Bekanntem in Beziehung zu setzen. Das operative Prinzip mit seiner Kernfrage
,»Was geschieht, wenn ...* kann hierbei leitend sein. Um dieses didaktische Prinzip Ge-
winn bringend einsetzen zu konnen, werden insbesondere die im Beweglichen Denken
zusammengefassten Féhigkeiten bendtigt. Eigene Unterrichtserfahrungen und die im
Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Voruntersuchungen veranlassen mich davon aus-
zugehen, dass die Entwicklung dieser Féhigkeiten sich am ehesten dadurch anstofen
lasst, dass die Schiilerinnen und Schiiler im Mathematikunterricht mit Argumenten kon-
frontiert werden, die sich auf dynamische Verdnderungen stiitzen. Weiterhin scheint es
forderlich zu sein, wenn ihnen Lernanldsse und Lernumgebungen geboten werden, die
sie dazu herausfordern, eigenstindig in Bewegungen bzw. Veridnderungen zu denken
und entsprechende Argumente selbst zu produzieren. Im Einklang mit der in der Ma-
thematikdidaktik vorherrschenden Auffassung propagiere ich also einen Umgang mit
Mathematik, der von Denkaktivitdten, Eigenkonstruktionen und reflektiertem Vorgehen
der Schiilerinnen und Schiiler gepragt ist. Verdndern, dies sei hier noch einmal betont,
ist kein Selbstzweck, sondern es geht mir um die reflektierte Auseinandersetzung mit
Veranderungen und ihren Konsequenzen. Es geht also um einen problemorientierten
Zugang zur Mathematik, wie er auch im Zuge von TIMS- und PISA-Studie immer wie-

der gefordert wurde und wird."*® BLUM (2001) hat in diesem Zusammenhang u. a. mehr

136 vgl. etwa BAUMERT/LEHMANN (1997), BAPTIST (2001), BLUM (2001), DEUTSCHES PISA-KON-

SORTIUM (2001)
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Vernetzung, weniger Verfahren und Kalkiile, mehr Denkaktivitidten und Eigenkonstruk-
tionen der Schiiler und mehr Reflexionen fiir den Mathematikunterricht gefordert. Das

DEUTSCHE PISA-KONSORTIUM schlief3t sich dem an und schreibt:

»Diese Liste deckt sich genau mit den Merkmalen, die bei PISA ein hoheres Ni-
veau mathematischer Grundbildung beschreiben: Verkniipfung bzw. Verallgemei-
nerung/Reflexion, weniger Kalkiilorientierung, Offenheit der Mathematisierun-
gen, Umgang mit vielfaltigen Losungsmdglichkeiten. Die zentrale Forderung, Ma-
thematik als ,Denk-Werkzeug‘ zur Modellierung zu vermitteln, verbindet PISA
mit der TIMS-Studie (...).

(...) Nun haben allerdings die Analysen (...) [der PISA-Studie] ergeben, dass die
Problematik des deutschen Mathematikunterrichts vor allem im unteren Leis-
tungsbereich liegt — bei jenem Viertel der 15-Jéhrigen, die hochstens elementare
Rechnungen auf Grundschulniveau bewiltigen konnen. Miissten hier nicht zu-
ndchst einfaches Rechnen geiibt und elementare Grundbegriffe erlernt werden,
bevor Modellierungen in Angriff genommen werden kdnnen?

Das PISA-Konzept wendet sich — in Ubereinstimmung mit neueren didaktischen
und psychologischen Argumenten — dezidiert gegen eine solche Forderung. Thre
Einlosung wiirde die Kalkiilorientierung des deutschen Mathematikunterrichts nur
noch mehr befordern. Stattdessen muss versucht werden, auch schwéichere Schii-
ler — anhand einfacher mathematischer Inhalte — an Modellierungsprozesse und
offenere Aufgaben heranzufiihren. Nicht die Reduktion, sondern die Verstirkung
des Anspruchsniveaus — nicht des ,technischen® Niveaus — ist gefordert. Dies be-
deutet vor allem, dass vermehrt auf allen Schulstufen die Gestaltung ,substanziel-
ler mathematischer Lernumgebungen® (...), die das Kennenlernen innermathema-
tischer Strukturen mit Anwendungsfihigkeiten verbinden, angestrebt werden
muss. Auch lieBe sich (...) argumentieren, dass im herkdmmlichen Unterricht —
nicht nur der Grundschule — das verstdndnisfordernde Potenzial von visuellen
Darstellungsformaten noch lange nicht ausgenutzt ist.“ DEUTSCHES PISA-KON-
SORTIUM (2001), S. 186f

Dies ist auch eines der zentralen Anliegen des in dieser Arbeit entwickelten Unter-
richtskonzepts: Die Entwicklung von Verstindnis als angestrebtes Ziel des Unterrichts
darf gerade nicht wegen der vermeintlich schwécheren Schiilerinnen und Schiiler zu-
rickgenommen werden. Gerade ihnen muss es durch geeignete Mallnahmen ermoglicht
werden, sich selbststindig denkend mit mathematischen Fragestellungen auseinander zu
setzen. In Bezug auf das Bewegliche Denken werde ich im 3. Kapitel bei der Vorstel-
lung meines Unterrichtskonzepts fiir den Geometrieunterricht der 7. Jahrgangsstufe des
Gymnasiums darauf eingehen, wie geeignete Mallnahmen aussehen konnten. Dabei

spielt der Einsatz des Computers gerade auch im Hinblick auf die oben genannten visu-
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ellen Darstellungsformate eine nicht zu unterschitzende Rolle."’ Ich gehe dort auch auf
methodische Fragen im Zusammenhang mit der Erarbeitung des Beweglichen Denkens
ein.

Eine weitere methodische Anregung, um Verstindnis zu fordern, das Denken in Ver-
dnderungen im Unterricht zu verankern und Schiilerinnen und Schiilern eine selbststéin-
dig denkende Auseinandersetzung mit Mathematik zu ermdglichen, ist die von SCHUPP
(2002) propagierte ,,Aufgabenvariation‘. Dabei geht es darum, Schiilerinnen und Schii-
ler Aufgaben selbststéindig abédndern und sich mit diesen abgednderten Aufgaben be-
schiftigen zu lassen. Dabei werden Féhigkeiten des Beweglichen Denkens bendtigt.
Hier sollen Schiilerinnen und Schiiler lernen, im Sinne der beiden vorhergehenden Ab-
schnitte, Zusammenhénge zu entdecken und sich, motiviert durch die selbst erzeugte
Aufgabe, Herangehensweisen an herausfordernde Problemaufgaben anzueignen.'*® Un-
ter den von SCHUPP (2002) angegebenen Strategien zur Variation von Aufgaben, die in

Tabelle 5 zusammengefasst sind, findet sich neben anderen auch eine ganze Reihe von

17 vgl. auch Abschnitt 2.5 Bewegliches Denken und Computereinsatz
138 Folgender Unterrichtsverlauf hat sich laut SCHUPP bei der ,,Aufgabenvariation bewihrt:

1. ,,Eine Aufgabe wird in iiblicher Weise gestellt und gelost.

2. Die Lerngruppe wird aufgefordert, die Aufgabe zu variieren.

3. Die Variationsvorschlidge werden ohne Lehrerkommentar und ohne vorschnelle Bewer-
tung gesammelt. Erfahrungsgemaf wirken solche Eingriffe in brain-storming-Phasen eher
restriktiv.

4. Die gesammelten Vorschlige werden gemeinsam geordnet, strukturiert und einzuschétzen
versucht. Fiir die Weiterarbeit geeignete Varianten werden ausgewdhlt und zugeteilt, an-
dere zuriickgestellt bzw. als sinnlos oder banal abgelehnt (...).

5. Das geschieht anhand von Fragen wie ,Was gehort zusammen?‘, ,Was erscheint leicht
(sinnlos, banal, machbar, schwer, wohl zu schwer fiir uns)?°, ,Worauf beschrianken wir
uns?‘, ,Womit fangen wir an?‘, ,Was kann zur gleichen Zeit erledigt werden?, ,Wer
iibernimmt was?‘ usw. und von zu begriindenden Antworten.

6. Die ausgewdhlten Varianten werden moglichst selbstéindig bearbeitet, Verlauf und Resul-
tat der Arbeit schriftlich fixiert. Hierbei sind alle aus Literatur und Praxis bekannten Sozi-
al-, Differenzierungs- und Arbeitsformen moglich. Welche sich anbietet, kann nicht vor-
entschieden werden, sondern héngt ab von Quantitét und Qualitit des ausgewéhlten Mate-
rials, von den Vorerfahrungen inhaltlicher und arbeitstechnischer Art und der aktuellen
Situation der Lerngruppe sowie von den Absichten der Lehrperson.

7. Die Arbeitsergebnisse werden im Plenum vorgestellt und diskutiert (wenn sie nicht dort
schon entwickelt worden sind). Hierbei sollten insbesondere auch die benutzten Variati-
onsstrategien genannt bzw. aufgedeckt werden. Naheliegend ist jetzt auch das Kombinie-
ren bisher getrennt behandelter Variationen.

8. Gemeinsam wird eine Schlusseinschitzung der geleisteten Arbeit vorgenommen, werden
ihre Vorziige und Schwichen aufgedeckt und moglicherweise eine schriftliche Zusam-
menfassung erstellt. SCHUPP (2003), S. 6
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Herangehensweisen, die die Fahigkeiten des Beweglichen Denkens erfordern oder sie
zumindest anstof3en. Ich denke hier insbesondere an die in Tabelle 5 von mir grau hin-

terlegten Strategien.

(1) geringfiigig indern | (2) analogisieren (3) verallgemeinern
(,,wackeln®) (,.ersetzen bzw. ,,4n- (,,weglassen von Bedin-
dern” von Bedingungen) gungen)
(4) spezialisieren (5) Grenzfille betrachten | (6) Liicken beheben
(,,hinzufligen* von (,,ausloten®) (,,dicht machen®)
Bedingungen)
(7) in Beziehung setzen | (8) umorientieren (9) sinnvoll machen
(,,vergleichen®) (,,Ziel dndern®) (,,be-sinnen*)
(10) zerlegen (11) kombinieren (12) umzentrieren
(,,trennen®) (,,vereinigen®) (,,Blick wechseln®)
(13) umkehren (14) Kontext éindern (15) iterieren
(,Richtung wechseln*) (,,Rahmen wechseln‘) (,,weitermachen®)
(16) anders bewerten (17) Frage anschlieflen (18) Daten dndern
(,,interessant machen®) (,,nachfragen®) (,,aktualisieren®)
(19) kritisieren (20) Variation variieren (21) Schwierigkeitsgrad
(,,verbessern®) (,,ausweiten“) abindern
(,,schwerer oder leichter
machen*)
(22) extremalisieren (23) visualisieren (24) einen Umweltbezug
ausreizen®) (auf verschiedene herstellen
Weisen) (,,anwenden‘)
(25) dokumentieren/ (26) Beziehungsnetze (27) lokal ordnen
prisentieren herstellen
flir unterschiedliche (unterschiedlicher Art)
Adressaten

Tabelle 5: Strategien zur Variation von Aufgaben (vgl. SCHMIDT (2003))

Ein um Verstdndnis bemiihter Umgang mit Mathematik benétigt ,,Verstindnisgrundla-
gen®, auf die sich das Individuum bei der personlichen Wissens(re)konstruktion und bei
Problemldseprozessen stiitzen und bei Schwierigkeiten evtl. zuriickziehen kann. Ver-
staindnisgrundlagen stehen in enger Beziehung zu ,Prototypen®, deren Bedeutung

DORFLER (1991) in Anlehnung an LAKOFF'*’ wie folgt umreift:

»Sehr vereinfacht dargestellt, werden Kategorien (Klassen) bzw. Allgemeinbegrif-
fe nach Lakoff mittels prototypischer Reprisentanten oder Vertreter kognitiv ver-
fiigbar gemacht fiir kognitive Funktionen wie Gedéchtnis, Problemldsen, SchluB3-
folgerungen, Herstellen von Beziehungen zwischen Klassen u. a. m. Es wird also
mental 1. a. nicht abstrakt mit definierenden Eigenschaften oder Biindeln, Syste-
men von Eigenschaften operiert, sondern gegenstindlich mittels der mentalen
Vorstellung charakteristischer Exemplare (des Begriffs, der Klasse) oder sogar di-
rekt an materiellen prototypischen Repridsentanten. Die konstitutiven Eigenschaf-

39 L AKOFF, G.: Women, Fire and Dangerous Things. The University of Chicago Press, Chicago, 1987
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ten (fiir die Klassenzugehorigkeit) bleiben dabei weitgehend implizit und werden
auch nicht verbalisiert. Dadurch sind allerdings stets auch mehr Eigenschaften si-
multan verfiigbar, als sie in einer (oft wohl gar nicht moglichen) Definition oder
Festlegung der Klasse in einer Minimalformulierung expliziert werden. Die all-
gemeine Argumentation, der allgemeine Schluf3 (iiber im Prinzip alle Elemente
der Klasse) wird anhand des Prototyps ausgefiihrt. Dieser Prototyp steuert auf-
grund seiner gegensténdlich verfligbaren Eigenschaften diese kognitiven Prozesse.
Einige Schliisse iiber Eigenschaften des Prototyps (und damit in aller Regel iiber
die durch ihn reprisentierte Klasse) sind sozusagen am Prototyp ablesbar, andere
ergeben sich erst durch geeignete Transformationen und Manipulation am und mit
dem gegensténdlichen Prototyp. (...) Man konnte verkiirzt sagen, Prototypen leis-
ten fiir das Individuum die Reprisentation des Allgemeinen im Besonderen. (...)
Damit ein Gegenstand (materiell oder vorgestellt) fiir ein Individuum als Prototyp
wirksam wird, mul} dieses eine bestimmte Sichtweise auf diesen Gegenstand ent-
wickeln. Diese kann kurz als die Fahigkeit bezeichnet werden, den Gegenstand
eben nicht als solchen sondern als prototypischen, paradigmatischen Vertreter der
jeweils relevanten Klasse anzusehen. Dies bedeutet die Konzentration der Auf-
merksamkeit auf ganz bestimmte Eigenschaften des Prototyps und auf Beziehun-
gen an ihm, die ihn eben als Element der Klasse auszeichnen.® DORFLER (1991),
S.70

Was ich mir unter ,,Verstdndnisgrundlagen® vorstelle, mochte
ich im Folgenden an einem Beispiel erldautern. Wenn mathe-
matisch geschulte Menschen nach Eigenschaften eines be-
stimmten Funktionstyps, etwa einer ganzrationalen Funktion

dritten Grades, gefragt werden, sehen sie einen ,.typischen®

Funktionsgraph vor ihrem geistigen Auge (vgl. Abb. 42).

Dieser ,,typische Funktionsgraph® ist, im Sinne DORFLERS, Abb. 42: Typischer
ein Prototyp fiir die Klasse der ganzrationalen Funktionen Funktionsgraph
dritten Grades. Ein mentales Bild eines Prototyps birgt einige Vorteile:

e Esermdglicht eine Gesamtsicht auf das Phinomen bzw. die Konfiguration.

e Mit ihm lassen sich Eigenschaften des Phdnomens bzw. der Konfiguration

(wieder) erschlieBen bzw. herleiten.

e Esist intuitiv erfassbar und (deshalb) relativ leicht memorierbar.
Am Beispiel des ,.typischen Funktionsgraphen® einer ganzrationalen Funktion dritten
Grades wird aber auch deutlich, dass ein Prototyp nur dann Gewinn bringend genutzt
werden kann, wenn der Interpretationskontext dem Nutzer geldufig ist. So ist der Graph

z. B. im Deutungsrahmen ,,kartesisches Koordinatensystem* zu sehen. Dariiber hinaus

miissen, z. B. bei einer Uberlegung im Hinblick auf lokale Extrema oder Nullstellen,
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Vorstellungen {iber die grundsitzlichen Verdnderungsmoglichkeiten von Form und La-
ge des Funktionsgraphen (in Abhingigkeit von den Parametern der speziellen Funktion)
vorhanden sein. Wenn ich von ,,Verstdndnisgrundlagen® spreche, dann meine ich das
Zusammenwirken eines Prototyps (der als Bild, Symbol, Vorgang o. &. konkretisiert
sein kann) mit dem zugehorigen Erklarungskontext, ohne den, wie ich am Beispiel des
Funktionsgraphen gezeigt habe, ein Prototyp nicht sinnvoll verwendbar ist."* Mit Hilfe
einer solchen Verstidndnisgrundlage ist es moglich, den zu Grunde liegenden Begriff
oder das zu Grunde liegende Phdnomen zu erfassen, zusammen mit seinen Eigenschaf-
ten zu rekonstruieren und fiir mathematisches Arbeiten nutzbar zu machen. Abb. 43

fasst die beschriebene Wechselbeziehung noch einmal zusammen.

Verstindnisgrundlage

Erklirungs- Prototyp: Bild,
kontext Symbol, Vorgang

!

[ Phinomen, Begriff ]

Abb. 43: Verstindnisgrundlage

Erfolgreicher Mathematikunterricht muss meiner Meinung nach solche Verstindnis-
grundlagen anbieten, also Prototypen und deren Bedeutungs- bzw. Interpretationsrah-
men mit Schiilerinnen und Schiilern erarbeiten. Genau an dieser Stelle kommt das Be-
wegliche Denken ins Spiel. Der Erklarungskontext einer Verstindnisgrundlage erfasst
immer auch mogliche Veridnderungen, die am Prototyp vorgenommen werden konnen,
ohne dass er seine Eigenschaft als Prototyp dabei verliert. Zum Durchfiihren geeigneter
Transformationen an und mit gegenstindlichen bzw. vorgestellten Prototypen sind die

Féahigkeiten des Beweglichen Denkens notwendig.

140 Ahnlich wie beim epistemologischen Dreieck (vgl. BROMME/STEINBRING (1990), S. 159ff) muss also
zum Prototyp noch ein Erkldrungskontext hinzutreten, um damit ein Phinomen, einen Begriff oder Ahnli-
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Abb. 44: Verstindnisgrundlage zu Dreiecksgrundformen

Im Zusammenhang mit Verstindnisgrundlagen wird Bewegliches Denken aber nicht
nur im Hinblick auf den Erkldrungskontext benétigt. Es kann auch dazu beitragen, einen
geeigneten Prototyp zu erarbeiten. Ich erldutere dies im Kapitel 3 bei der Darstellung
meines Unterrichtskonzepts am Beispiel der Dreiecksgrundformen. Die in Abb. 44 dar-
gestellte zugehorige Verstdndnisgrundlage entsteht aus Bewegungen. Es sind ndmlich
z. B. die Ortslinien eingezeichnet, auf denen sich der Punkt C bewegen kann, so dass
bei festgehaltener Seite [AB] das Dreieck 44BC immer gleichschenklig bleibt. Bewegt
man nun C durch die von AB berandete obere Halbebene, so ldsst sich jederzeit die je-
weilige Dreiecksform und die Beziehungen zwischen diesen Formen erschlielen bzw.
rekonstruieren.

Ich habe in diesem Abschnitt versucht an einigen wenigen Beispielen aufzuzeigen,
dass Bewegliches Denken eine zentrale Rolle in einem Mathematikunterricht spielen
kann, in dem Verstehen-Lehren ernst genommen wird. Dies ist insbesondere im Zu-

sammenhang mit dem Begriffsbilden und dem Problemldsen wichtig, da diese Tatigkei-

ches fassen, d. h. verstehen zu konnen.
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ten nach meiner Einschidtzung Schwerpunkte des Mathematikunterrichts bilden (soll-
ten).

Im Rahmen dieser Arbeit ist es natiirlich nicht mdglich, die Relevanz des Bewegli-
chen Denkens fiir alle Standardthemen des Mathematikunterrichts aufzuzeigen. Im
nichsten Abschnitt gehe ich aber auf ein Thema ein, das auf das Engste mit dem Be-

weglichen Denken verzahnt ist.

2.4 Anderungsverhalten und Bewegliches Denken

Die im Abschnitt 1.2.4 im Zusammenhang mit dem systemischen Denken zitierten Un-
tersuchungen'*! legen die Vermutung nahe, dass es vielen Menschen sehr schwer fillt,
die Art und Weise einer Verinderung zu erfassen oder zumindest die Anderungsrate
vom aktuellen Bestand einer Gro3e zu unterscheiden. Insbesondere bereitet es vielen
Schwierigkeiten, anhand von Anfangsbestinden und Anderungsraten auf zugehdrige
(End-)Bestinde zu schlieBen. Nun ist aber gerade diese Fihigkeit zur rationalen Ent-
scheidungsfindung und zur reflektierten Teilnahme an 6ffentlichen Diskussionen von
zentraler Bedeutung. Ich will dies hier an einem Beispiel illustrieren. Das Bundesfi-
nanzministerium will die Staatsverschuldung der Bundesrepublik Deutschland reduzie-
ren und plant deshalb, wie in Abb. 45 dargestellt, eine deutliche Verringerung der jéhr-
lichen Nettokreditaufnahme des Bundes. Diese Senkung der jihrlichen VergroBerung
des Schuldenstandes (Anderungsrate!) bedeutet, entgegen leider immer wieder in der
offentlichen Diskussion zu horenden anders lautenden Aussagen, keine Budgetkonsoli-
dierung. Ein Fortschreiben der Graphik in Abb. 46 mit den Daten aus Abb. 45 fiihrt zur
Erkenntnis, dass die Bundesrepublik im Jahr 2008, selbst wenn die Bundesregierung bis
dahin einen ausgeglichenen Haushalt vorlegen sollte, auf einem Schuldenberg von {iber
900 Milliarden € sitzt, aus dem jdhrliche Zinszahlungen von ca. 40 Milliarden €'* re-

sultieren.

141 ygl. OsSIMITZ (2001) und SWEENEY/STERMAN (2000)
142 ygl. BUNDESMINISTERIUM DER FINANZEN (2003), S. 14
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Abb. 45: Entwicklung von Einnahmen, Ausgaben und Nettokreditaufnahmen des Bundes von 2003 bis
2007 (2003: erwartetes Ist / 2004 — 2007: Soll). Aus BUNDESMINISTERIUM DER FINANZEN (2003), S. 9
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Abb. 46: Entwicklung der Schulden des Bundes 1982 bis 2002. Aus BUNDESMINISTERIUM DER FINANZEN
(2003), S. 6

Warum kénnen hiufig selbst Abiturienten nicht mit dem Anderungsverhalten argumen-

tieren? Eine mdgliche Antwort wire, dass das Anderungsverhalten im Unterricht erst
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3 erst in der 10. oder 11. Jahr-

sehr spit, namlich je nach Bildungs- bzw. Lehrplan'
gangsstufe behandelt wird und wenn, dann gleich tendenziell kalkiilhaft im Zusammen-
hang mit der Ableitung einer Funktion. Stattdessen wire es im Sinne der Ausbildung
von Verstindnisgrundlagen und des Spiralprinzips sinnvoll, bereits friihzeitig das Ande-
rungsverhalten immer wieder im Unterricht aufzugreifen.
MALLE (1993) schldgt vor, dies anhand von funktionalen Aspekten von Formeln bereits
vor der expliziten Einfiilhrung des Funktionsbegriffs zu beginnen, da fiir ihn der ,,ver-
staindige” Umgang mit Formeln die Auseinandersetzung mit Fragen wie den folgenden
erfordert:

e . Wie édndert sich eine GroBe, wenn sich eine andere Grofe in einer be-

stimmten Weise andert?

e Wie muf} eine GroBe gedndert werden, damit sich eine andere Grof3e in be-
stimmter Weise dndert? MALLE (1993), S. 79

Diese Fragen zielen auf elementarem Niveau genau auf die Fihigkeit ,,Anderungsver-
halten erfassen und beschreiben” des Beweglichen Denkens ab. Ich bin, genau wie
MALLE (1993), der Uberzeugung, dass diese Fihigkeit stark mit dem Verinderlichenas-
pekt von Variablen'** verbunden ist, der im aktuellen Mathematikunterricht meiner Ein-
schitzung nach zu Unrecht oft nur eine untergeordnete Rolle spielt. Es bietet sich an,
das Sammeln von ersten Erfahrungen mit dem Anderungsverhalten und die Erarbeitung
des Verinderlichenaspekts von Variablen zu verbinden. Ich sehe, wie MALLE (1993),
im Umgang mit Formeln einen guten Ansatzpunkt zur Erarbeitung des Anderungsver-

haltens, weil diese so gewdhlt werden konnen, dass der zugehorige Sachzusammenhang

143 vgl. etwa KULTUSMINISTERIUM BW (2004) oder KULTUSMINISTERIUM BY (2003)
14 Zur Einordnung des Verinderlichenaspektes von Variablen schreibt MALLE (1993):

,Eine Variable kann Zahlen aus einem bestimmten Bereich auf verschiedene Arten ,reprisentie-
ren’. Je nach der Art dieser Reprédsentation kann man zumindest die folgenden Variablenaspekte
unterscheiden:
1. Einzelzahlaspekt: Variable als beliebige, aber feste Zahl aus dem betreffenden Bereich. Dabei
wird nur eine Zahl aus dem Bereich repréisentiert.
2. Bereichsaspekt: Variable als beliebige Zahl aus dem betreffenden Bereich, wobei jede Zahl
des Bereichs reprisentiert wird. Dieser Aspekt tritt wiederum in zwei Formen auf:
o Simultanaspekt: Alle Zahlen aus dem betreffenden Bereich werden gleichzeitig reprasen-
tiert.
o Verdnderlichenaspekt: Alle Zahlen aus dem betreffenden Bereich werden in zeitlicher
Aufeinanderfolge représentiert (wobei der Bereich in einer bestimmten Weise durchlau-
fen wird).“ MALLE (1993), S. 80
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den Schiilerinnen und Schiilern vertraut ist und somit als Verstdndnisgrundlage dienen
kann. Fiir erste Erfahrungen mit dem Anderungsverhalten eignen sich allerdings geo-
metrische Zusammenhénge noch besser, weil die Verdnderungen hier ebene bzw. rdum-
liche Bewegungen darstellen und damit den Alltagserfahrungen von Schiilerinnen und
Schiilern néher sind als Verdnderungen innerhalb einer Zahlenmenge. Ein Erschlielen
des Zusammenhangs zwischen verschiedenen Variablen in Form eines Terms ist sicher-
lich anspruchsvoller (da abstrakter) als das geometrische Arbeiten. Deshalb plidiere ich
dafiir, geometrische Zusammenhinge erst in einem letzten Schritt in Terme zu fassen
oder sogar ganz davon abzusehen.

Zur lllustration sei auf das Beispiel aus

Abb. 47 verwiesen. Hier werden die Win- 142 °

kel an einer Geradenkreuzung betrachtet
und es wird der Frage nachgegangen, wie 38 °

sich die Winkel f, y und ¢ verdndern, wenn

man den Winkel a (bei 0° beginnend) 38 °
gleichmiBig vergroBert. Denkt man sich

142 °

Abb. 47: Winkel an einer Geradenkreuzung

z. B. die Gerade, die den zweiten Schen-

kel'* des Winkels o festlegt, als beweglich
und hélt die andere Gerade fest, so lassen
sich je nach Fokussierung auf spezielle Winkelpaare (,,Gesamtkonfiguration erfassen
und analysieren®) die Abhiingigkeiten zwischen den Anderungen der einzelnen Winkel-
groBen gut erarbeiten. Gerade zu Beginn der Auseinandersetzung mit dem Anderungs-
verhalten empfiehlt es sich, die Konfiguration mit Hilfe einer dynamischen Geometrie-
software umzusetzen.'*® Diese ermdglicht eine dynamische Visualisierung der Bewe-
gung (Verdnderung), die von den Schiilerinnen und Schiilern selbst gesteuert werden
kann. Durch bewusste langsame Verdnderung der Lage des zweiten Schenkels von «a

kann Folgendes erkannt werden:

'3 bei mathematisch positivem Umlaufsinn

¢ Ein von mir erstelltes DynaGeoX-Applet zu dieser Fragestellung findet man im Internet unter der
Adresse: http://www.juergen-roth.de — EUKLID DynaGeo — A — Anderungsverhalten — Beispiel 3
(Scheitel- und Nebenwinkel).
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Die Vergroferung des Winkels a geht mit einer entsprechenden Verklei-
nerung des Winkels S einher.

Weil der zweite Schenkel von a gleichzeitig der erste Schenkel von f ist
und die jeweils anderen Schenkel (dieselbe Gerade!) dabei nicht bewegt
werden, verdndert sich die Grofle des Winkels £ genauso schnell wie die
Winkelgrofe von a.

Wird a gleichmdBig vergrofert, so wird also gleichzeitig £ gleichmédBig
und genauso schnell kleiner.'*’

Entsprechende Zusammenhinge ergeben sich durch analoge Betrachtun-

gen fiir jede andere Winkelpaarung an der Geradenkreuzung.

EUKLID DynaGeo - [ c:\Dokumente und Einstellungen\matd001\E... Z||E|E|
Datei

—aHilfe1 = Hilfe 2

Bearbeiten Zeichnen Konstruieren Abbilden Messen Makro  Verschiedenes Hilfe

ST G S -
T, Konstruieren

%

.38°

2,9

142 °

0: 3,97 Zugmodus

Abb. 48: Winkel an einer Geradenkreuzung mit dynamischem Balkendiagramm

47 Wenn die Schiilerinnen und Schiiler noch den gestreckten Winkel in den Blick nehmen, den jede der
beiden Geraden bzgl. des Drehpunktes als Scheitel bildet, so ist auch ein quantitativer Zusammenhang
zwischen den beteiligten WinkelgréBen schnell hergestellt.
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Zur Unterstiitzung derartiger Uberlegungen kann es hilfreich sein, die wesentlichen
GroBen dadurch stirker in den Blick zu nehmen, dass ihre jeweils aktuellen Werte als
Linge von Balken aufgetragen werden, die sich bei beim Verdndern der Winkelgrof3e
von a entsprechend mitbewegen (vgl. Abb. 48). Auf diese Weise lassen sich die einzel-
nen Groflen besser zueinander in Beziehung setzen und es kdnnen erste Aussagen iiber
mogliche Extremwerte (Fiir welche Gro3en von a nimmt £ seinen grofiten bzw. kleins-
ten Wert an?) gemacht werden. Auch Vermutungen iiber die Anderungsgeschwindigkeit

konnen mit Hilfe dieser Darstellung aufgestellt und anhand des Bildes der ,,realen* Be-

wegung diskutiert werden.

! EUKLID DynaGeo - [ c:\Dokumente und Einstellungen\matd001\Eigene Dateien\Eigene Dateien\DISS\AAA_Kapit... [= |[E1](X]

Datei Bearbeiten Zeichnen Konstruieren Abbilden Messen Makro Verschiedenes Hilfe
BB @ v J6€e 1 X ¢
[\ _Hauptleiste { i I i f /
—aHilfe1 —= Hilfe2
B v, 8 B, v, 6
A N A
142° 180°¢ 180°1
‘ B & N\ B
..38° 1 T 8
90°4 90°t |
38° . il 1~
142 ° |_| e\
0 0 90° 180°
o
-1,83 : 4,29 Zugmodus

Abb. 49: Winkel an einer Geradenkreuzung mit dynamisch erzeugten Funktionsgraphen

Fiir das Erfassen der Anderung ist die Fliichtigkeit der Balkenbewegungen hinderlich.
Was benétigt wird, ist eine Darstellung, die die Momentanwerte der abhéngigen Gréf3en
(hier g, y und o) wéhrend der Verdnderung der unabhidngigen GroBe (hier o) jeweils
nicht nur momentan wiedergibt, sondern insgesamt aufzeichnet und damit fiir die Ar-
gumentation zur Verfligung stellt. Auf diese Weise ldsst sich der Funktionsgraph als
Ortslinie der Spitzen der bei der Verdnderung von o mitgefiihrten Balken motivieren.
Werden Funktionsgraphen auf die hier skizzierte Weise der ,,realen” Verdnderung ge-
geniibergestellt, so konnen die Form des Funktionsgraphen und die erzwungenen Ande-

rungen (hier der WinkelgroBen) miteinander in Beziehung gesetzt, wechselseitig inter-
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pretiert, erfasst und somit verstanden werden. Im vorliegenden Fall lassen sich proporti-
onale bzw. lineare Zusammenhédnge auf eine sehr intuitive Weise erfassen und themati-

sieren, ohne algebraische Kalkiile verwenden zu miissen. Hierauf aufbauend kann dieses

148
1

Hilfsmitte als Verstindnisgrundlage fiir das Anderungsverhalten auf allen An-

spruchsniveaus dienen. Ich mdchte an dieser Stelle betonen, dass es wichtig ist auf diese

Weise auch nichtlineare Zusammenhénge zu untersuchen!'*’

Verdnderungen in der Umwelt werden intuitiv als zeitabhéngig erfasst und konnen in
der Tat auch immer mit der Zeit parametrisiert werden. Fiir WEIGAND (1988a) ist die

1 . . .
«150 und zwar insbesondere deshalb, weil sie

,Zeit ein ,,Prototyp einer Verdnderlichen
,von Natur aus* kontinuierlich und gleichformig voranschreitet. Die im Zusammenhang
mit dem Beweglichen Denken benutzten Argumente gehen immer von einer induzierten

gleichmiBigen und stetigen''

Verdnderung aus. Deshalb fallen bei dynamischen Ar-
gumenten auch immer Vokabeln, die WEIGAND (1988a) in einen Zusammenhang mit

zeitabhingigen Vorgéingen bringt:

'8 Gemeint ist das Zusammenspiel von dynamischer Zeichnung, dynamischem Balkendiagramm und
dynamischem Funktionsgraphen. Bei der Entwicklung dieses Werkzeugs ging es mir darum, die ver-
schiedenen Darstellungsweisen eines Phinomens zu kombinieren und organische Ubergiinge zu schaffen.
Auf diese Weise ist es z. B. moglich die Entstehung eines Graphen schrittweise nachzuzeichnen und so
besser zu verstehen. Dariiber hinaus lassen sich alle Darstellungen, wie oben bereits ausgefiihrt durch die
direkte Gegeniiberstellung wechselseitig interpretieren. Im Zusammenhang mit Funktionen schreibt
WEIGAND (1988b) dazu:

»Jede Darstellungsform beleuchtet nur bestimmte Aspekte des dargestellten Begriffs. Da es aber
fiir ein umfassendes Begriffsverstindnis wichtig ist, dal alle Sichtweisen eines Begriffs beriick-
sichtigt werden und diese unterschiedlichen Aspekte zu einem Gesamtbild zusammengefiigt wer-
den, muB der Schiiler auch in der Lage sein, eine in einer bestimmten Darstellung gegebene Funk-
tion in eine andere Darstellungsform iiberzufiihren, d. h. einen Transfer zwischen verschiedenen
Darstellungen durchzufiihren. In welcher Art und Weise dabei die Sichtweisen der Eigenschaften
des Begriffs verdndert werden, muf3 eine mathematische Analyse klaren. Methodisch-didaktische
und entwicklungspsychologische Gesichtspunkte miissen beriicksichtigt werden, wenn die Frage
entschieden werden soll, wann dieses ,Hin- und Herspringen® zwischen unterschiedlichen Darstel-
lungsformen notwendig bzw. sinnvoll ist.“ WEIGAND (1988b), S. 296

¥ Von mir erzeugte DynaGeoX-Applets mit dem genannten Hilfsmittel zum beschriebenen Beispiel und
weiteren, deutlich komplexeren Beispielen findet man im Internet unter der Adresse: http://www.juergen-
roth.de — EUKLID DynaGeo — A — Anderungsverhalten. Eine Auseinandersetzung mit ihnen verdeut-
licht besser als jede Beschreibung die Vorteile dieses Zuganges.

130 ygl. WEIGAND (1988a), S. 59

! Wenn ich im Folgenden von stetigen Verinderungen spreche, so meine ich, wenn ich nicht explizit
etwas andere voraussetze, neben den im eigentlichen Sinn stetigen Verdnderungen auch immer solche, die
in diskreten, aber dquidistanten Spriingen voranschreiten.
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,Beil zeitabhdngigen Vorgéingen treten etwa folgende Redewendungen auf: ,Die
Fiebertemperatur fdllt‘, ,der Luftdruck steigt‘, ,der Fliissigkeitsspiegel sinkt*, ,die
Zinsen bleiben im Verlaufe eines Jahres fest‘. Diese Ausdruckweisen finden sich
nun auch bei graphischen Darstellungen von Funktionen wieder, bei denen die
unabhéngige Variable nicht die Zeit ist: ,Die Funktion verlduft zundchst linear®,
,Die Funktion steigt und fillt dann wieder ab‘, ,Die Funktion ndhert sich asymp-
totisch einer Geraden‘. Diese Beschreibungen von Eigenschaften einer Funktion
enthalten eine zeitliche Komponente und betonen dadurch die dynamische Sicht-
weise einer Funktion. Fiir die Zeitachse entspricht dabei das ,Durchlaufen® der
Abszissenachse von ,links nach rechts‘ der natiirlich ablaufenden Zeitfolge. Diese
ausgezeichnete Richtung der x-Achse fiihrt erst zu den Vorstellungen des Wach-
sens oder Fallens und der Rechts- oder Linkskriimmung des Graphen einer Funk-
tion.” WEIGAND (1988a), S. 72 [Hervorhebungen im Original]

Die konsequente Einbeziehung Beweglichen Denkens in den Mathematikunterricht er-
moglicht den Schiilerinnen und Schiilern einen vertrauten Umgang mit Verdnderungen
und fordert die Verbalisierung dieser Phanomene. Insbesondere kann auf diese Weise
ein nach dem Spiralprinzip aufgebauter Lehrgang bereits frithzeitig Grundlagen fiir den
Analysisunterricht in der gymnasialen Oberstufe legen. Mir ist in diesem Zusammen-
hang wichtig festzuhalten, dass z. B. viele Extremwertprobleme'>* und Fragen zum An-
derungsverhalten auch mit sehr viel elementareren und damit dem verstehenden Um-
gang der Schiilerinnen und Schiiler ndher liegenden Methoden geldst werden kdnnen als

mit dem Ableitungskalkiil.'>®

2.5 Bewegliches Denken und Computereinsatz

Ich habe in diesem Kapitel immer wieder auf Einsatzmoglichkeiten des Computers im
Mathematikunterricht im Zusammenhang mit dem Beweglichen Denken verwiesen. In

diesem Abschnitt stelle ich zusammen, welche Funktionen der Computer im Hinblick

12 Gerade auch im Zusammenhang mit Extremwertproblemen kann das Bewegliche Denken und insbe-
sondere die Fihigkeit zur Realisierung des Anderungsverhaltens eine zentrale Rolle spielen. Zum Thema
»~Extremwertprobleme®, auch ohne Analysis, findet sich eine Reihe von interessanten Artikeln in
DANCKWERTS/VOGEL (2001). Neben anderen Argumenten werden dort auch wesentliche Argumente des
Beweglichen Denkens benutzt. Um Extremwertprobleme ohne Mittel der Analysis zu l6sen, kdnnen auch
dynamische Visualisierungen sehr hilfreich sein. Entsprechende von mir erzeugte DynaGeoX-Applets
findet man im Internet unter der Adresse: http://www.juergen-roth.de — EUKLID DynaGeo — E —
Extremwertprobleme sowie unter http://www.juergen-roth.de — EUKLID DynaGeo — A — Anderungs-
verhalten.

133 ygl. hierzu auch SCHUPP (1992)
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auf das Bewegliche Denken iibernehmen kann, welche Bedingungen eine Software dazu
erfiillen muss und schlieBlich, wie ein geeigneter Computereinsatz in einem Unterricht
aussehen kann, der auf die Entwicklung des Beweglichen Denkens ausgerichtet ist.

Die alte Idee, sich Konfigurationen beweglich vorzustellen und dies als Argumenta-
tionsgrundlage zu nutzen, wird spétestens seit der Meraner Reform immer wieder in der
didaktischen Diskussion aufgegriffen und fiir den Geometrieunterricht (GU) propa-
giert."** Auswirkungen auf den realen Mathematikunterricht sind bisher allerdings kaum
festzustellen. KRUGER (2000b) spricht diesbeziiglich sogar vom ,,Scheitern der Meraner
Reform*“'>. Als ein Grund dafiir wird angefiihrt, dass es friiher schwierig war, derartige
Bewegungen zu visualisieren oder der Aufwand zur Herstellung von entsprechenden

Medien, z. B. Mathematikfilme'*® oder gegenstindliche Modelle'’

, ganz erheblich ist
bzw. war. Darliber hinaus haben Unterrichtsfilme den Nachteil, dass Eingriffe in den
Ablauf eines einmal erstellten Films nur in geringem Umfang durchfithrbar sind.'®
Damit sind aber entdeckendes Lernen und das Beschreiten eigener Lernwege nur sehr
eingeschriankt moglich. Diese Problematik hat sich durch die Verfiigbarkeit von Com-
putern und der Entwicklung von dynamischer Geometriesoftware (DGS), Tabellenkal-

kulationsprogrammen (TKP) und Computeralgebrasystemen (CAS) grundlegend geén-

dert. Mit ihrer Hilfe kénnen Visualisierungen mathematischer Konfigurationen'”’ rela-

13 Vgl. dazu die Zusammenstellung in den Kapiteln 7 und 9 von KRUGER (2000b).

13 yg]. KRUGER (2000b), S. 301ff

"% In den 1980er Jahren wurde viel Arbeit in die theoretische Konzeption und die praktische Umsetzung
von Mathematikfilmen investiert. Vgl. dazu etwa KAUTSCHITSCH/METZLER (1982) und einzelne Beitrige
in KAUTSCHITSCH/METZLER (1983), KAUTSCHITSCH/METZLER (1984) und KAUTSCHITSCH/METZLER
(1989).

7 Dies ist keine grundsitzliche Aussage gegen gegenstindliche Modelle. Einfache Verinderungen, die
leicht an realen Objekten durchgefiihrt werden konnen, dienen oft besser als Verstdndnisgrundlage, als
eine Bewegung, die (nur) visuell auf dem Bildschirm nachvollzogen wird. Ich bin deshalb der Uberzeu-
gung, auch wenn es bisher dafiir keine empirische Bestitigung gibt, dass, wo immer die Realisierung
einer Bewegung/Verdnderung mit einfachen Mitteln an einem physikalischen Modell (evtl. auch enaktiv
fiir Schiiler) moglich ist, diese Moglichkeit der rein visuellen Darstellung mit dem Computer vorgezogen
werden sollte. Zur Illustration soll folgendes Problem dienen: Wie verdndert eine Strecke, die an einem
Ende fixiert ist und deren anderer Endpunkt P frei beweglich ist, ihre Lange in Abhéngigkeit von der
Bewegung von P? Fiir die Geschwindigkeit der Anderung der Streckenlinge ist es entscheidend, ob sich
P in Richtung der durch P und den anderen Endpunkt der Strecke festgelegten Geraden bewegt oder
senkrecht dazu. Im ersten Fall wird die Bewegung von P vollstidndig in eine Langendnderung der Strecke
umgesetzt, im zweiten Fall &ndert sich die Lénge der Strecke gar nicht. Als Verstdndnisgrundlage kann
hier wieder das ,,Gummibandmodell* dienen (vgl. S. 82).

'3 Man kann sie nur vorwirts und riickwirts, schneller und langsamer laufen lassen und anhalten.

13 Gemeint sind nicht nur geometrische Konfigurationen, sondern dariiber hinaus alle Konfigurationen,
die sich durch funktionale Zusammenhénge beschreiben lassen.
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tiv einfach erzeugt und dynamisch variiert werden. Wichtig im Hinblick auf das Beweg-
liche Denken ist dabei die Moglichkeit, einzelne Variable der Konfiguration gezielt und

stetig bzw. ,,quasistetig™'®’

zu verdndern. Oft wird diese Variation durch Schieberegler
realisiert. Dies gilt insbesondere fiir Tabellenkalkulationsprogramme und Computer-
algebrasysteme, in denen Schieberegler iiblicherweise die einzige Moglichkeit zur Dy-
namisierung darstellen. Abb. 50 und Abb. 51 auf Seite 117 zeigen Schieberegler im
CAS Derive und im TKP Excel'®'. Bei dynamischen Geometriesystemen sind Schiebe-
regler eine Methode unter vielen zum Beweglichmachen von Konfigurationen. Diese
Vorgehensweise ist dann das Mittel der Wahl, wenn viele verschiedene, vorab bereits
feststehende Verdnderungsmdglichkeiten nebeneinander zur Verfiigung gestellt werden
sollen. Abb. 52 und Abb. 53 auf Seite 118 zeigen verschiedene Moglichkeiten zur Rea-
lisierung von Schiebereglern in der DGS EUKLID DynaGeo'®:. Ich werde mich im
Folgenden auf den Einsatz von dynamischer Geometriesoftware beschrianken, weil sie
im Vergleich zu Tabellenkalkulationsprogrammen bzw. Computeralgebrasystemen in-
folge des Zugmodus deutlich groBere Freiheiten in den Variationsmoglichkeiten bietet,
was im Hinblick auf das Bewegliche Denken der entscheidende Vorteil ist. Dariiber
hinaus sind diese Programme einfacher und intuitiver zu bedienen. Der letztgenannte
Aspekt ist insbesondere im Hinblick darauf, dass ich die Entwicklung des Beweglichen
Denkens als Prozessziel des Mathematikunterrichts sehe, das spitestens ab der 5. Jahr-
gangsstufe den Unterricht begleiten sollte, ein entscheidendes Kriterium fiir den Einsatz

von Computern im Mathematikunterricht.

10 Gemeint ist ein diskretes, aber gleichmiBiges Variieren, also eine Verdnderung, die in ,,Aquidistanten
Schritten® erfolgt.

161 Die Abb. 51 entstammt dem, von mir auf der Basis von Excel entwickelten Programmpaket ,,Terme
dynamisch*, das im Internet unter der Adresse http://www.juergen-roth.de — Publikationen — ,,Terme
dynamisch* heruntergeladen werden kann.

12 Von mir erzeugte DynaGeoX-Applets zu Abb. 52 und Abb. 53 findet man im Internet unter der Ad-
resse http://www.juergen-roth.de — EUKLID DynaGeo — P — Pythagoras bzw. unter
http://www.juergen-roth.de — EUKLID DynaGeo — E — Extremwertprobleme.
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EUKLID DynaGeo - [ c:\Dokumente und Einstellungenimatd001\Eigene Dateien\Eigene Dat...
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Abb. 52: Schieberegler in der DGS EUKLID DynaGeo (als Zahlobjekt realisiert)
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Abb. 53: Schieberegler in der DGS EUKLID DynaGeo (als Strecke variabler Lénge
realisiert)
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Die Tatsache, dass Verdnderungen mit Hilfe geeigneter Computerprogramme sehr ein-
fach durchgefiihrt und von Schiilerinnen und Schiilern in gewissen Grenzen selbst ge-
steuert werden konnen, birgt alleine allerdings noch keinen didaktischen Vorteil. Zwar
muss im Sinne des Beweglichen Denkens die Bewegung bzw. Verdnderung nicht mehr
hineingesehen werden, weil sie bereits bildhaft vor dem Auge der Schiilerin bzw. des
Schiilers ablduft. Um aber aus dieser Bewegung Informationen oder Ideen fiir eine Ar-
gumentation zu erhalten, ist eine intensive Auseinandersetzung mit der Problematik
notwendig, die nicht einfach durch oberfldchliches Betrachten von Bewegungen erreicht
wird. Genau genommen setzt ein Gewinn bringender Einsatz von Software, die ,,benut-
zergesteuerte* dynamische Verdanderungen zuldsst, bereits die Fahigkeiten des Bewegli-
chen Denkens voraus. Fiir einen Menschen, der versiert im Beweglichen Denken ist,
kann der Computer mit entsprechender Software'® drei wesentliche Funktionen erfiil-
len:
Kontrollinstanz:
Er ist eine externe Kontrollinstanz, mit der im Kopf abgelaufene bewegliche
Denkvorginge auf ihre Tragfahigkeit hin tiberpriift und kritisch hinterfragt wer-
den konnen.
,,Denkzeug“164:
Der Computer ist ein Werkzeug, das das Bewegliche Denken unterstiitzt, also ein
,Denkzeug®, weil er bei komplexen Problemstellungen, die nicht mehr im Kopf

erfassbar sind, dazu dient, die Komplexitét in den Griff zu bekommen. Dies ge-

' Wenn ich in Zukunft von dem Computer sprechen, dann meine ich jeweils die Hardware und die not-
wendige Software.

164 Ich lehne mich hier an die Ausfithrungen von DORFLER (1991) an, der von ,verteilter Kognition*
spricht und schreibt:

»Das Werkzeug (Schubraupe, Computer) unterstiitzt (...) die Tatigkeit auf (...) [der] Metaebene
u. a. dadurch, daB (komplexe) Ablaufe (Graben, Rechnen) gleichsam komprimiert werden, ver-
kiirzt werden zu mental manipulierbaren Einheiten. Die Bedienungshandgriffe (z. B. Hebel,
Knopfdruck) stellen eine Art Reifizierung und Einkapselung frither nur entfaltet und prozessual
verfiigbarer Abldufe und Handlungssequenzen dar, wodurch eine gezielte und effektive Reflexion
auf deren Organisation, Sequenzierung, Konsequenzen u. dgl. ermdglicht bzw. erleichtert wird.
Dies erfordert einerseits den geplanten Einsatz der Werkzeuge und unterstiitzt andererseits diese
Planung. Es sei hier betont, daf} fiir diese Meta-Tétigkeit eine griindliche Kenntnis des jeweiligen
Werkzeugs bzw. der Maschine erforderlich ist, dies vor allem hinsichtlich ihrer Wirkungen aber
nicht ihrer Wirkungsweise. Es geniigt weitestgehend eine funktionale Kenntnis des (maschinellen)
Werkzeugs, durchaus als black- oder grey-box.” DORFLER (1991), S. 52f
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schieht dadurch, dass das Gedéichtnis entlastet wird und einzelne Fahigkeitsas-

pekte des Beweglichen Denkens an den Rechner delegiert werden. Folgende As-

pekte sind hier zu nennen:

e Am Computer arbeitende Menschen bendtigen die Féhigkeit ,,.Bewegung
hineinsehen® nicht mehr im gleichen Umfang wie jene ohne Werkzeug, da
die Bewegung zwar noch geplant, aber nicht mehr mental realisiert werden
muss.

e Das Gedichtnis wird nicht mehr so stark belastet, weil die Gesamtkonfigura-
tion stindig zur Verfiigung steht und notige Fokussierungen auf jeweils rele-
vante Details nur noch antizipiert werden miissen. Geeignete Hilfsmittel, die
das Computerprogramm bietet, konnen zur Konzentration der Aufmerksam-
keit auf diesen Aspekt genutzt werden.

Diese Entlastung in den genannten kognitiven Bereichen erlaubt beim Problem-

16sen mit Hilfe des Beweglichen Denkens die Konzentration auf Aspekte der

Planung, Interpretation, Analyse und Argumentation. Voraussetzung dazu ist al-

lerdings die Fahigkeit, mit der jeweiligen Software umgehen und ihren zielge-

richteten Einsatz planen und im Laufe des verteilten Denkprozesses ggf. auch re-
organisieren zu konnen.
Kommunikationsmittel:

Er ist ein Hilfsmittel um Ergebnisse beweglicher Denkvorgénge und ihr Zustan-

dekommen gerade auch solchen Menschen zu vermitteln, deren Fahigkeit zum

Beweglichen Denken weniger stark ausgeprigt ist. Dabei spielen die Mdglichkei-

ten des dynamischen ,,Vorfiihrens* von Verdnderungen und der Aufmerksam-

keitsfokussierung eine wichtige Rolle.

Diese drei genannten Funktionen des Computers gelten flir Personen, deren kognitives
Standardrepertoire das Bewegliche Denken als selbstverstindlichen Bestandteil umfasst.
Sie eroffnen aber auch einen Zugang zu sinnvollen Einsatzmoglichkeiten des Compu-
ters im Mathematikunterricht, wenn es um die Entwicklung Beweglichen Denkens geht.
Dabei sind zwei wesentliche Zielrichtungen, dass die Schiilerinnen und Schiiler auch
mit Hilfe des Computereinsatzes dazu befdhigt werden,

e ohne Computer, also im Kopf, Bewegungen hineinzusehen, zu analysieren und

Anderungsverhalten zu erfassen, sowie
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e bei komplexeren Gegebenheiten einen geeigneten Computereinsatz zu planen,
vorzustrukturieren und wéhrend des Denkprozesses ggf. zu reorganisieren.

Auf dem Weg zu diesem Ziel ermoglicht der Einsatz des Computers der Lehrkraft die
Komplexitit des beweglichen Denkprozesses dadurch zu reduzieren, dass Strukturie-
rungs- bzw. Fokussierungshilfen bereits in eine Lernumgebung eingebaut werden und
den Schiilerinnen und Schiilern so eine Konzentration auf Analyse- und Argumentati-
onsprozesse ermoOglicht wird. Dabei wird man im Zuge der Entwicklung des Bewegli-
chen Denkens die Strukturierungshilfen in den Lernumgebungen schrittweise verrin-
gern. In der Endform erzeugen die Schiilerinnen und Schiiler die zu untersuchenden
Konfigurationen mit Hilfe von DGS komplett selbst, planen selbststindig Fokussie-
rungshilfen und setzen sie um bzw. nutzen DGS zur Kontrolle der Ergebnisse des im
Kopf abgelaufenen Beweglichen Denkens. Diese Endform kann aber nur das Ziel eines
langfristigen, sich iiber mehrere Jahre erstreckenden Prozesses sein. Fiir diesen Zeit-
raum miissen von Lehrern und Didaktikern auf DGS basierende Lernumgebungen ent-
wickelt werden, die jeweils angemessene Strukturierungs- bzw. Fokussierungshilfen
enthalten. Die Gestaltung von Fokussierungshilfen erfordert dabei einen erheblichen
und nicht zu unterschidtzenden Aufwand im Hinblick auf die Konzeption, aber auch auf
die Umsetzung der gewiinschten Fokussierungshilfen. Oft sind dazu trickreiche und
nicht nahe liegende Konstruktionen notwendig, die ein DGS alleine so nicht zur Verfii-
gung stellt. Auch eine einzelne Lehrkraft ist nicht dazu in der Lage, zu allen Themen
des Lehrplanes geeignete auf DGS basierende Lernumgebungen zu entwickeln. Hier ist
eine Internet-Plattform notwendig, auf der bereits fertige Lernumgebungen zu verschie-
denen Themen vorliegen. Dort findet man — im Idealfall — bereits eine Umsetzung zu
einem gewiinschten Thema, die man als Lehrkraft an die eigenen Bediirfnisse anpassen
kann, oder man erhdlt zumindest Anregungen dazu, wie eigene Ideen mit Hilfe von
DGS umgesetzt werden konnen. Einen Ansatz dazu stellt meine Homepage dar, die un-

ter der Adresse http://www.juergen-roth.de erreichbar ist. Hier stelle ich unter der Rub-

rik ,,EUKLID DynaGeo* eine ganze Reihe von Lernumgebungen zur Verfiigung, die
von mir konzipiert und umgesetzt wurden und die auf DynaGeoX-Applets basieren. Sie

konnen online genutzt, aber auch heruntergeladen und gemil den eigenen Vorstellun-
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gen und Bediirfnissen gedndert werden.'® Sie zeigen aber auch exemplarisch, welche

Arten von Fokussierungshilfen moglich sind.

Grundsitzlich kann man drei Stufen der Fokussierungshilfen unterscheiden:
1. Eine Konfiguration ist vollstdndig vorgegeben.

e Fiir die wesentlichen zu beobachtenden Aspekte sind bereits Fokussie-
rungshilfen (z. B. durch Farbgebung, Linienstirken, die Mitfiihrung von
Messwerten u. 4.) enthalten.

e Evtl. sind Variationsmdglichkeiten an der Konfiguration bewusst einge-
schrénkt.

e Evtl. erlaubt sie es, einzelne Elemente ein- und auszublenden.

e Beispiele hierfiir sind in Abb. 49 auf Seite 112 und Abb. 52 sowie Abb.
53 auf Seite 118 wiedergegeben.

2. Eine verdnderbare (Teil-)Konfiguration ist vorgegeben.

e Sie kann (bzw. muss) ergidnzt oder verdndert werden.

e Es sind nur einzelne Fokussierungshilfen vorhanden.

e Ein Beispiel hierfiir ist in Abb. 54 auf Seite 123 wiedergegeben.'®®

3. Es wird mit einer leeren, unstrukturierten DGS-Datei gearbeitet.
e FEine dynamische Geometriesoftware wird vollig selbststindig und ohne

Vorgaben als Werkzeug benutzt.

' Um den Lehrerinnen und Lehrern einen einfachen Zugriff zu gewiinschten Themen zu erméglichen,
habe ich fiir alle Lernumgebungen und Applets zwei Zugangsmoglichkeiten vorgesehen. Sie kdnnen
sowohl alphabetisch nach Themengebieten als auch nach interessierender Jahrgangsstufe aufgerufen
werden. Wichtig ist dariiber hinaus eine Vernetzung zu anderen Seiten, die Ahnliches anbieten. Auf mei-
ner Seite werden deshalb einschldgige Links angeboten. Mittelfristig soll daraus ein Wiki-System auf der
Basis von MediaWiki (vgl. http://wikipedia.sourceforge.net/) werden, in das alle an Mathematikunterricht
Interessierten ihre Lernumgebungen direkt einstellen kdnnen ...

' Ein von mir erzeugtes DynaGeoX-Applet zu Abb. 54 findet man im Internet unter der Adresse
http://www.juergen-roth.de — EUKLID DynaGeo — D — Dreiecksgrundformen.
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! EUKLID DynaGeo - [ c:\Dokumente und Einstellungen\matd001\Eigene Dateien\Eigene Dateien\DISS\AAA.... [= (8]
Datei Bearbeiten Zeichnen Konstruieren Abbilden Messen Makro Verschiedenes Hilfe
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Dreiecke mit zwei gleich langen Seiten heillen gleichschenklig.
1) Bewege den Punkt C 50, dass Dreiecke entstehen, die [%

a) gleichschenklig mit AC =BC sind,

by gleichschenklig mit AC = AB sind,

&) gleichschenklig mit BC = AB sind.
Markiere fiir jede Teilaufgabe 10 entsprechende Lagen des

Punktes C, indem du einen neuen Punkt setzt. Benutze fir jede
Teilaufgabe eine andere Farbe fir die 10 Punkte.

2} Auf welcher Linie muss C in der Teilaufgabe 1a), 1b) bzw. 1c)
bewegt werden, so dass das Dreieck ABC immer gleichschenk-
lig i1st? Begrinde jeweils deine Antwort!

3) Uberprife deine Lasung der Aufgabe 2, indem du die Linien
zeichnest und den Punkt C entlang dieser Linien bewegst. YWas
passiert, wenn C die jeweilige Linie verldsst?

4)  Achte, wahrend du C entlang der Linien von Aufgabe 3 bewegst,
auf die Innenwinkel des Dreiecks. WWas fallt dir auf?

8) Uberlege mit Hilfe deiner Bearbeitung der Aufgabe 3, fir welche
Lagen von C alle drei Seiten des Dreiecks gleich lang sind. Gib
diese Lagen von C an. Wie wirdest du solche Dreiecke nen-
nen? Was kann man dber ihre Innenwinkel sagen? Warurn ist
das so?

7,62 :5.37 Zugmodus

Abb. 54: Beispiel fiir eine verdnderbare Teilkonfiguration.

Insgesamt muss darauf hingearbeitet werden, dass die Schiilerinnen und Schiiler sich
beim Arbeiten mit dem Computer intensiv mit den beobachtbaren Verdnderungen und
Invarianten auseinander setzen und auch beginnen ihr Vorgehen (Welche Verdanderun-
gen sollten als nichstes mit welchem Ziel untersucht werden?) zu planen.'®” Neben den
oben angesprochenen Hilfen zur Aufmerksamkeitsfokussierung wird versucht, die Aus-
einandersetzung mit den beobachteten Verdnderungen dadurch zu intensivieren, dass
Vorhersagen, Begriindungen und Ergebnisfixierungen in Wort und Schrift eingefordert

168

werden. " Dartiber hinaus ist es notwendig, die Schiilerinnen und Schiiler durch regel-

'7 Geschieht dies namlich nicht, besteht die Gefahr, dass der Computereinsatz die Entwicklung des Be-
weglichen Denkens nicht nur nicht unterstiitzt, sondern ggf. sogar kontraproduktiv wirkt, weil evtl. nur
,»wild mit der Maus gezogen wird*, man nette Effekte auf dem Bildschirm betrachtet (Computerspiel!)
und kein Denkvorgang einsetzt. Erleben die Schiilerinnen und Schiiler aber nicht, dass man mit Bewe-
gungen argumentieren kann und sie das Verstdndnis unterstiitzen, so wird der Computereinsatz an dieser
Stelle immer nur als ,,Spielerei* eingeordnet und der erwiinschte Aufbau der Fahigkeiten des Bewegli-
chen Denkens findet nicht statt.

18 Sprache spielt hier eine ambivalente Rolle. Einerseits kann das Verbalisieren von gedachten Bewe-
gungen und deren Auswirkungen die Konzentration unterstiitzen und so eine intensivere Beschiftigung



124 2 Bewegliches Denken im Mathematikunterricht

mafiges Aufgreifen und explizites Ansprechen an heuristische Strategien bzw. Arbeits-
strategien zu gewohnen, die charakteristisch fiir das Arbeiten im Sinne des Beweglichen
Denkens sind. Solche Strategien sind z. B.:

¢ in ein statisch formuliertes Phanomen eine Bewegung hineinsehen

e Bedingungen jeweils einzeln und kontrolliert variieren

e Verinderungen bewusst bis hin zu Extremlagen ausfiihren'®’

Im Folgenden werden verschiedene Einsatzweisen fiir eine DGS im Rahmen eines Un-
terrichts beschrieben, der das Bewegliche Denken der Schiilerinnen und Schiilern for-
dern will.

1) Eine DGS wird genutzt, um die Idee einer Argumentation zu kommunizieren, die
Elemente des Beweglichen Denkens nutzt. Ich mdchte dies anhand des Beweises
zu folgendem Satz knapp erldutern:

Satz:  Jeder Punkt P, der nicht auf der Achse a liegt, ist unterschiedlich weit von

einem Punkt 4 ¢ a und dessen Bildpunkt 4° bei Achsenspiegelung an der
Achse a entfernt.'”
Eine mit einer DGS'"' erzeugte Konfiguration'” wird im Unterricht als dynamische

Grundlage fiir ein Unterrichtsgespriach genutzt (vgl. Abb. 55 bis Abb. 57 auf Seite

mit dem betrachteten Phinomen zur Folge haben. Andererseits stellt es sich vielfach als schwierig heraus,
wahrgenommene oder mental erzeugte Bewegungen bzw. Veranderungen in Worte zu fassen. Im Extrem-
fall ist es denkbar, dass einzelne Schiilerinnen und Schiiler durchaus in der Lage sind, mental mit Bewe-
gungen zu operieren, dies aber auf Grund mangelnder sprachlicher Fahigkeit nicht ausdriicken kénnen.
Eine Moglichkeit des Umgangs damit kann sein, sprachliche Fixierungen einzufordern, aber mit einer
sich im Einzelfall evtl. nur sehr langsam entwickelnden Féhigkeit zur sprachlichen Umsetzung von be-
weglichen Argumenten zu rechnen.

199 yal. Abschnitt 2.2 Problemldsen und Bewegliches Denken ab Seite 94

' Ein formaler Beweis dieses Satzes konnte wie folgt lauten:

Liegt ein Punkt P nicht auf der Symmetrieachse, dann schneidet entweder [4P] oder [4 'P] die Achse a im
Punkt S. Ich betrachte 0. B. d. A. den Fall {S} =[PA4"] na. Wegen S € a folgt AS = A4'S . Also gilt:

Dreiecksungleichung
PA' = PS+SA' = PS + S4 > PA. #
im Dreieck AASP

"I Ich habe mich fiir die DGS EUKLID DynaGeo entschieden, weil es an bayerischen Gymnasien fast
flichendeckend in einer Schulversion vorhanden und am weitesten verbreitet ist. Dariiber hinaus ermog-
licht EUKLID DynaGeo, im Gegensatz etwa zur DGS ,,Cinderella®, Punkte iiber ihre Koordinaten auch
in Form von Termen einzugeben. Dies ermdglicht die Umsetzung mancher Visualisierungsideen, die
sonst nicht moglich wéren.

172 Hier besteht die Konfiguration aus den Punkten P, 4, A’, der Symmetrieachse a sowie den Strecken
[4P] und [4°P], die die Abstéinde zwischen P und 4 bzw. zwischen P und 4’ markieren.
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173 und im Unterrichts-

125). Dabei werden bewusst Fokussierungshilfen verwendet
gespriach wird herausgearbeitet, welchen Vorteil die Vorstellung der Bewegung fiir
die Argumentation bietet. Bereits die einfache Strategie, zuniachst Grenzlagen zu er-
zeugen und wieder zu verlassen, fiihrt auf die entscheidende Idee. Bewegt man ndm-
lich P von a weg, so stellt man fest, dass abhidngig von der Bewegungsrichtung eine
der beiden Strecken [4P] oder [4 'P] die Achse a im Punkt S schneidet. Als Achsen-
punkt ist er von 4 und 4’ gleich weit entfernt. Die Strecke [4 'P] in Abb. 55 lisst
sich also aus den Seiten [AS] und [SP] des Dreiecks 44ASP zusammensetzen. Die
Summe dieser beiden Streckenldngen ist groBer als [4AP] (Dreiecksungleichung).

Damit ist aber der Satz bereits bewiesen, weil das dynamische Argument sofort er-

gibt, dass jede Bewegung von P von der Achse a weg einen Schnittpunkt S erzeugt.

£ EUKLID DynaGeo - [ C:\Dakumente und ... [ |[E][5) ! EUKLID DynaGeo - [ C:\Dokumente und ... [ |[E][5) [/ EUKLID DynaGeo - [ C:\Dokumente und ... (=1t

Datei Bearbeiten Zeichnen Konstruieren Abbilden Messen Datei Bearbeiten Zeichnen Konstruieren Abbiden Messen Datei Bearbeiten Zeichnen Konstruieren Abbilden Messen
Makro Verschiedenes  Hife Makro Verschiedenes  Hilfe Makro Verschiedenes  Hife
LB e v §e BB e v e LA e e
_\ Hauptleiste f 7 D3] _\ Hauptleiste 7 =0 _\ Hauptleiste / [
S
A A’ A A A A’
a a a
-3,55:-1,27 | Zugmodus -2,20: 4,34 Zugmodus -4,15: 0,24 Zugmodus
Abb. 55: Bewegliche Beweis- Abb. 56: Bewegliche Beweis- Abb. 57: Bewegliche Beweis-
konfiguration (Situation 1) konfiguration (Situation 2) konfiguration (Situation 3)

2) Abb. 55 bis Abb. 57 auf Seite 125 konnen noch in einer anderen Weise als oben
gedeutet werden: Mit einer DGS erzeugte dynamische Konfigurationen kénnen bei
Beweisen dazu eingesetzt werden, die gesamte Beweisidee zu vermitteln, sie also
»auf einen Blick* erfass- und verstehbar zu machen. Wenn man sich vor Augen hélt,
wie schwierig es oft fiir Lernende (nicht nur in der Schule!) ist, eine Beweisidee
(d. h. den ,,roten Faden* des Beweisganges) zu erfassen, wird deutlich, welches Po-

tenzial das Bewegliche Denken und (mit einer DGS erzeugte) dynamische Konfigu-

' Im vorliegenden Fall dienen die unterschiedliche Farbung der Strecken [AP] und [4’P] sowie das
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3)

rationen hier er6ffnen. Ein anderes Beispiel fiir eine iiber Bewegungen eingefangene
und dem Verstdndnis zugédnglich gemachte Beweisidee ist in Abb. 52 auf Seite 118

fiir einen Beweis des Satzes des Pythagoras angedeutet.'”

Die Umsetzung solcher
dynamischer Konfigurationen erfordert einigen konzeptionellen Aufwand, der sich
auch nur bei hinreichender Erfahrung mit einer DGS umsetzen lasst.

Mit einer DGS konstruierte Konfigurationen kénnen dynamische, weil variierbare
und damit in ithrem Umfang und in ihren Grenzen besser erfassbare Verstdindnis-
grundlagen fiir Begriffe und ihre Eigenschaften sein. Abb. 58 zeigt dies exempla-
risch fiir die Winkeltypen und die zugehorigen Winkelsdtze an Parallelenkreuzun-
gen.'” Zu beachten ist dabei, dass diese dynamischen Verstindnisgrundlagen den

Schiilerinnen und Schiilern erst nach einer Erarbeitungsphase (im Sinne von Postor-

ganizern nach AUSUBEL) zur Verfiigung gestellt werden.'”®

Einzeichnen des Schnittpunktes S von [4AP] bzw. [4 'P] und a als Fokussierungshilfen.

7% Von mir erzeugte DynaGeoX-Applets zu weiteren derartig dargestellten Beweisen fiir den Satz des
Pythagoras finden sich im Internet unter der Adresse http://www.juergen-roth.de — EUKLID DynaGeo
— P — Pythagoras.

' Das zugehorige von mir erzeugte DynaGeoX-Applet findet man im Internet unter der Adresse
http://www.juergen-roth.de — EUKLID DynaGeo — W — Winkelverschiebung — Merkfiguren. Die

einzelnen Konfigurationen kdnnen jeweils an den markierten Punkten frei variiert werden.
176 Zur Erarbeitung der Eigenschaften vgl. Punkt 4)!
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/ EUKLID DynaGeo - [ C:\Dokumente und Einstellungen\matd001\Eigene Dateien\Eigene Dateien\DISS\.... [= |[B](X]
Datei Bearbeiten Zeichnen Konstruieren Abbilden Messen Makro Verschiedenes Hife

c ooy XS et AR e O ) ) I

§ ), Konstruieren { [ f / |

Scheitel- Stufen-
winkel winkel

-

Nachbar-

. Wechsel-
winkel

winkel

e

—

-0,21:-5,56 | Zugmodus

Abb. 58: Dynamische Verstindnisgrundlagen fiir die Winkeltypen und die zugehdrigen Winkelsdtze an
Parallelenkreuzungen

4) Mit DGS kann man im Hinblick auf Bewegliches Denken experimentell arbeiten.

o Auf diese Weise kdnnen Zusammenhdnge entdeckt werden. Dies erfolgt mit
Hilfe von DGS-Dateien, die die zu erarbeitenden Beziehungen nicht bereits
durch die Farbgebung nahe legen (vgl. Abb. 59)! Wichtig ist dabei, von Anfang
an sehr viel Wert auf Begriindungen von entdeckten Zusammenhéngen zu le-
gen. Ein weiteres Beispiel zeigt Abb. 60. Mit der dort wiedergegebenen Datei
kann eine dynamische Exploration der schiefen Achsenspiegelung erfolgen, die
den Schiilerinnen und Schiilern die Entdeckung ermdglichen soll, dass der rech-
te Winkel zwischen der Verbindungsstrecke von Punkt und Bildpunkt und der
Symmetrieachse bei der Achsenspiegelung fiir deren besondere Eigenschaften

(z. B. Langen- und Winkeltreue) wesentlich ist.
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e Auch das Finden von Ideen im Problemléoseprozess geschieht im Rahmen eines
experimentellen Arbeitens. Zur Illustration sei auf das Beispiel in Abschnitt 2.2

verwiesen, das in Abb. 37 bis Abb. 41 auf den Seiten 96 bis 98 wiedergegeben

. 177
1st.

EUKLID DynaGeo - [ C:\Dokumente und Einstellungenimatd00 1\Eigene Dateien\Eigene Dateien\DIS... |Z||E|r5__(|
Datei Bearbeiten Zeichnen Konstruieren Abbilden Messen Makro  Verschiedenes Hife

DEBBA e~ J&e 0 X ¢

g2  Konstruieren , Abbilden | Form & Farbe |, Messen & Rechnen [E3]

Finde so viele Beziehungen zwischen
den WinkelgroRen der Winkel «, B, y
und & wie moglich. Verandere dazu die
gegenseitige Lage der Geraden g4 und
g2 zueinander, indem du an den roten
Punkten ziehst.

Versuche diese Beziehungen zu erklaren.

-4,02 : 0,53 Zugmodus

Abb. 59: Konfiguration zur Erarbeitung der Eigenschaften von Scheitel- und Nebenwinkeln.

7 Ein von mir erzeugtes DynaGeoX-Applet zu diesem Problem findet man im Internet unter der Adres-
se: http://www.juergen-roth.de — EUKLID DynaGeo — K — Knobelaufgabe.




2.5 Bewegliches Denken und Computereinsatz 129

! EUKLID DynaGeo - [ C:\Dokumente und Einstellungenimatd00... g@]g|
Datei Bearbeiten Zeichnen Konstruieren Abbiden Messen Makro Verschiedenes Hilfe

'EngJ/'"’&(./.*/"’?::j/ /%[é/%
i 0]

[ ,_Konstruieren 4
—= Spiegelungswinkel C'

A

-1,06: 7,81 Zugmodus

Abb. 60: Vorstrukturierte Konfiguration zur Auseinandersetzung
mit der Besonderheit des rechten Winkels bei der Achsenspiegelung

5) Ein wesentlicher Aspekt des Einsatzes dynamischer Visualisierungen liegt in der
Reflexion von Problemléseprozessen, in denen ohne (Computer-)Werkzeug gearbei-
tet wird und bei denen Heuristiken und Féahigkeiten des Beweglichen Denkens ein-
gesetzt werden.'”™ Dabei werden die Schiilerinnen und Schiiler mit Problemen kon-
frontiert und erhalten als Werkzeuge nur Papier und Bleistift. Beim anschlieBenden
Computereinsatz stehen drei Gesichtspunkte im Mittelpunkt, ndmlich

e die Kontrolle der Richtigkeit der dynamischen Argumentation,
e die Kommunikation von Gedankengéngen und Ergebnissen und
e die Reflexion iiber eingesetzte heuristische Strategien und deren Verallge-

meinerbarkeit.

78 Zum Einstieg eignen sich hier besonders solche Probleme, die Bewegliches Denken provozieren. Bei-
spiele fiir derartige Aufgaben finden sich im Anhang ab Seite 233. Zwei dieser Aufgaben mit entspre-
chenden von mir erzeugten DynaGeoX-Applets fiir die Reflexionsphase findet man im Internet unter
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Liest man die vorstehende Liste von Einsatzmoglichkeiten fiir eine DGS im Rahmen
eines auf Bewegliches Denken ausgerichteten Mathematikunterrichts, so wird deutlich,
dass (fast) bei jedem Punkt graduelle ,,Feineinstellungen® insbesondere im Hinblick auf
Fokussierungshilfen moglich und nétig sind. Dies liegt darin begriindet, dass der Ein-
satz von DGS (nicht nur) im Zusammenhang mit Beweglichem Denken zwei unabhin-
gige Dimensionen besitzt, ndmlich die ,Inhaltsdimension®, die das Ziel des DGS-
Einsatzes betrifft und die ,,Unterstiitzungsdimension®, die den Grad der Fokussierungs-
hilfen umfasst. In Tabelle 6 auf Seite 131 wird fiir jeden Verwendungszweck durch
einen ,,Haken“ v' gekennzeichnet, welcher Grad der Fokussierungshilfen jeweils ange-
messen sein kann.!” Die in Klammern gesetzten ,,Haken* (v') in der Spalte ,Leere,
unstrukturierte DGS-Datei bedeuten, dass hier geeignete Dateien zwar von fortge-
schrittenen Schiilerinnen und Schiilern selbst erstellt werden konnen, der Einsatz im
Hinblick auf das Inhaltsziel aber einen anderen Grad der Fokussierungshilfe erforderlich

macht.

http://www.juergen-roth.de — EUKLID DynaGeo — A — Anderungsverhalten — Beispiel 1 bzw. Bei-
spiel 2.

17 Welcher Grad der Fokussierungshilfe jeweils konkret gewihlt wird, hingt insbesondere davon ab, wie
stark die Fahigkeiten des Beweglichen Denkens bei den Schiilerinnen und Schiilern bereits ausgeprigt
sind.
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» Grad der Fokussierungshilfen
Fertig vorgege- | Veriinderbare
V Ziel des bene Konfigura- | Konfiguration | Leere,
DGS-Einsatzes 1[1(;1;( (evtl. Mgg- mit einzelnen unstrukturierte
1chkeit zum Ein- : :
und Ausblenden Fpkusswrungs- DGS-Datei
hilfen

von Elementen)

Bewegliche Argumentation v v
kommunizieren ( )
Beweisideen vermitteln v (\/ )

Verstdndnisgrundlagen
fiir Begriffe und ihre
Eigenschaften

()

Experimentelles Arbeiten
e Entdecken von
Zusammenhdngen

Experimentelles Arbeiten

Probleml6seprozess

e Finden von Ideen im

Reflexion von
Problemloseprozessen

Tabelle 6: Einsatzmdglichkeiten von DGS

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit habe ich auf der Grundlage der in Tabelle 6 darge-

stellten Ubersicht zu den Einsatzmdglichkeiten von DGS iiber hundert EUKLID Dyna-

Geo-Dateien entwickelt, die den verschiedenen Anforderungen Rechnung tragen.'®

2.6 Forschungsfragen

Im vorliegenden Kapitel wurde die Frage diskutiert, welche Rolle das Bewegliche Den-

ken im Mathematikunterricht spielen kann. Daraus ergeben sich Forschungsfragen, die

sich um die folgenden drei Themen gruppieren:

'8 Es handelt sich dabei ausnahmslos um Dateien, die den ersten beiden Spalten der Fokussierungshilfe
zuzuordnen sind und entsprechenden konzeptionellen sowie umsetzungstechnischen Aufwand erforder-

ten.
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e Entwicklung des Beweglichen Denkens

e Transfer des Beweglichen Denkens auf andere Inhalte bzw. Kompetenzstufen

e Auswirkungen auf die Einstellung der Lehrerinnen und Lehrer
Das Unterrichtskonzept fiir den Geometrieunterricht der 7. Klasse, das im néchsten Ka-
pitel vorgestellt wird, versucht die Entwicklung des Beweglichen Denkens und der da-
mit verbundenen Kompetenzen durch das gezielte Eingehen auf diese Denkweise in
allen aufgezeigten Kontexten zu férdern. Zentrale Forschungsfragen beziehen sich des-

halb auf die
Entwicklung des Beweglichen Denkens

1. Wirkt sich das im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Unterrichtskonzept posi-
tiv auf die Entwicklung der Fahigkeiten des Beweglichen Denkens aus?

Diese Frage ldsst sich noch prézisieren, wenn man sie unter dem Aspekt der bereits vor
der Untersuchung vorhandenen Kompetenzen der Schiilerinnen und Schiiler im Bereich
des Beweglichen Denkens bzw. ihrer grundsitzlichen intellektuellen Féahigkeiten be-
trachtet.

2. Ist die Steigerung der Fahigkeiten des Beweglichen Denkens infolge des Un-

terrichts abhidngig davon, wie stark die Kompetenzen des Beweglichen Den-
kens bereits vor dem Unterricht ausgepragt waren?

3. Ist das Bewegliche Denken bei iiberdurchschnittlich intelligenten Kindern
starker ausgeprigt? Ist die Leistungssteigerung solcher Schiilerinnen und
Schiiler beim Beweglichen Denken bei entsprechendem Unterricht groBer als
bei anderen Kindern?

Transfer des Beweglichen Denkens auf andere Inhalte bzw. Kompetenzstufen
Ein weiterer Gesichtspunkt ist die Frage nach der Fihigkeit, Bewegliches Denken auf
neue Inhaltsbereiche anzuwenden.

4. Wirkt sich ein Unterricht, der nur in Geometrie stattfindet auch auf die Lo-

sungswahrscheinlichkeit von Fragestellungen zum Beweglichen Denken aus,
die der Algebra zuzuordnen sind?

Ein Unterricht, der einen klaren Schwerpunkt in einem bestimmten Bereich setzt und
hier auch Zeit investiert, birgt prinzipiell die Gefahr, dass Inhaltsziele des Lehrplans die
auBBerhalb des Forschungsinteresses liegen evtl. vernachlissigt werden.

5. Erbringen Schiilerinnen und Schiiler, die im Hinblick auf das Bewegliche
Denken unterrichtet wurden, bei Aufgaben, die nicht mit Hilfe des Bewegli-
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chen Denkens zu 16sen sind, vergleichbare Leistungen wie Schiilerinnen und
Schiiler, die nicht mit dieser Intention unterrichtet wurden?

Bereits weiter oben wurde deutlich, dass die Entwicklung einer Denkweise ein langwie-

riger, wohl lebenslanger Prozess ist. Der im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrte Unter-

richt steht am Anfang dieses Prozesses und muss deshalb zundchst Grundlagen erarbei-

ten. Das Unterrichtskonzept zielt daher primédr auf die Entwicklung der beiden ersten
Kompetenzen des Beweglichen Denkens. Damit stellt sich folgende Frage:

6. Inwieweit sind die Schiilerinnen und Schiiler nach einem Unterricht, der pri-

mir die ersten beiden Kompetenzstufen des Bewegliches Denkens fordert und

fordert, in der Lage auch das Anderungsverhalten zu erfassen und zu be-
schreiben?

Auswirkungen auf die Einstellung der Lehrerinnen und Lehrer
Lehrerinnen und Lehrer initiieren und bestimmen die Verankerung der Idee des Beweg-
lichen Denkens im Unterricht. Damit riickt aber ihre Einstellung zum hier propagierten
Unterrichtskonzept in den Fokus des Interesses.

7. Wie erleben die unterrichtenden Lehrerinnen und Lehrer den Unterricht zur

Entwicklung und Nutzung des Beweglichen Denkens? Halten sie ihn subjektiv
fiir erfolgreich?

8. Nehmen die unterrichtenden Lehrerinnen und Lehrer selbst die Idee des Be-
weglichen Denkens auf, werden sie zur Entwicklung eigener Unterrichtsideen
angeregt und halten sie es fiir sinnvoll, auch in anderen Klassen nach diesem
Konzept zu arbeiten?
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3 Versuchsplanung

Im letzten Kapitel wurden die Chancen umrissen, die das Bewegliche Denken im Ma-
thematikunterricht eroffnet. Im vorliegenden Kapitel wird die Planung der empirischen
Untersuchung dieser Arbeit beschrieben, die auf einem einjdhrigen Unterrichtsversuch
in fiinf 7. Klassen bayerischer Gymnasien basiert. In diesen Klassen wurde der gesamte
Geometrieunterricht unter dem Blickwinkel der Entwicklung und Nutzung des Beweg-

lichen Denkens durchgefiihrt.

3.1 Unterrichtskonzept fiir den Geometrieunterricht in
Klasse 7

Die Entwicklung des Unterrichtskonzepts wurde von Erfahrungen geleitet, die in meh-
reren Voruntersuchungen gesammelt wurden. Hierbei handelte es sich jeweils um ein-
zelne Unterrichtssequenzen von bis zu sechs Stunden Dauer, die im Rahmen des {ibli-
chen Klassenunterrichts durchgefiihrt wurden. Im néchsten Abschnitt werden Resultate

dieser Voruntersuchungen kurz zusammengefasst.

3.1.1 Zusammenfassung der Resultate der Voruntersuchungen

Das Ziel der Voruntersuchungen war es, einzelne Einflussfaktoren auf einen Unterricht
am Ubergang zwischen der gymnasialen Unter- und Mittelstufe zu untersuchen, der auf
die Entwicklung des Beweglichen Denkens ausgerichtet ist. Im Fokus des Interesses
standen dabei folgende Fragen:

e Sind kurzfristig, d. h. innerhalb weniger Unterrichtsstunden, Erfolge erzielbar?

e Eignen sich Unterrichtsinhalte aus der Algebra oder aus der Geometrie besser?

e Wie muss ein sinnvoller Computereinsatz aussehen?

e Welche Unterrichtsformen eignen sich besonders und wann sollte evtl. ein

Wechsel der Unterrichtsform stattfinden?
e Reichen die sprachlichen Fdhigkeiten der Schiilerinnen und Schiiler aus, tiber

Bewegungen und Verdnderungen geeignet kommunizieren zu konnen?
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Um erste Antworten auf diese Fragen zu erhalten, wurden einzelne Bedingungen (z. B.
die Gestaltung der computergestiitzten Lernumgebung, die Art und Dauer der Unter-
richtsform, der Unterrichtsinhalt) variiert und die Auswirkungen untersucht. Dazu wur-
den Unterrichtsbeobachtungen (Teilweise mit Videoaufzeichnungen) durchgefiihrt und
einzelne Schiilerinnen und Schiiler interviewt. Dartiber hinaus haben alle an den Unter-
richtsversuchen beteiligten Schiilerinnen und Schiiler vor und nach dem entsprechenden
Unterricht denselben Fragebogen'®' bearbeitet. Einen Uberblick iiber die Vorversuche

gibt Tabelle 7.

Schul-  Bayerisches Umfang
jahr Gymnasium Lehrer  Klasse Inhalte (Stunden 4 45 min)
2001/02 A \Y% 7d  Terme dynamisch'® 5
2001/02 B 1 7e  Terme dynamisch'™ 6
2001/02 C 2V 7a  Terme dynamisch'* 6
2001/02 C 3 7b  Terme dynamisch'* 4
2001/02 C 3 8¢ Terme dynamisch'™ 7
2001/02 D 4V 7c  Terme dynamisch'® 4
Winkel an
Geradenkreuzungen 3
Winkel an Dreiecken 7
Figurensymmetrie 7
Kongruenzsitze 3

Tabelle 7: Uberblick iiber die an den Voruntersuchungen beteiligten Klassen: Aus der Kodierung ist
ersichtlich, dass vier bayerische Gymnasien, fiinf 7. sowie eine 8. Klasse beteiligt waren und vier
Lehrerinnen und Lehrer sowie der Versuchsleiter (V), also der Autor, den Unterricht gehalten haben.

Eine ausfiihrliche Darstellung dieser umfangreichen Voruntersuchungen wiirde den
Rahmen dieser Arbeit sprengen. Hier werden deshalb nur einzelne Ergebnisse zusam-
mengefasst, die bei der Entwicklung des dieser Arbeit zu Grunde liegenden Unterrichts-

konzepts leitend waren. Dies sind im Einzelnen:

'8 Auf diesen Fragebogen gehe ich im Abschnitt 3.3 niher ein. Er besteht aus Items, zu deren Beantwor-
tung Fahigkeiten des Beweglichen Denkens benétigt werden.

82 Die hier eingesetzte Lernumgebung ,,Terme dynamisch® kann im Internet unter der Adresse
http://www.juergen-roth.de — Veroffentlichungen — ,, Terme dynamisch® heruntergeladen werden.
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e FEin nur wenige Stunden umfassendes Konzept fiihrt zu keiner — anhand der
Bearbeitung des Fragebogens — erkennbaren Weiterentwicklung der Fahigkei-

'3 Dies hat mich in meiner Annahme bestitigt,

ten des Beweglichen Denkens.
dass die Entwicklung des Beweglichen Denkens ein langwieriger Prozess ist.
Auf Grund dieser Erfahrungen wurde das Unterrichtskonzept auf ein ganzes
Schuljahr ausgeweitet.

e Unterrichtsinhalte der Geometrie eignen sich besser zur Anbahnung des Be-
weglichen Denkens, weil Verdnderungen, die auf Bewegungen (in der Ebene)
beruhen, fiir die Schiilerinnen und Schiiler leichter vorstellbar und auch visuell
leichter zugédnglich sind als etwa in der Algebra, z. B. beim Untersuchen des
Anderungsverhaltens von Termen, da hier ein hdherer Abstraktionsgrad not-
wendig ist.

e Den untersuchten Schiilerinnen und Schiilern fiel es schwer, sich auf Lernum-
gebungen einzulassen, in denen sie mehrere Unterrichtstunden hintereinander

'8% Es hat sich als giinstig erwiesen, in solche Ar-

selbststiandig arbeiten sollten.
beitsphasen regelméfig Unterrichtsgesprache einzubauen, in denen Ergebnisse
zusammengetragen, gemeinsam kritisch hinterfragt und schlieBlich festgehalten
wurden.

e Schiilerinnen und Schiilern fillt es oft schwer, Verdnderungen adidquat zu
beschreiben. Falls ihnen Computerprogramme zur Verfiigung stehen, die es auf
einfache Weise erlauben die Verdnderungen zu visualisieren, so nutzen sie

diese, um durch Zeigen auf den Bildschirm ihre Aussagen zu unterstiitzen.

Meine Folgerung daraus ist zweigeteilt. Beim Sprechen {iber eine

'8 Dieses Ergebnis deckt sich mit Erfahrungen aus anderen Untersuchungen. Im Zusammenhang mit
gezieltem Training im Hinblick auf die Stirkung der schwicheren Dimension des Denkens (z. B. des
funktionalen Denkens im Sinne SCHWANKS bei Personen, die eigentlich eher priadikativ denken) warnt
SCHWANK (1996, S. 178) auf Grund eigener Erfahrungen vor allzu grofen Erwartungen. Sie zitiert in
diesem Zusammenhang STERNBERG, der im Hinblick auf gezielte Schulungen von Denkfahigkeiten (thin-
king skills) konstatiert, dass kurzfristige FordermaBBnamen iiberhaupt nicht greifen. ,,Erfolge™ solcher
MaBnahmen fordern in seinen Augen in keiner Weise die Denkfdhigkeit, sondern laufen auf ein Training
im Hinblick auf spezifische Testformate hinaus. STERNBERG plddiert vehement fiir eine mindestens ein-
jéhrige Schulung, wenn man iiberhaupt nennenswerte Verbesserungen von Denkféhigkeiten erzielen
mochte.

184 Dies diirfte im Wesentlichen darauf zuriickzufiihren sein, dass diese Arbeitsform fiir alle an der Vorun-
tersuchung beteiligten Schiilerinnen und Schiiler eine vollig neue Erfahrung war.
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Problemstellung oder einen Ldsungsansatz kann es sehr hilfreich sein, die
notwendigen Bewegungen bzw. Verdnderungen auch realisieren'® zu kénnen.
Da meiner Uberzeugung nach zur Entwicklung des Beweglichen Denkens auch
die Fahigkeit gehort, sich Verdnderungen nicht nur vorstellen, sondern sie auch
beschreiben zu konnen, ist es zwingend notwendig, entsprechende Probleme
auch ohne Werkzeug, also im Kopf bzw. mit Hilfe von Papier und Bleistift zu
16sen.

Da mein Konzept an bayerischen Gymnasien erprobt werden sollte, musste eine inhalt-

liche Orientierung am bayerischen Gymnasiallehrplan erfolgen, der in der 7. Jahrgangs-

stufe folgende Inhalte fiir die Geometrie vorsieht:

,1 Grundbegriffe der ebenen Geometrie; geometrisches Zeichnen (...)

2 Winkel an Geradenkreuzungen; Winkel bei Dreiecken und Vierecken (...)
3 Symmetrie und Kongruenz von Figuren (...)

4 Dreiecke: Transversalen, besondere Dreiecke, Konstruktionen®
KULTUSMINISTERIUM BY (1991), S. 1200-1203

Im Rahmen dieses Kapitels kann nicht auf alle Einzelheiten des Unterrichtskonzepts
eingegangen werden. Ich stelle deshalb im Folgenden zunichst die Grundideen vor und

illustriere sie anschlieBend an einzelnen Beispielen.

3.1.2 Grundideen des Unterrichtskonzepts

Ausgangspunkt des Unterrichtskonzepts ist die Uberzeugung, dass ein Individuum sich
nur dann Wissen aneignet und Féahigkeiten erwirbt, wenn es sich intensiv und selbsttétig
damit auseinander setzt. Dariiber hinaus deuten die oben erwihnten Unterrichtsversuche
aber auch darauf hin, dass die meisten Schiilerinnen und Schiiler sich zundchst mit einer
Vorgehensweise vertraut machen miissen, bevor sie selbststindig damit (weiter-)arbei-
ten konnen. Infolgedessen setzt das Unterrichtskonzept dieser Arbeit auf einen gestuften
Aufbau. Diese Stufung bezieht sich auf
e den Grad der Fokussierungshilfe und

e die Fahigkeiten des Beweglichen Denkens.

'8 Die Realisierung kann an einem Modell oder durch dynamische Visualisierung erfolgen.
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Grundlegend fiir das Bewegliche Denken ist die Fahigkeit, mit Bewegungen bzw. Ver-
anderungen argumentieren zu konnen. Das Unterrichtskonzept tragt dem Rechnung,
indem zunichst Probleme betrachtet werden, die im Wesentlichen ohne ,,Gesamtkonfi-
guration erfassen und analysieren und ,,Anderungsverhalten erfassen und beschreiben*
gelost werden konnen. Erst nachdem im Inhaltsbereich ,,Winkel an Geradenkreuzungen;
Winkel bei Dreiecken und Vierecken*'® lingere Zeit auf diesem Niveau des Bewegli-
chen Denkens gearbeitet wurde, werden die Schiilerinnen und Schiiler gelegentlich und
schlielich haufiger auch mit Fragestellungen konfrontiert, zu deren Bearbeitung zusitz-
lich die Fahigkeit ,,Gesamtkonfiguration erfassen und analysieren* bendtigt wird. Erst
ganz am Ende des Schuljahres, wenn die Schiilerinnen und Schiiler bereits mit Bewe-
gungen vertraut sind, bearbeiten sie in Gruppenarbeit Probleme, die die dritte Fahigkeit
des Beweglichen Denkens, ndmlich ,,Anderungsverhalten erfassen und beschreiben®,
erfordern.

Als Hilfsmittel werden hauptsiachlich von mir auf der Basis der dynamischen Geo-
metriesoftware EUKLID DynaGeo entwickelte Lernumgebungen benutzt. Die Ent-
scheidung fiir diese Software wurde getroffen, weil

e damit Bewegungen sehr leicht realisiert werden konnen (Zugmodus und Ani-
mation),
e sie im Gegensatz zu anderen Medien (z. B. Filme, Modelle u. 4.) eine sehr
flexible Gestaltung von Visualisierungshilfen erméglicht, '™’
e sie fiir Schiilerinnen und Schiiler weitgehend intuitiv zu bedienen ist.
EUKLID DynaGeo-Dateien werden dabei im Wesentlichen auf zwei Weisen genutzt:

e Zum einen dienen sie als Experimentierumgebung mit unterschiedlich ausge-
priagten Fokussierungshilfen, an denen die Schiilerinnen und Schiiler Entde-
ckungen machen, aufgestellte Vermutungen falsifizieren bzw. diese stiitzen und
schlieBlich auf dieser Basis Begriindungen erarbeiten.

e Zum anderen wird zunidchst im Kopf bzw. mit Papier und Bleistift nach einer

Losung einer Problemstellung gesucht. Zur Kontrolle bzw. zur Kommunikation

18 KULTUSMINISTERIUM BY (1991), S. 1201
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der Argumentation oder als dynamische Verstindnisgrundlagen werden an-
schlieBend von mir zu diesem Zweck eigens entwickelte EUKLID DynaGeo-

Dateien verwendet.

3.1.3 Beispiel: Winkelverschiebung

Zu Beginn eines Unterrichts, der auf das Bewegliche Denken ausgerichtet ist, miissen
die Schiilerinnen und Schiiler zunéchst die Erfahrung machen, dass man mit Bewegun-
gen argumentieren kann und dass solche Argumente auch Gewinn bringend sein kon-
nen. In der 7. Jahrgangsstufe ist die Argumentation mit der ,,Winkelverschiebung® dazu

gut geeignet, weil im ganzen Inhaltsbereich ,,Winkel an Geradenkreuzungen; Winkel

188

bei Dreiecken und Vierecken mit der ,,Winkelverschiebung* argumentiert werden

kann. Diese Vorstellung einer Bewegung kann damit als Verstdndnisgrundlage fiir eine

ganze Gruppe von Sitzen dienen. Die Argumentation stiitzt sich dabei auf folgende ,,Er-

fahrungstatsache*'™:

Eigenschaft der Winkelverschiebung:
Wird ein Winkel entlang eines seiner Schenkel verschoben, so bleibt der andere
Schenkel dabei parallel zum Schenkel in seiner Ausgangslage.

Die Winkelverschiebung in diesem Sinn findet sich bereits bei WAGENSCHEIN (1969),
der (von einem anderen Zusammenhang ausgehend, letztlich aber) die Vorgehensweise
beim ,,Beweis® der Innenwinkelsumme im Dreieck kritisiert, bei dem zwei Ecken des

(ausgeschnittenen) Dreiecks abgerissen und zur dritten Ecke dazugelegt werden.

,»Man kann dem Dreieck, aus Papier geschnitten,
die zwei engeren Ecken abreiflen und in die dritte
Ecke hineinlegen: es stimmt immer. Aber (...)
das gibt keine Einsicht. Man weif3 nicht, warum.
(...) Die Einsicht gelingt, wenn man nicht zer-
reifit, sondern das eine zum andern sich hinfin-
den 14ft, indem man die Winkel verschiebt:
Wenn man ndmlich den einen Winkel, a, lings

%7 Trotz der vielfiltigen Moglichkeiten, die die Software bietet, miissen zur Konzeption und Umsetzung
von Visualisierungshilfen Erfahrung im Umgang mit der Software sowie eine ganze Reihe von (neuen)
didaktischen Ideen eingebracht werden.

188 K ULTUSMINISTERIUM BY (1991), S. 1201

'% Dies ist die urspriingliche Bedeutung des Begriffs Axiom!
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der einen Seite bis zur nédchsten Ecke fortgleiten 14Bt, und zwar so, daB3 der eine
seiner Schenkel auf dieser Seite sich mit ihr deckend, gleitet. Der andere bleibt
dann immer zu sich selbst parallel, er weist immer in dieselbe Richtung, die er
auch anfangs hatte (Figur 4). Macht man das Entsprechende mit f und erkennt
ferner y in seinem Gegeniiber wieder, so ist man schon fertig. (...) Man hat im
Vorbeigehen den allgemeinen Satz von der Winkelsumme im Dreieck gefunden:
immer geben die drei Winkel zusammen zwei rechte.“"”" WAGENSCHEIN (1969),
S.27f

Die Begriindung der Innenwinkelsumme im Unterrichtskonzept dieser Arbeit erfolgt im
Wesentlichen wie bei WAGENSCHEIN. Die Argumentation wird allerdings dadurch un-
terstiitzt, dass die in einer gemeinsamen Erarbeitungsphase im Unterrichtsgesprich ent-
wickelten Ideen anhand einer an die Wand projizierten EUKLID DynaGeo-Datei'”
dynamisch visualisiert werden. Diese Datei wurde so konzipiert, dass jede Winkelver-
schiebung eines der Innenwinkel des Dreiecks entlang eines beliebigen Schenkels iiber
einen entsprechenden Schieberegler realisiert werden kann. Auch die fiir die Argumen-
tation erforderlichen Scheitelwinkel lassen sich per Schieberegler bei Bedarf einblen-
den."? Nur so ist es moglich, flexibel auf die Ideen der Schiilerinnen und Schiiler ein-
zugehen. In der Bildfolge in Abb. 61 ist die Vorgehensweise fiir den Fall skizziert, dass

die Schiilerinnen und Schiiler die Winkel beim Eckpunkt C zusammenbringen wollen.

1% Sowohl WAGENSCHEIN als auch mir ist bewusst, dass man hier fiir einen (vollstindigen) Beweis noch
das Parallelenaxiom bendétigt. Ich bin aber (mit WAGENSCHEIN) der Uberzeugung, dass diese Jahrgangs-
stufe nicht der richtige Ort ist, um dieses Problem zu thematisieren. Die Aussage des Parallelenaxioms
darf hier (vorerst) als ,,offensichtlich® stehen bleiben. Im Gegensatz zu WAGENSCHEIN haben meine Er-
fahrungen mit neun 7. Klassen aber gezeigt, dass es auch schon in dieser Jahrgangsstufe moglich ist, im
Kontrast zu den Gegebenheiten auf der Kugel (groer Wasserball) aufzuzeigen, dass die oben genannte
Eigenschaft der Winkelverschiebung eine Besonderheit der euklidischen Geometrie der Ebene ist. (Bei
einem aus Papier geschnittenen Winkel, der auf dem Wasserball entlang eines seiner Schenkel verscho-
ben wird, bleibt der zweite Schenkel erkennbar nicht parallel zu seiner Ausgangslage.) Die Konsequenz
daraus, dass damit auf der Kugel der Satz von der Innenwinkelsumme im (ebenen) Dreieck nicht mehr
gilt, ist fiir viele Schiilerinnen und Schiiler dieser Jahrgangsstufe zumindest bemerkenswert.

P! Die genannte Datei findet man als DynaGeoX-Applet des Autors im Internet unter der Adresse
http://www.juergen-roth.de — EUKLID DynaGeo — I — Innenwinkelsumme im Dreieck.

2V or dem Unterricht wurde der Name ,,Scheitelwinkel am entsprechenden Schieberegler versteckt.
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Abb. 61: Begriindung fiir die Innenwinkelsumme im Dreieck mit Hilfe der Winkelverschiebung'®”

Das Sprechen iiber das Vorgehen und damit verbundene Ideen ist ein besonderes Anlie-
gen des Unterrichtskonzepts. Jede Verdanderung, die an der Konfiguration erfolgen soll,
wird zunichst gemeinsam besprochen und erst danach mit Hilfe der Datei realisiert. Die
Realisierung der Winkelverschiebungen wird sogar (mehrfach) unterbrochen, um der
Frage nachzugehen, wie die Schenkel des verschobenen Winkels und des entsprechen-
den Winkels in seiner Ausgangslage zueinander liegen.

WAGENSCHEIN wire damit am Ende angekommen. Im Zusammenhang mit dem Be-

weglichen Denken ist es aber wichtig, die Argumentation im Riickblick noch einmal auf

19 Das zur Herstellung der Bildfolge benutzte DynaGeoX-Applet des Autors und weitere Applets, die die
Winkelverschiebung als Argumentationsgrundlage nutzen, findet man im Internet unter der Adresse
http://www.juergen-roth.de — EUKLID DynaGeo — W — Winkelverschiebung.
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ihre ,,Allgemeingiiltigkeit hin zu untersuchen. Im konkreten Fall bedeutet das, die
Auswirkungen
e einer Variation der Form des Dreiecks und
e ciner anderen Auswahl des Eckpunktes, an dem die Winkel zusammengebracht
werden,
auf die Argumentation zu untersuchen. Die Bildfolge in Abb. 62 deutet das Vorgehen

an, das jeweils im Unterrichtsgesprdch von den Schiilerinnen und Schiilern antizipiert

wird.
= op = 0p
e oac —= ac
 Ba * Ba
— B¢ —= Bc
= TA = YA
"8 = 7B
—= Scheitelwinkel —= Scheitelwinkel
(a) (b)
= Qg —aap
LI ¥e¥ " Qc
e L g S
—a YA (o . YA C. -
"8 —= 7B
—= Scheitelwipkel —= Scheitelwinkel
w
(©) (e)

Abb. 62: . Untersuchung* der Argumentation aus Abb. 61 auf ,,Allgemeingiiltigkeit*

Die Winkelverschiebung ist ein einfaches Beispiel fiir die Féhigkeit ,,Bewegung hinein-
sehen und damit argumentieren® des Beweglichen Denkens. Dabei wird in ein statisches
Bild die Verschiebung eines Winkels (oder mehrerer Winkel) entlang eines Schenkels
hineingesehen und damit im Hinblick auf die Grofle von Winkeln bzw. die Parallelitét
von Geraden argumentiert. Diese Argumentation benutzen die Schiilerinnen und Schii-
ler in unserem Konzept im Anschluss an diese Stunde, um selbststindig und ohne die
Hilfe des Computers die Aussage des AuBlenwinkelsatzes fiir Dreiecke zu entdecken

und zu begriinden. Die entsprechende Aufgabe lautet dabei:

Jeder Nebenwinkel eines Dreiecksinnenwinkels ist Auflenwinkel des Dreiecks.
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a) Wie viele Aullenwinkel besitzt jedes Dreieck?

b) Welcher Zusammenhang besteht zwischen einem AuBenwinkel (Nebenwinkel
eines Innenwinkels) und den beiden nicht anliegenden Innenwinkeln? Stelle
eine Vermutung auf und begriinde sie! Schreibe auf, wie du dabei vorgehst.

¢) Formuliere den in Teilaufgabe b) entdeckten Zusammenhang als Satz (Au-
Benwinkelsatz)!

Die Aufgabe wird anschlieBend im Unterrichtsgesprich anhand eines DynaGeoX-
Applets besprochen, das wieder ein flexibles Eingehen auf die Anregungen der Schiile-

rinnen und Schiiler gestattet.'**

3.1.4 Beispiel: Dreiecksgrundformen

Im Folgenden wird schlaglichtartig eine Unterrichtssequenz vorgestellt, die Bewegli-
ches Denken entwickeln und gleichzeitig die Begriffe ,,gleichschenkliges®, ,,gleichseiti-
ges*, ,rechtwinkliges®, ,,stumpfwinkliges* und ,,spitzwinkliges Dreieck™ deutlich fle-
xibler verfligbar machen soll, als dies mit Hilfe statischer Reprasentanten mdoglich ist.
Das Ziel ist die Erarbeitung einer Verstindnisgrundlage fiir ,,Dreiecksgrundformen*'®,
wie er in Abb. 44 auf Seite 106 wiedergegeben ist.

Die Schiilerinnen und Schiiler erforschen in dieser Sequenz verschiedene Dreiecks-
typen in Partnerarbeit am Computer. Dazu erhalten sie elektronische Arbeitsblitter in
Form von EUKLID DynaGeo-Dateien. Um das oben angesprochene oberfldchliche Be-
trachten von Bewegungen zu vermeiden, wird einerseits die Aufmerksamkeit der Schii-
ler in den Arbeitsauftragen klar fokussiert und andererseits von den Schiilern verlangt,
alle Ergebnisse und Begriindungen schriftlich zu fixieren. In den Voruntersuchungen
hat sich u. a. herausgestellt, dass eine deutliche Fokussierung zu einer intensiveren Aus-
einandersetzung flihrt und offene Aufgabenstellungen fiir fast alle beobachteten Schiile-
rinnen und Schiiler vollig ungewohnt waren. Dementsprechend fiihlten sie sich iiberfor-

dert, wenn sie damit konfrontiert wurden. Auch aus diesem Grund habe ich die Aufga-

ben nur sehr behutsam schrittweise offener gestaltet.

1% Das genannte, von mir entwickelte DynaGeoX-Applet findet man im Internet unter der Adresse
http://www.juergen-roth.de — EUKLID DynaGeo — A — AuBlenwinkelsatz.

19 Wenn ich im Folgenden von ,,Dreiecksgrundformen‘ spreche, dann meine ich die Dreiecksformen
gleichschenkliges, gleichseitiges, rechtwinkliges, stumpfwinkliges und spitzwinkliges Dreieck.
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Des Weiteren hat sich in den Vorversuchen gezeigt, dass selbststdndige Arbeitspha-
sen der Schiilerinnen und Schiiler an elektronischen Arbeitsblédttern dann am effektivs-
ten sind, wenn diese Arbeitsform regelmifBig durch lehrerzentrierte Unterrichtsgespra-
che unterbrochen wird, in denen die Ergebnisse der Partnerarbeitsphasen zusammenge-
tragen, diskutiert, systematisiert, vertieft und im Schulheft fixiert werden. Aus diesem
Grund fand in dieser Unterrichtssequenz nach jeder einstiindigen Partnerarbeitsphase an
elektronischen Arbeitsblittern'*® eine entsprechende Vertiefung im Unterrichtsgesprich
statt. Hier wurden, neben den genannten Aktivititen, auch gemeinsam wichtige Sétze
begriindet bzw. bewiesen, die in den Partnerarbeitsphasen entdeckt wurden bzw. zu de-
nen dort Vermutungen aufgestellt wurden. Da derartige Beweise oft statischer Natur
sind, werden wir hier im Zusammenhang mit dem Beweglichen Denken nicht niher
darauf eingehen.'”’

Anhand der im Folgenden wiedergegebenen elektronischen Arbeitsblitter'”® sollen
die Schiilerinnen und Schiiler den Begriffsinhalt und -umfang der zu den Dreiecks-
grundformen gehdrenden Begriffe erforschen. Sie werden dazu mit einem Dreieck
AABC mit fester Seite [4B] konfrontiert und aufgefordert, den Eckpunkt C so zu bewe-
gen, dass das Dreieck 44BC dabei seine, durch eine vorgegebene Definition festgelegte
Dreiecksgrundform erhélt, also z. B. immer gleichschenklig ist. Die Arbeitsblitter ha-
ben im Wesentlichen alle denselben Aufbau, der hier kurz vorgestellt wird:

e Konfiguration:
Vorgegeben ist ein Dreieck 44BC mit fester Seite c. An diesem Dreieck kann dem-

entsprechend nur die Lage des Eckpunktes C variiert werden. Zusétzlich werden die

1% Um in den Partnerarbeitsphasen ein individuelles Arbeitstempo zu ermdglichen, erhielten Schiilerpaa-
re, die ein Arbeitsblatt bereits abgeschlossen hatten und ihre Ergebnisse schliissig verbalisieren und be-
griinden konnten, ein weiteres elektronisches Arbeitsblatt.

"7 Bei der Erarbeitung dieser Beweise wurden EUKLID DynaGeo-Dateien als Visualisierungshilfe ein-
gesetzt, um Unterrichtsgesprache zu unterstiitzen und den Schiilerinnen und Schiilern nach der Erarbei-
tung die Moglichkeit zu geben, sich jederzeit wieder den roten Faden des Beweises zu erarbeiten und so
den Beweis zu verstehen. Exemplarisch sei hier auf ein von mir erstelltes DynaGeoX-Applet zum Beweis
des Satzes von Thales verwiesen, das man im Internet unter folgender Adresse findet:
http://www.juergen-roth.de — EUKLID DynaGeo — T — Thales (Beweis zum Satz des Thales).

1% Die von mir erstellten elektronischen Arbeitsblitter der gesamten Unterrichtssequenz findet man als
DynaGeoX-Applets im Internet unter der Adresse http://www.juergen-roth.de — EUKLID DynaGeo —
D — Dreiecksgrundformen.
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1" von A4BC gemessen und angezeigt.””® Es

WinkelgroBBen der drei Innenwinke
handelt sich hierbei, nach unserer Klassifizierung in Abschnitt 2.5, um eine verén-

derbare Konfiguration mit einzelnen Fokussierungshilfen.

Dreiecke mit zwei gleich langen Seiten heiGen gleichschenklig.

1) Bewege den Punkt C 50, dass Dreiecke entstehen, die
a) gleichschenklig mit AC =BC sind,
b) gleichschenklig mit AC = AB sind,
) gleichschenklig mit BC = AB sind.
Markiere fir jede Teilaufgabe 10 entsprechende Lagen des

Punktes C, indern du einen neuen Punkt setzt. Benutze fiir jede
Teilaufgabe eine andere Farbe fiir die 10 Punkte.

2)  Auf welcher Linie muss C in der Teilaufyabe 1a), 1) bzw. 1c)
beweqt werden, so dass das Dreieck ABC immer gleichschenk-
lig ist? Begrinde jewsils deine Antwort!

3) Uberprife deine Lésung der Aufgabe 2, indem du die Linien
zeichnest und den Funkt C entlang dieser Linien bewegst. Was
passiert, wenn C die jeweilige Linie verldsst?

4} Achte, wahrend du G entlang der Linien von Aufyabe 3 bewegst,
auf die Innenwinkel des Dreiecks. YWas fallt dir auf?

4) Uberlege mit Hilfe deiner Bearbeitung der Aufgabe 3, fiir welche
Lagen von C alle drei Seiten des Dreiecks gleich lang sind. Gib
diese Lagen von C an. Wie wilrdest du solche Dreiecke nen-
nen? YWas kann man Ober ihre Innenwinkel sagen? Warum ist
das s0?

Dymabeo X

Abb. 63: Arbeitsblatt 1: ,,Gleichschenklige Dreiecke*
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o Aufgabentext — Darbietung:
Direkt im Applet befindet sich jeweils der Aufgabentext. Dies erleichtert das Arbei-
ten mit den Applets, weil der Blick der Schiilerinnen und Schiiler auf diese Weise
nicht stdndig zwischen dem Computerbildschirm und einem Arbeitsblatt in Papier-
form hin- und herwandern muss. Fiir die Lehrerinnen und Lehrer wird dadurch
gleichzeitig der Organisationsaufwand verringert, weil nur noch eine Datei {iber den
Server der Schule an alle Schiilerinnen und Schiiler verteilt werden muss. Bei einer
derartigen Implementierung des Aufgabentextes hat es sich als glinstig erwiesen,

den Text nicht in eine Textbox von EUKLID DynaGeo zu schreiben, sondern ihn als

19 Beim ersten Arbeitsblatt zu den gleichschenkligen Dreiecken werden zusitzlich die Langen der drei
Dreiecksseiten ausgegeben.

2% Um die Orientierung zu erleichtern, wurden die drei Seiten und die drei Winkel jeweils mit einer ande-
ren Farbe gekennzeichnet und die zugehdrigen Messwerte in denselben Farben ausgegeben.
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Bitmap®’

" in den Hintergrund der Zeichnung zu legen. Auf diese Weise ist er den

Zugriffen der Schiilerinnen und Schiiler komplett entzogen und kann auch nicht ver-

sehentlich beim Arbeiten angeklickt und z. B. verschoben werden.

<ol T G A SN GO TN S

Dreiecke mit zwei gleich langen Seiten heilen gleichschenklig.

1)

2

3

4)

3)

Dynabeo

Bewege den Punkt C so, dass Dreiecke entstehen, die
a) gleichschenklig mit AC =EBC sind,
b} gleichschenklig mit AC = AB sind,
) gleichschenklig mit BC = AB sind.

Markiere fir jede Teilaufgabe 10 entsprechende Lamien des

Punktes C, indem du einen neuen Punkt setzt. Benutze fiir jede
Teilaufgabe eine andere Farbe fir die 10 Punkte.

Auf welcher Linie muss C in der Teilaufgabe 1a], 1h) bzw. 1c)
bewvent werden, so dass das Dreieck ABC immet gleichschenk-
lig ist? Begrinde jeweils deine Antwort!

Uberpriife deine Losung der Aufgabe 2, ind du die Linien
zeichnest und den Punkt © entlang dieser Linign bewegst. YWas
passiert, wenn C die jeweilige Linie verlasst?

Achte, wihrend du C entlang der Linien von Aufljabe 3 bewegst,
auf die Innenwinkel des Dreiecks. Was fallt dir adf?

Uberlege mit Hilfe deiner Bearbeitung der Aufgabey3, fiir welche
Lagen von C alle drei Seiten des Dreiecks gleich lang sind. Gib
diese Lagen von C an. Wie wirdest du solche Drefecke nen-
nen? YWas kann man idber ihre Innenwinkel sagen?
das so?

X

Abb. 64: Arbeitsblatt 1: ,,Gleichschenklige Dreiecke* — Losung

o Aufgabentext — Inhalt:

Jeder Text beginnt mit einer knappen Definition der Dreiecksform, die erforscht
werden soll. Diese Vorgabe scheint auf den ersten Blick mehreren didaktischen
Prinzipien (z. B. dem Prinzip des entdeckenden Lernens, dem Prinzip der Offen-
heit der Aufgabenstellung) zuwiderzulaufen, da hier scheinbar das Ziel, ndmlich
die Definition des Begriffs, bereits vorweggenommen wird. Zur Aufklarung die-
ses scheinbaren Widerspruchs miissen verschiedene Aspekte beriicksichtigt
werden. Der Schwerpunkt der hier intendierten Begriffsbildung ist nicht der
Begriffsinhalt, sondern letztlich der Begriffsumfang. Das Anliegen ist also nicht,
dass die Schiilerinnen und Schiiler moglichst viele verschiedene Dreieckstypen
selbststindig entdecken, sondern dass sie fiir jeden Dreieckstyp den Be-

griffsumfang selbsttétig erforschen. Hierzu ist, dies zeigen auch von mir aufge-

2 Der Text wird dazu mit Hilfe eines Textverarbeitungsprogramms geschrieben und gestaltet. Anschlie-
Bend fertigt man eine Bildschirmkopie an und speichert diese mit einem beliebigen Bildbearbeitungspro-
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zeichnete Videosequenzen von Partnerarbeitsphasen, in erheblichem Malle Ei-
gentétigkeit und Kreativitdt gefragt. Es kann also keinesfalls von einer Engfiih-
rung der Schiilerinnen und Schiiler die Rede sein. Ein weiterer Aspekt erscheint
mir hier aber noch wichtiger. In der Literatur finden sich immer wieder Hinwei-
se darauf, dass beim Arbeiten in computergestiitzten Lernumgebungen die Ge-
fahr eines oberfldachlichen Agierens besteht. So nennt HOLZL (1994) u. a.

- das unreflektierte Benutzen von Werkzeugen,

- das Abweichen vom eigentlichen Ziel und

- das Vermeiden einer mathematischen Analyse.”*
WEIGAND/WETH (2002) fassen das so zusammen:

»Aufgrund der hohen Geschwindigkeit, mit der Computer Riickmeldungen

auf Fragen geben konnen, ist die Gefahr eines bloBen ,Versuch-und-Irrtum-

Verfahrens‘ und eines blinden Aktionismus beim Arbeiten mit neuen Tech-
nologien sehr groB.“ WEIGAND/WETH (2002), S. 34

Um dieser Problematik im Zusammenhang mit der Selbsttitigkeit der Schiilerin-
nen und Schiiler zu begegnen, nennen sie folgende Malnahmen:
»Selbsttitigkeit erscheint nur sinnvoll in Wechselbeziehung zu einem ge-
plant strukturierten Unterricht, wozu u. a. Vorstrukturierung der Inhalte,
schiilergemdfle Sprache, Erarbeitung eines verankerten Vorverstdndnisses,

Einplanung eines roten Fadens und prototypische Beispiele gehoren.*
WEIGAND/WETH (2002), S. 34

Eine Moglichkeit den roten Faden bewusst aufzuzeigen, besteht im vorliegenden
Zusammenhang darin, den Begriff, dessen Umfang untersucht werden soll, in
Form seiner Definition zu Beginn der Eigentétigkeit der Schiilerinnen und Schii-
ler in den Mittelpunkt zu stellen.

- Die erste Teilaufgabe dient dazu, die Gegebenheiten zu erforschen und Vermu-
tungen iiber die Art der Bewegungen aufzustellen. Um die Entwicklung von
Vermutungen iiber die Bahnen, auf denen C jeweils bewegt werden kann, zu er-
leichtern bzw. liberhaupt zu ermdglichen, sollen die Schiilerinnen und Schiiler in

den ersten Arbeitsbléttern jeweils zunéchst verschiedene Einzellagen fiir C mar-

gramm als Bitmap ab.
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kieren®”, fiir die das Dreieck A4BC die entsprechende Dreiecksgrundform an-

nimmt (vgl. z. B. Abb. 63 auf Seite 146 und Abb. 64 auf Seite 147). In den ers-

ten Teilaufgaben wird dabei die Fahigkeit ,,Gesamtkonfiguration erfassen und

analysieren* des Beweglichen Denkens im Sinne eines gestuften Voranschrei-

tens der Schwierigkeiten noch nicht gefordert. Hier wird die Analyse vielmehr

durch die Aufspaltung in die Teilaufgaben a) bis c) bereits vorweggenommen.>*
In spéteren Arbeitsblittern (vgl. etwa Abb. 69 auf Seite 154) ist die entspre-
chende Aufgabe zum Teil deutlich offener formuliert.

- Die zweite Teilaufgabe stellt nun die Frage nach ganzen ,,Linien®, auf denen C
bewegt werden kann bzw. muss, und fordert eine Begriindung dafiir ein. Wéh-
rend die Schiilerinnen und Schiiler diese Begriindung mit Hilfe von Bewegungs-
argumenten beim Arbeitsblatt 1°°> durchaus erbringen koénnen,** sind sie dazu

bei der Frage zum Thaleskreis in Arbeitsblatt 2207

bereits nicht mehr in der Lage.
Dort dient diese Anfrage dazu, die Schiilerinnen und Schiiler zu einer Ausein-
andersetzung mit dem Problem anzuhalten und fiir die gemeinsame Erarbeitung
des Beweises zu sensibilisieren.

- In der nichsten Teilaufgabe sollen in der Regel die Kurven konstruiert werden,
auf denen C bewegt werden kann, so dass die entsprechende Dreiecksgrundform
erhalten bleibt. Die Aufforderung an die Schiiler, den Punkt C an die konstruier-
ten Linien zu binden, ermdglicht es ihnen, evtl. falsche Vermutungen zu wider-

legen und dient bei richtigen Vermutungen als ,,vertrauensbildende Mafinahme*.

Diese visuelle Evidenz hat sich bei vielen Schiilerinnen und Schiilern als sehr

22 yol HOLZL (1994), S. 224

% Es ist nicht moglich, mit Hilfe der Ortslinienfunktion der DGS einfach den einen Weg fiir C zu
»zeichnen, der die Dreiecksgrundform erhélt. Selbst wenn man den gewiinschten Verlauf der Ortslinie
bereits kennt, ist es so gut wie unmoglich eine Linie zu erzeugen, die einem unbeteiligten Beobachter eine
Idee von der tatséchlichen Kurve vermittelt.

2% yo]. die Texte der Arbeitsblitter in Abb. 63, Abb. 65 und Abb. 66 auf den Seiten 146 bis 151

23 yo]. Abb. 63 auf Seite 146 bzw. Abb. 64 auf Seite 147, Aufgabe 2

2% Die Argumentation entspricht der, die ich in Beispiel 1 auf den Seiten 76 bis 77 ausfiihrlich erldutert
habe.

27 y/g]. Abb. 65 auf Seite 150, Aufgabe 2. Zu beachten ist, dass in Abb. 65 und einigen der nachfolgen-
den Abbildungen jeweils bereits die (konstruktive) Losung der Aufgaben dargestellt wird!
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wichtig erwiesen, auch wenn damit natiirlich keinerlei mathematische Begriin-
dung bzw. Sicherung verbunden ist.

- Gegebenenfalls vorhandene zusétzliche Teilaufgaben dienen der Erkundung und
Entdeckung von weiteren Zusammenhingen und sollen zum Weiterdenken an-
regen. Beim Arbeitsblatt 1 (vgl. Abb. 64 auf Seite 147) soll in Teilaufgabe 4
z. B. der Basiswinkelsatz entdeckt und in Teilaufgabe 5 die Lage fiir C gefunden

werden, fiir die das Dreieck 44BC gleichseitig ist.””®

Dreiecke, bei denen ein Innenwinkel ein rechter Winkel
ist, nennt man rechtwinklig. L]

1) Bewege den Punkt C 50, dass Dreiecke entstehen, [ |
die
a) rechtwinklig mit c.= 90° sind,
b}  rechtwinklig mit p = 90° sind, '
c) rechtwinklig mit v = 90° sind. w 75°
Warkiere fir jede Teilaufgabe 10 entsprechende Lagen .
des Punktes C, indem du einen neuen Punkt setzt. L
Benutze fir jede Teilaufyabe eine andere Farbe fir die
10 Punkte.

2)  Auf welcher Linie muss C in der Teilaufgabe 1a), 1h)
bzw. 1c) bewegt werden, so dass das Dreieck ABC [ B

immer rechtwinklig ist? Begrinde jeweils deine Ant- oL -

wrart] N

3 Uberpriffe deine Lésung der Aufgabe 2, indem du die
Linien zeichnest und den Punkt C entlany dieser Li- 60 b ¢
nien bewegst. Was passiert, wenn C die jeweilige Li-
nie verldsst?

4) Kann es rechtwinklige Dreiecke mit mehr als einem
rechten Winkel geben? Begrinde deine Antwort!

Abb. 65: Arbeitsblatt 2: , Rechtwinklige Dreiecke™ — Losung
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Die Teilaufgabe 4 von Arbeitsblatt 2 (vgl. Abb. 65) ldsst sich einerseits mit dem Innen-
winkelsummensatz im Dreieck 16sen, aber andererseits auch durch einen Blick auf die
drei Losungskurven der zweiten bzw. dritten Teilaufgabe dieses Arbeitsblattes. Wenn
mehr als ein Innenwinkel ein rechter sein soll, dann muss C gleichzeitig auf zwei der in

Abb. 65 dargestellten Losungskurven liegen. Dies ist offensichtlich nur dann der Fall,

% Eine mogliche Losung dieser Teilaufgabe ist: Die Strecke [4C] muss so lang wie die Strecke [4B] sein
und gleichzeitig muss die Strecke [BC] so lang wie die Strecke [4B] sein. (Dies liegt daran, dass die Lén-
ge der Strecke [AB] nicht verdndert wird, wenn man den Punkt C bewegt.) C ist folglich (ein) Schnitt-

punkt der Kreise k(A;E) und k(B;E) . Dreiecke, bei denen alle Seiten gleich lang sind, nennt man

gleichseitig. Da man jedes Paar von Dreiecksseiten eines gleichseitigen Dreiecks als Schenkel eines
gleichschenkligen Dreiecks betrachten kann, sind alle benachbarten Innenwinkel gleich grof3. Damit sind
alle Innenwinkel sind gleich groB, d. h. a+a+a =32 =180° und a =60°. Die WinkelgroBe jedes
Innenwinkels im gleichseitigen Dreieck betrdgt also 60°.
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wenn C mit 4 oder B zusammenfillt. In diesen Fillen liegt aber kein Dreieck mehr vor,
weil dann 4, B und C kollinear sind. Also kann es kein Dreieck geben, das mehr als

einen rechten Winkel besitzt.

Dreiecke, die einen Innenwinkel vom Mak X besitzen.

1) Bewege den Punkt C so0, dass Dreiecke entstehen,

mit

a) o= X,

by B=X,

cloy=.
Markiere fir jede Teilaufyabe 10 entsprechende Lagen
des Punktes ©, indermn du einen neuen Punkt setzt.
Benutze fir jede Teilaufgabe eine andere Farbe fir die
10 Punkte.

2} Auof welcher Linie muss G in der Teilaufyabe 1a), 1h)
bzw. 1c) bewegt werden, so dass das Dreieck ABC
immer einen Innenwinkel wom Mall X besitzt? Be-
grinde deine Antwort unter Einbeziehung der Ergeb-
nisse heim rechtwinkligen Dreieck.

3) Kann es Dreiecke mit mehr als einem Innenwinkel
vormn Mall ¥ geben? Begriinde deine Antwort!

B o | x-w | w0 3

X

Abb. 66: Arbeitsblatt 3/4: ,,Dreiecke mit einem X°-Innenwinkel — Losung

B oo pidd~ O~ -

Dynabep

In Abb. 66 ist das dynamische Losungsblatt zu den Arbeitsblittern 3 und 4 zu sehen. In
diesen beiden Arbeitsblittern geht es um Dreiecke mit einem 80°- bzw. einem 100°-
Innenwinkel. Sie stellen den wichtigen Ubergang zwischen dem Arbeitsblatt zum
rechtwinkligen Dreieck und den Arbeitsblédttern zu den spitzwinkligen und stumpf-

winkligen Dreiecken dar.
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B0 | % | 1w 4§
|

B0 | ¥ | w0 %

Abb. 67: Losungskurven fiir verschiedene Einstellungen der Winkelgrofe X (vgl. Abb. 66)
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Diese Arbeitsblatter ermoglichen es den Schiilerinnen und Schiilern eine Vorstellung
davon zu entwickeln, dass die Ergebnisse fiir einen rechten Winkel sich prinzipiell auf
andere WinkelgroBen tlibertragen lassen. Die groBten Schwierigkeiten ergeben sich auch
hier wieder bei den Kurven, auf denen sich C bewegen darf, sodass der Winkel y ein
80°- oder ein 100°-Winkel ist. Hier konnen von den Schiilerinnen und Schiilern begriin-
dete Vermutungen aufgestellt werden, die die Erarbeitung im Unterrichtsgesprich an-
hand der Losungsdatei (vgl. Abb. 66 auf Seite 151 und Abb. 67 auf Seite 152) vorberei-
ten und so fokussierend wirken. Wenn erarbeitet ist, wie sich die Ortslinien in Abb. 67
auf Seite 152 bei Anderung der WinkelgroBe verhalten, dann konnen die Schiilerinnen

209

und Schiiler auch anhand der Arbeitsblitter 4 und 57 erarbeiten, wo man C bewegen

kann so dass das Dreieck 44BC immer spitzwinklig bzw. immer stumpfwinklig bleibt.

Dreiecke, deren Innenwinke! alle spitze Winkel
sind, nennt man spitzwinklig. (Jeder Winkel
dessen WinkelmalR zwischen 0° und 90° liegt
heilt spitzer Winkel.)

1) Bewege den Punkt C so, dass Dreiecke
entstehen, die spitzwinklig sind.

2) In welcher Teilfliche der Zeichenebene
muss C in Aufgabe 1 bewegt werden?
Durch welche Linien wird diese Flache be-
grenzt? Begrinde deine Antwort.

3) Uberprife deine Lésung der Aufgabe 2,
indem du die Begrenzungslinien der Fla-
che konstruierst und den Punkt C innerhalb
der Flache bewegst.

B oo piad N X O~

[Dyu&'lﬁteoi X

Abb. 68: Arbeitsblatt 4: , Spitzwinklige Dreiecke®

299 yol. Abb. 68 auf Seite 153 und Abb. 69 auf Seite 154
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B oo pihd~ x O~y -

Dyma

Dreiecke, die einen Innenwinkel besitzen, der griler als
90 ist, nennt man stumpfwinklig.

1) Bewege den Punkt C s0, dass Dreiecke entstehen,
die stumpfwinklig sind.

2) Fertige eine Zeichnung an, in der du die Lagen von C
markierst, fir die das Dreieck ABC stumpfwinklig ist.
Erklare kurz, wie du dir das dberlegt hast.

3) Kann es stumpfwinklige Dreiecke mit mehr als einem
stumpfen Innenwinkel geben? Begrinde deine Antwaort
mit Hilfe deiner Skizze aus Aufgabe 21

45 °

Abb. 69: Arbeitsblatt 5 ,,Stumpfwinklige Dreiecke*

Abb. 70 zeigt die Losung fiir die Arbeitsblitter 4 und 5. Wird C in den dunkler hinter-

legten Teilflachen bewegt, so ist das Dreieck 44BC immer stumpfwinklig, wird C in

der heller hinterlegten Teilfliche bewegt, so ist das Dreieck 4A4BC immer spitzwinklig.

Mit Hilfe des Schiebereglers kann, wie in Abb. 67 auf Seite 152 dargestellt, die GroRe

des Winkels X und damit die Lage der schwarzen Kurven variiert und so der Zusam-

menhang zu den Arbeitsblattern 3 und 4 (vgl. Abb. 66 auf Seite 151) diskutiert werden.

o D8 Ad k@ -

In welcher Teilflache der Zeichenebene
muss C bewegt werden, damit Dreiecke
entstehen, die stumpfwinklig sind?
Durch welche Kurven werden diese
Flachen begrenzt? Warum?

Kann es stumpfwinklige Dreiecke mit
mehr als einem stumpfen Winkel geben?
Begrinde deine Antwort!

In welcher Teilflaiche der Zeichenebene
muss C bewegt werden, damit Dreiecke
entstehen, die spitzwinklig sind?

Durch welche Kurven wird diese Flache
begrenzt? Begriinde deine Antwort!

Dynabep

750 C

A
A ~ B
60 ° 45 °
B o [ x=e0 | 0§

Abb. 70: Arbeitsblatt 4/5: , Stumpfwinklige/spitzwinklige Dreiecke* — Losung
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Damit haben die Schiilerinnen und Schiiler sich nach und nach die Verstindnisgrundla-
ge zu den Dreiecksgrundformen erarbeitet, die in Abb. 71 auf Seite 155 zu sehen ist. In
diesem (scheinbar) statischen ,,Merkbild* sind die beweglichen Vorstellungen ,,einge-
froren“. Um hieraus das Wissen wieder verfiigbar zu machen, ist Bewegliches Denken
(,,Bewegung hineinsehen und damit argumentieren® sowie ,,Gesamtkonfiguration erfas-

sen und analysieren®) notwendig.

/o/

)

e

A

@
____________________________________________ < p

Tem

Lo I:l spitzwinklig

™

A |:| stumpfwinklig

b = rechtwinklig

- “— gleichschenklig

Text

Abb. 71: Arbeitsblatt 6: Verstandnisgrundlage zu den ,,Dreiecksgrundformen*

Der Legende zu Abb. 71 ist zu entnehmen, welche Dreiecksgrundform fiir eine Bewe-
gung von C in der entsprechenden Teilflache bzw. auf den entsprechenden Kurven das
Dreieck 44ABC jeweils annimmt. Daraus lésst sich z. B. ableiten, dass es

e kein rechtwinkliges Dreieck geben kann, dass gleichzeitig spitz- oder stumpfwinklig
ware,

e aber sehr wohl spitzwinklig-gleichschenklige sowie stumpfwinklig-gleichschenklige
Dreiecke gibt,

e nur eine mogliche Lage fiir C gibt, sodass das Dreieck 44BC gleichseitig ist, ndm-
lich den Schnittpunkt der drei Kurven fiir gleichschenklige Dreiecke. (Wir betrach-
ten hier nur Dreiecke mit mathematisch positivem Umlaufsinn.)

Diese Verstindnisgrundlage ermdglicht einen guten Uberblick iiber die verschiedenen

Dreiecksgrundformen, deren Begriffsinhalt und -umfang. Damit konnen z. B. auch
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Probleme gelost werden, wie die, die in den Arbeitsbléttern 7 bis 9 (vgl. Abb. 72 bis
Abb. 74 auf den Seiten 156 bis 157) der Unterrichtssequenz bearbeitet werden sollen.
Dabei ist jeweils ein Dreieck mit einer festen Seite vorgegeben. Der ,,freie” Eckpunkt
kann auf einer Kurve bewegt werden. Die Aufgabe besteht darin, anzugeben, welche
Dreiecksgrundformen das Dreieck dabei der Reihe nach annimmt? In Abb. 75 auf Seite

157 ist exemplarisch die Verstindnisgrundlage iiber der Problemkonfiguration einge-

blendet.

Der Punkt A wird entlang
der Geraden nach rechts
unten bewegt.

Welche Dreiecksgrund-
formen nimmt das Dreieck
ABC dabei der Reihe nach
an?

0D ® % 3~ X @y

A\ x

Dymabeo
Abb. 72: Arbeitsblatt 7: ,,Ein Eckpunkt wird entlang einer Geraden bewegt.*
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* | Der Punkt B wird entlang I% 0| Reduss | 6 9
. | der Kreislinie gegen den
Uhrzeigersinn bewegt, bis
/ er seine Ausgangslage
0 wieder erreicht. C
¢ | Welche Dreiecksgrund-
. | formen nimmt das Dreieck
" ABC dabei der Reihe nach
Eﬁ' an?
~A M
B
= A
L3
Dynabeo X

Abb. 73: Arbeitsblatt 8: ,,Ein Eckpunkt wird entlang eines Kreises bewegt.*

Der Punkt C wird entlang
der eingezeichneten Kurve
nach rechts bewegt.

Welche Dreiecksgrund-
formen nimmt das Dreieck
ABC dabei der Reihe nach
an?

B & A4 d N X @\

AL\ x

Dynabep
Abb. 74: Arbeitsblatt 9: , Ein Eckpunkt wird entlang einer Parabel bewegt.
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i | |
& 16 |c_bewegen=4, 6 4

Der Punkt C wird entlang —% i
der eingezeichneten Kurve
nach rechts bewegt.

\ 4

bp ® % 3~ x @~

AL X B

Abb. 75: Arbeitsblatt 9: ,,Ein Eckpunkt wird entlang einer Parabel bewegt.” — Losung

Beim vorliegenden Beispiel aus dem Unterrichtskonzept wurden die ersten beiden Fé-
higkeiten des Beweglichen Denkens, ndmlich ,,.Bewegung hineinsehen und damit argu-
mentieren’ und ,,Gesamtkonfiguration erfassen und analysieren* schrittweise aufgebaut
bzw. nach und nach benétigt. Die schwierigste Stufe des Beweglichen Denkens, nim-
lich ,,Anderungsverhalten erfassen und beschreiben* wurde hier wie im gesamten Un-
terricht zunéchst nicht gefordert, weil ich auf Grund der Erfahrungen aus den Vorversu-
chen zu der Einsicht gelangt bin, dass hierfiir die ersten beiden Stufen des Beweglichen
Denkens notwendige Voraussetzung sind. Dementsprechend bildet das folgende Bei-
spiel auch den letzten Unterrichtsbaustein in unserem Unterrichtskonzept zum Geomet-
rieunterricht der 7. Jahrgangsstufe und wurde in den Unterrichtsklassen am Ende des

Schuljahres bearbeitet.

3.1.5 Beispiel: Anderungsverhalten

Autfbauend auf ein Jahr Geometrieunterricht, in dem mit Bewegungen bzw. Verdnde-
rungen argumentiert wurde, sollen die Schiilerinnen und Schiiler tiefer in das Problem
der Veriinderungen einsteigen und die Art und Weise der Anderung in den Blick neh-
men. Hier sind neue Sichtweisen gefragt, es muss kreativ gearbeitet werden und auch
die verbale Beschreibung des Anderungsverhaltens soll entwickelt werden. All dies
kann gut in Kleingruppen aus ca. vier Schiilerinnen und Schiilern geschehen. Diese

Gruppenarbeitsphase habe ich in eine vierphasige Unterrichtssequenz eingebettet:
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1) Einfiihrung in die Fragestellung und die Gruppenarbeit im Unterrichtsgesprich

2) Gruppenarbeitsphase

3) Pridsentation der Gruppenergebnisse im Plenum

4) Kontrolle der Ergebnisse und Vertiefung des Verstindnisses anhand von EUKLID
DynaGeoX-Applets

1) Einfithrung in die Fragestellung und die Gruppenarbeit

Die Einfiihrung in die Gruppenarbeitsphase erfolgte in Form eines Unterrichts-
gespriches. Dabei wurde ein Aufgabenblatt gemeinsam bearbeitet, das den gleichen
Aufbau wie die Aufgabenblitter hatte, die die Schiilergruppen anschlieBend bearbeiten
sollten.?'’ Auf diese Weise konnten evtl. auftretende organisatorische Anlaufschwierig-
keiten beim Eintritt in die Gruppenarbeitsphase und inhaltliche Fragen zu dieser Art der
Problemstellung bereits im Vorfeld minimiert werden. Allerdings hatte dieses Vorge-
hen, wie die Auswertung der Videoaufzeichnung gezeigt hat, auch einen gravierenden
Nachteil: Einige Schiilerinnen und Schiiler haben die fiir diesen speziellen Fall gemein-
sam erarbeiteten Erkldrungsmuster {ibergeneralisiert und versucht, sie eins zu eins auf
die neuen Probleme zu iibertragen. Das Eingangsbeispiel ,,Kolbenmotor* (vgl. Aufga-
benblatt Gruppe 1 auf Seite 234) habe ich einerseits gewihlt, um erste Erfahrungen mit
dem Anderungsverhalten an ein anschauliches und leicht vorstellbares Phinomen anzu-
binden. Andererseits war mein Anliegen aber auch, gemeinsam ein Phédnomen zu er-
schlief3en, das eine andere Struktur hat als die Probleme, mit denen sich die Schiilerin-
nen und Schiiler anschlieBend in der Gruppenarbeitsphase auseinander zu setzen haben.
Dadurch wollte ich darauf hinwirken, dass die Gruppen selbststindig eine kreative Lo-
sung mit Begriindung erarbeiten.

Das Aufgabenblatt zur Einfiihrungsaufgabe wurde bewusst genauso gestaltet wie die
Arbeitsblitter fiir die Gruppenarbeitsphase. Dadurch sollten die Schiilerinnen und Schii-
ler mit der Aufgabenstellung vertraut gemacht, etwaige Verstindnisprobleme bereits
vorab gekldrt und so die Anlaufphase in der eigentlichen Gruppenarbeit verkiirzt wer-

den. Im Folgenden werden die Aufgaben dieses Arbeitsblattes vorgestellt:

219 Die Aufgabenblitter fiir die Gruppenarbeit sind in Anhang A ab Seite 233 abgedruckt.
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Aufgaben:

Bei einem Kolbenmotor bewegt sich das ,,Schwungrad®

immer gleichmiBig®'" in dieselbe Richtung.

a) Beschreibt, wie sich dabei der Kolbenkopf (dunkle Fla-
che in Abb. 76) bewegt.

b) Wie groB ist der Kolbenhub®'*? (Gebt ein Vergleichs-

malf aus der Zeichnung an!)

c) Bewegt sich der Kolbenkopf immer gleichméBig oder ist

er manchmal schneller und manchmal langsamer? Gebt O
gegebenenfalls an, in welchen Bewegungssituationen er O L4 O
sich schneller und in welchen er sich langsamer bewegt. O

Begriindet eure Antwort.

Abb. 76: Kolbenmotor

Die beiden ersten Teilaufgaben zielen noch einmal auf die beiden ersten Komponenten
des Beweglichen Denkens ab. Zur Beantwortung der Aufgabe a) muss in das statische
Bild aus Abb. 76 die Bewegung des ,,Schwungrades* hineingesehen und argumentiert
werden, dass dabei die Pleuelstange und damit der Kolbenkopf mitbewegt werden. Da
der Kolbenkopf sich nur in einer Fithrung bewegen kann, bewegt er sich geradlinig auf
und ab. Die Frage b) zielt darauf ab, die Gesamtkonfiguration zu erfassen und zu analy-
sieren. Es ist ndmlich notwendig, die zentrale Bedeutung der Pleuelstange fiir die Kol-
benkoptbewegung zu realisieren und zu erkennen, dass der Kolbenhub durch die hochs-
te und die niedrigste Lage der Pleuelstange festgelegt wird. Diese Extremlagen sind
(wegen der Geradfiihrung des Kolbenkopfs) ihrerseits durch die hochste bzw. tiefste
Lage des roten Ansatzpunktes der Stange bestimmt. Dementsprechend ist der Kolben-
hub doppelt so gro3 wie der Abstand vom Ansatzpunkt der Kolbenstange am Schwung-

rad zum Schwungradmittelpunkt.

2 Der Begriff ,,gleichméBig” wurde hier vereinfachend als ,immer gleich schnell* erliutert. Gemeint ist
natiirlich ,,mit konstanter Winkelgeschwindigkeit*.
12 Der Kolbenhub ist der Abstand zwischen der hochsten und der tiefsten Lage des Kolbenkopfes.
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Mit der dritten Teilaufgabe wird zum ersten Mal explizit die Art und Weise der An-

derung, also das Anderungsverhalten, in den Blick ge-

nommen. Konkret soll hier aus der Rotation des
Schwungrades mit konstanter Winkelgeschwindigkeit
(,,gleichmiBig®) qualitativ auf die Anderungsgeschwin-
digkeit der Bewegung des Kolbenkopfes geschlossen
werden. Hierzu ist eine Reihe von Uberlegungen not-
wendig, die nun kurz vorgestellt werden sollen. Ent-
scheidend ist zunichst die Erkenntnis, dass die Auf- bzw.
Abwirtsbewegung des Kolbenkopfes dann am schnells-
ten erfolgt, wenn die Pleuelstange nach oben geschoben
bzw. nach unten gezogen wird. Die Bewegung der Pleu-
elstange wird aber entscheidend durch die Bewegung des
Ansatzpunktes A der Pleuelstange am Schwungrad be-

stimmt. Die Bewegungsrichtung von A4 ldsst sich wie-

derum in einen Anteil in Kolbenrichtung und einen An-  Apb. 77: Kolbenmotor mit Lo-
teil senkrecht dazu zerlegen. Bei der gleichmiBigen sungshinweisen
Kreisbewegung des Punktes 4 mit dem Schwungrad entgegen dem Uhrzeigersinn dn-
dern sich die Aufteilung der Bewegungsanteile von 4 in Kolbenrichtung und senkrecht
dazu stindig (vgl. Abb. 77).*" Der Punkt 4 bewegt sich in der Néhe seiner hochsten
bzw. tiefsten Lage fast senkrecht zur Kolbenrichtung. In diesen Bewegungssituationen
wird der Kolben folglich nur sehr wenig nach oben bzw. unten bewegt. Bei der Bewe-
gung von A nach unten (auf der linken Seite des Schwungrades) bzw. nach oben (auf
der rechten Seite des Schwungrades) ist der Bewegungsanteil von 4 in Kolbenrichtung
am grofften. Damit wird der Kolben in diesen Bewegungssituationen am deutlichsten
nach oben bzw. unten bewegt. Folglich ist die Kolbenbewegung bei der Aufwirts- und
Abwirtsbewegung am schnellsten und um die hochste bzw. tiefste Lage herum am

langsamsten. Der Kolbenkopf bewegt sich somit nicht gleichméBig, sondern wird

schneller und langsamer. In diesem Beispiel werden die Bewegungsrichtungen, die zu

213 Im von mir entwickelten DynaGeoX-Applet, das in Abb. 78 auf Seite 163 dargestellt ist, kann diese
Aufteilung der Bewegungsanteile durch Ziehen am Punkt ,,Hilfe 1° dynamisch visualisiert werden.
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maximaler bzw. minimaler Verdnderung fiihren, also von aulen (Geradfiihrung durch
den Kolben) vorgegeben. Im Gegensatz dazu mussten sich die Schiilerinnen und Schii-

ler entsprechende Richtungen in den Aufgaben der Gruppenarbeitsphase erst erarbeiten.

2) Gruppenarbeitsphase

In Kleingruppen aus je vier Personen haben die Schiilerinnen und Schiiler jeweils ein
Aufgabenblatt bearbeitet.”'* Als Hilfsmittel standen ihnen nur das Bild auf dem Ar-
beitsblatt sowie Papier und Bleistift zur Verfligung. Es ging hier also darum, alle drei
Komponenten des Beweglichen Denkens zu aktivieren und sich tiber die im Kopf ablau-
fenden beweglichen Vorstellungen auszutauschen. Die Arbeitsanweisungen sollten die-
sen Prozess unterstiitzen. Es wurde deshalb explizit verlangt, die Aufgaben in der Grup-
pe zu diskutieren und gemeinsam eine Losung zu erarbeitet. Die Zielvorgabe war, dass
jede und jeder in der Gruppe die Losung verstanden hat. Die Schiilerinnen und Schiiler
mussten sich also ihre Losungsansitze gegenseitig erkldren. Auch die Vorgabe, sich
wihrend der Diskussion Notizen zu machen und anhand dieser Notizen zum Schluss
gemeinsam ein Plakat bzw. eine Folie zu gestalten, womit die Gruppenlosung prisen-
tiert werden sollte, zielte darauf ab, die Auseinandersetzung aller mit der Problemldsung

Zu intensivieren.

3) Prasentation der Gruppenergebnisse im Plenum

In jeder Gruppe wurde ein Gruppensprecher oder eine Gruppensprecherin gewéhlt, die
bzw. der nach der Gruppenarbeitsphase im Plenum den anderen Gruppen das jeweilige
Problem und den Losungsansatz der Gruppe vorgestellt hat. Anschlie8end sollte ggf. die

gesamte Gruppe der Klasse in einer Diskussion Rede und Antwort stehen.

4) Kontrolle der Ergebnisse und Vertiefung des Verstindnisses

anhand von DynaGeoX-Applets
Nachdem alle Gruppen ihre Ergebnisse priasentiert hatten, wurden im Plenum noch ein-
mal alle Fragen aufgegriffen und die Ergebnisse der Schiilerinnen und Schiiler anhand

von DynaGeoX-Applets iiberpriift und diskutiert. Die eingesetzten DynaGeoX-Applets
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sind durchgéngig nach der in Abschnitt 2.4 am Beispiel der Winkel an Geradenkreu-
zungen®" erlduterten Dreiteilung aufgebaut, wobei die 2. und 3. Stufe jeweils mit Hilfe
eines Schiebereglers aufgerufen werden kann.

1. Stufe: An der Darstellung des geometrischen Objektes lassen sich die ge-
wiinschten Bewegungen bzw. Verdnderungen real durchfiihren.

2. Stufe: Konsequenzen dieser Verdnderungen fiir relevante Grofen werden stér-
ker in den Blick genommen, indem diese Grof3en als Balken aufgetragen sind,
die dynamisch den aktuellen Wert der GroBe darstellen (z. B. eine Strecken-
lange oder eine WinkelgroBe).

3. Stufe: Die abhidngigen Groflen werden iiber der unabhéngigen Grofle in einem
Diagramm aufgetragen.

Auf diese Weise sind gestufte Fokussierungshilfen moglich. Dies erleichtert es den
Schiilerinnen und Schiilern, selbst Stellung zu den Ergebnissen und Vorhersagen der
anderen Gruppen zu nehmen und, wo das noch nicht in ausreichender Weise in den
Gruppen geschehen ist, Begriindungen fiir die Vorhersagen zu entwickeln. In Abb. 78
ist exemplarisch das DynaGeoX-Applet zum Problem des Kolbenmotors wieder-

gegeben. Im Bild sind bereits alle drei Stufen eingeblendet.

214 Die Arbeitsblitter findet man im Anhang auf den Seiten 235 bis 241.
2 vel. S. 110ff
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'B —a Hjlfe 1 -a Hilfe 2 Kolben- Kolben-

b ___________________________________

Drehwinkel
3 =
270 360

Abb. 78: DynaGeoX-Applet zum Kolbenmotor

Neben den genannten DynaGeoX-Applets haben sich fiir die Vertiefung des Versténd-
nisses in dieser vierten Phase der Unterrichtssequenz zum Anderungsverhalten verein-
fachende Anschauungsmodelle bewihrt. Sie helfen den Schiilerinnen und Schiilern, das
Wesentliche der geometrischen Situation in den Blick zu nehmen und dienen als Ver-
standnisgrundlage. Es sei hier z. B. auf das ,,Gummibandmodell“ auf Seite 82 verwie-
sen, das das Anderungsverhalten einer Streckenlinge verdeutlicht. Entsprechend bietet
216

sich fiir das Verstiindnis des Anderungsverhaltens einer WinkelgroBe

Modell an:

u. a. folgendes

WZirkelmodell*: -

Man stelle sich den Winkel als Winkel zwischen den Schenkeln -’/
wpr
3

eines Zirkels vor. Der Zirkel soll nun gedffnet werden, indem
man einen Schenkel festhdlt und an einer Stelle des anderen
Schenkels zieht. Wie muss man zichen, dass der Zirkel sich am
starksten bzw. gar nicht 6ffnet? Der Zirkel wird sich gar nicht
offnen, wenn man in die aktuelle Schenkelrichtung zieht und am ‘j,'
starksten/schnellsten 6ffnen, wenn man senkrecht zur aktuellen
Schenkelrichtung zieht (vgl. Abb. 79).

Abb. 79:
Zirkelmodell

218 yg]. hierzu etwa die Arbeitsblitter fiir die Gruppen 5 und 6 auf den Seiten 238f,
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3.2 Konzept zur Vermittlung einer didaktischen Idee

Ich habe im letzten Abschnitt versucht anhand dreier Beispiele das Unterrichtskonzept
zu veranschaulichen. Um die Idee des Beweglichen Denkens in die Schulwirklichkeit zu
bringen, ist aber wesentlich mehr nétig als die Entwicklung eines Unterrichtskonzepts
fir den Geometrieunterricht der 7. Jahrgangsstufe. Einerseits muss das Konzept im
Schulalltag getestet und evaluiert werden. Dazu braucht man Lehrerinnen und Lehrer,
die sich bereit erkldren, sich mit ihren Klassen an einem Forschungsprojekt zu beteili-
gen. Andererseits ist es fiir eine Breitenwirkung der Idee in den Schulalltag hinein ent-
scheidend, moglichst viele Lehrerinnen und Lehrer fiir das Konzept zu erwidrmen und
im Idealfall zu begeistern. Eine praxisrelevante Weiterentwicklung von Lehren und

217 findet ndmlich de facto nur dann statt, wenn (neue)

Lernen im Mathematikunterricht
Ideen nicht nur in Didaktikerkreisen diskutiert werden, sondern auch in der Unter-
richtswirklichkeit ankommen. Da dies erfahrungsgemill oft nicht im gewiinschten
Ausmal der Fall ist, stellt sich die Frage, wie ein gangbarer Weg zur Auflosung oder
Minderung dieser Problematik aussehen konnte. Jede praktikable Antwort auf diese
Frage muss, wie oben bereits angedeutet, insbesondere die Lehrerinnen und Lehrer in
den Blick nehmen, die den ,real existierenden® Mathematikunterricht konzipieren, or-
ganisieren und folglich maB3geblich prigen.

Will man Lehrerinnen und Lehrern eine didaktische Idee vermitteln, so muss man
erst einmal mit ihnen in Kontakt treten. Dies ist zundchst im Rahmen der Ausbildung
(Studium, Referendariat) und anschlieend in der Weiterbildung méglich. Da die ange-
henden Lehrer in der Ausbildungsphase zu sehr mit anderen Problemen beschiftigt sind
und ihnen (zumindest wiahrend des Studiums) oft noch ein realistischer Blick auf den
Unterricht fehlt, konnen hier bestenfalls Grundlagen fiir ein spéteres Interesse an didak-
tischen Konzepten gelegt werden. Eine Auseinandersetzung damit im Rahmen eigener
Unterrichtsversuche ist in der Regel schon aus organisatorischen Griinden nur in be-
grenztem Umfang mdglich. Die Lehrerfortbildung ist dann der geeignete Ort hierfiir,

wenn die sich bietenden Gelegenheiten konsequent genutzt werden. Erwdhnt seien hier

I Die praxisrelevante Weiterentwicklung von Lehren und Lernen im Mathematikunterricht ist eine wich-
tige Aufgabe der Mathematikdidaktik. Fiir WITTMANN (1992) ist die Konstruktion von Unterrichtseinhei-
ten, Unterrichtskonzepten und Curricula sogar der Kernbereich der Mathematikdidaktik.
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nur RLFB (regionale Lehrerfortbildung), SchiLF (schulinterne Lehrerfortbildung),
SINUS-Transfer’'® und die Tatsache, dass die Kultusministerien immer stiarker auf eine
Dezentralisierung der Lehrerfortbildung sowie eine Weiterbildungsverpflichtung mit
vorgeschriebenem Mindestumfang an Fortbildungstagen pro Lehrkraft setzen. Dies er-
offnet insbesondere auch die Moglichkeit, iiber einen ldngeren Zeitraum mit kleinen
Lehrerteams zu arbeiten, die die vorgeschriebene Fortbildungszeit fiir eine von ihnen als
sinnvoll empfundene Weiterentwicklung ihres Unterrichts verwenden wollen. Solche
kleinen Teams erhohen die Chance, dass (neue) didaktische Ideen wirklich im Unter-
richt der Lehrerinnen und Lehrer umgesetzt werden. Damit die beteiligten Lehrkréfte
die didaktische Grundidee erfassen, miissen ihnen die zentralen Punkte beispielorientiert
dargestellt und Unterrichtsmaterialien fiir einen konkreten, lehrplanbezogenen Unter-
richt an die Hand gegeben werden.*"’

Ansatzpunkte zur Steigerung der Akzeptanz

Die Chance, dass Lehrerinnen und Lehrer ein Unterrichtskonzept auch annehmen, ist
dann gréfer, wenn im Rahmen von Lehrerfortbildungsveranstaltungen und bei der Ent-
wicklung und Gestaltung von Unterrichtsmaterialien verschiedene Punkte beachtet wer-

den:

o Alle Beteiligten da abholen, wo sie stehen.

Wichtig ist, die Lehrerinnen und Lehrer sowie die Schiilerinnen und Schiiler
nicht zu iiberfordern. Unterrichtsvorschldge sollten an den bisherigen Unterricht
der Lehrerinnen und Lehrer ankniipfen. Dies gilt fiir alle Bereiche des Unter-
richtsgeschehens, wie z. B. die Sozialform, den Medieneinsatz, den Grad der

Selbsttétigkeit u. s. w.

218 Am Modellversuchsprogramm ,,Sinus“ haben in Deutschland 180 Schulen in den letzten fiinf Jahren
an der Weiterentwicklung des mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterrichts gearbeitet. Im
Rahmen des Programms SINUS-Transfer sollen nun die Ergebnisse anderen Schulen vorgestellt, hilfrei-
che Anregungen weitergegeben und weitere Lehrkréfte in die Arbeit mit einbezogen werden. Dazu wur-
den und werden an einzelnen Schulen, aber auch schuliibergreifend, kleine Teams (Sets) gebildet.

219 Beispielhaft ausgearbeitetes Unterrichtsmaterial kann als Anregung bzw. Grundlage fiir eigene Unter-
richtsausarbeitungen nach der zu Grunde liegenden Idee dienen und helfen, die Kolleginnen und Kollegen
zur Umsetzung im eigenen Unterricht zu motivieren. Letzteres ist dann Erfolg versprechender, wenn
neben einem mindestens gleich guten Unterrichtserfolg auch eine Arbeitserleichterung erwartet werden
kann, z. B. durch die Ubernahme geeigneter, bereits fertig ausgearbeiteter Unterrichtsmaterialien, die ggf.
an die eigenen Bediirfnisse angepasst werden kénnen.
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Neues dosiert einbringen.

Von dem Gewohnten ausgehend, werden die Verdnderungen sukzessive intensi-
viert und das Anforderungsniveau nach und nach gesteigert. Nur wenn man
nicht ,,an zu vielen Schrauben gleichzeitig dreht®, ist ein nachhaltiger Erfolg er-

reichbar. **°
Auf ein klares und realistisches Zeitmanagement achten.

Ein Planungskriterium muss die Frage sein, was sich innerhalb der zur Verfi-
gung stehenden Unterrichtszeit und bei Einhaltung der Lehrplanvorgaben reali-

sieren ldsst. Es miissen also Schwerpunkte gesetzt werden.

Insbesondere miissen die Bediirfnisse der beteiligten Lehrerinnen und Lehrer einbezo-

gen und berticksichtigt werden. Diese Bediirfnisse manifestieren sich erfahrungsgemal

in folgenden Fragen:**'

Was ,,bringt* diese didaktische Idee fiir meinen Unterricht?

Neben einem mindestens gleich guten Unterrichtserfolg (der z. B. mit Hilfe ei-
nes Leistungstests tiberpriift werden kann) sollten noch weitere positive Aspekte,
wie z. B. leichterer Zugang, Anschaulichkeit, Entwicklung der Argumentations-
fahigkeit, Aufbau von tragfdhigen Grundvorstellungen, Motivationssteigerung
u. v. m. genannt und ggf. mit Beobachtungen aus der Erprobungsphase illustriert

werden.

Geht das auch in/mit einer ,,normalen* Klasse?

Bereits in der Erprobungsphase des Unterrichtskonzepts sollte mit ,,durchschnitt-
lichen* Klassen im Hinblick auf Schiilerzahl, Begabungsprofil, organisatori-
schen Rahmen u. a. gearbeitet werden. Nur so lédsst sich die Praxistauglichkeit

einer didaktischen Idee realistisch einschitzen.>*?

Gibt es geeignete Priifungsaufgaben?

220 Auf diesen und den vorhergehenden Punkt habe ich oben bei der Vorstellung des Unterrichtskonzepts
bereits mehrfach hingewiesen.

22! Diese Fragen habe ich selbst immer wieder auf von mir (mit-)organisierten Lehrerfortbildungen ge-
hort. Dariiber hinaus wurden diese Bediirfnisse aber auch von den Lehrerinnen und Lehrern artikuliert,
die am Unterrichtsversuch im Rahmen dieser Arbeit teilgenommen haben.
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Es miissen Priifungsaufgaben konzipiert und in der Erprobungsphase in Priifun-
gen eingesetzt werden. Es geht hier um die Frage bzw. den Nachweis, ob bzw.
dass es moglich und praktikabel ist, den gewéhlten Unterrichtsschwerpunkt auch

in Klassenarbeiten abzupriifen.”?

e Wie arbeitet man konkret mit (neuen) Medien?
Es ist notwendig, neben Tipps und Hinweisen zum grundlegenden Umgang mit
bestimmten Programmen (hier z. B. die DGS EUKLID DynaGeo) auch Vor-
schldge zum Unterrichtseinsatz einschlieBlich fertig ausgearbeiteter Dateien zur

Verfiigung zu stellen.**

¢ Gibt es dazu Unterrichtsmaterialien?
Es wurde bereits angemerkt, wie wesentlich ausgearbeitete und erprobte Unter-
richtsmaterialien fiir die Vermittlung und Verbreitung didaktischer Ideen in die
Schulwirklichkeit sind.**> Dazu ist aber auch die Bereitschaft erforderlich, sol-
che Materialien im Rahmen von Fortbildungen zur Verfiigung zu stellen und das
Anpassen an eigene Bediirfnisse sowie die Weiterentwicklung explizit zu erlau-

ben.

e Kann man das auch in anderen Schulstufen umsetzen?
Wenn geeignete Anregungen und Ausblicke geboten werden, kann eine Umset-
zung der Idee fiir weitere Inhalte und Jahrgangsstufen in kleinen Lehrerteams, in
denen sich die Kolleginnen und Kollegen gegenseitig inspirieren und weiter-
bringen, sehr effizient sein. So schliet sich der Kreis und es werden aus der Un-
terrichtswirklichkeit heraus weitere Beispiele und Unterrichtsmaterialien zur
Vermittlung der didaktischen Idee an andere Lehrkridfte und zur Umsetzung im

Unterricht entwickelt.

22 Ich habe versucht diesen Aspekt so gut wie moglich im Unterrichtsversuch zu realisieren.

2 Mir ist die Problematik der potenziell normierenden Wirkung von Beispielaufgaben bewusst. Aus
diesem Grund miissen Lehrerinnen und Lehrer explizit dazu angeregt werden, selbst eigene Aufgaben-
formate zu entwickeln.

2% Dies dient als Anregung zur eigenen (Weiter-)Entwicklung von Unterrichtsmaterialien und mindert
evtl. Startschwierigkeiten.

23 Die Materialien miissen u. a. Hinweise auf geeignete Methoden enthalten, die das Erreichen des Kon-
zeptziels bzw. der -ziele erleichtern.
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Im Rahmen der vorliegenden Untersuchung wurde das oben genannte Konzept nur teil-
weise realisiert. Insbesondere der letztgenannte Aspekt, die Umsetzung der Grundidee
in eigene Unterrichtskonzepte und deren Evaluation in kleinen Teams, konnte hier noch
nicht verwirklicht werden®*®, da es sich um eine Erprobungsphase handelte, die, wie
oben dargestellt, die Grundlage fiir die Weiterentwicklung und Ausdehnung des Kon-
zepts legen sollte. Allerdings wurde auch hier schon auf einige grundlegende Dinge
geachtet, die sich auch international im Rahmen von ,,inservice teacher education®, also
im Rahmen von Fortbildungsprogrammen fiir im Schuldienst stehende Lehrerinnen und
Lehrer, als zentral fiir das Gelingen herausgestellt haben.””’
,In the practices described (...), the fundamental nature of the success of teacher
and teaching development seemed to lie in teachers taking responsibility to ex-
plore practices and theories, raise questions, expose problems, use communication
and negotiation to confirm or challenge practices, and to open up new ways of
seeing and understanding. The collaborative nature of developmental processes
were significant to effective outcomes. (...) The teachers in the studies quoted
were small in number (...) and in close communication with educators with strong
views and incentives to promote practices deemed to be emancipatory for teachers

and thus advantageous to children’s mathematical development.“ JAWORSKI ET
AL. (1999), p. 205

Auch ich habe mit einer kleinen Gruppe bestehend aus fiinf Lehrkriften (drei Lehrerin-
nen und zwei Lehrer) zusammengearbeitet. Die Kolleginnen und Kollegen haben sich
auf Anfrage freiwillig bereit erkldrt am Projekt mitzuarbeiten. Dies ist ein wesentliches
Kriterium! Nur auf freiwilliger Basis kann in einer Lehrergruppe der jeweils eigene Un-
terricht sinnvoll weiterentwickelt werden. Basis des Unterrichtsversuches im Geomet-
rieunterricht der 7. Klasse war ein siebzig Seiten umfassendes Lehrerskript mit Hinter-
grundinformationen, methodischen Anregungen und iiber hundert EUKLID DynaGeo-
Dateien fiir den Einsatz im Unterricht. Dieses Skript diente als Grundlage fiir die monat-
lichen Treffen der beteiligten Lehrerinnen und Lehrer mit mir als dem Projektleiter. Mit

diesen Treffen wurden mehrere Ziele verfolgt:

226 Am Lehrstuhl fiir Didaktik der Mathematik der Universitit Wiirzburg lauft allerdings gerade ein Pro-
jekt an (Pentagramm-Projekt), das genau dieses Ziel verfolgt.

27 Ich beziehe mich hier auf JAWORSKI ET AL. (1999), die entsprechende Projekte zusammenfassend
darstellen, die in GroBbritannien, Israel, Neuseeland, Osterreich, Portugal, Siidafrika und den USA statt-
gefunden haben.
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o FEinfiihrung in die grundlegenden Ideen des Beweglichen Denkens an Beispielen
des Geometrieunterrichts der 7. Klasse durch den Projektleiter”®. Dabei disku-
tieren alle anwesenden Kolleginnen und Kollegen das Potenzial fiir ihre Klassen,
formulieren etwaige Bedenken, bringen Anregungen und Wiinsche an das Mate-
rial ein.”?’

e Die Lehrerinnen und Lehrer schreiten in ihrem Unterricht unterschiedlich
schnell voran und teilen auch die Algebra und Geometrieanteile in ihren Klassen
individuell auf. Einzelne Kolleginnen und Kollegen kénnen den anderen bereits
von ihren Erfahrungen in einem bestimmten Unterrichtsabschnitt berichten. Auf
diese Weise werden Anregungen aus der Praxis weitergegeben und so der Unter-
richt bereits wihrend dieses Versuchsjahres weiterentwickelt.

e Das Konzept war von Anfang an daraufhin ausgelegt, die Kolleginnen und
Kollegen zum kreativen Umgang mit dem Material anzuregen. Alle haben mehr
oder weniger deutliche Anpassungen an ihren eigenen Unterrichtsstil sowie an
thre Lerngruppe vorgenommen. Auf diese Weise hat der Unterricht in jeder der
fiinf beteiligten Klassen etwas anders ausgesehen. So haben die Kolleginnen und
Kollegen je nach den personlichen Vorlieben, den Voraussetzungen in der
Klasse und den schulischen Rahmenbedingungen u. a.

o cher lehrerzentriert oder eher schiilerzentriert gearbeitet,

o bei einzelnen Themen individuelle Schwerpunkte gesetzt,

o den Computer nur punktuell oder sehr regelméBig eingesetzt.
Uber diese Fragen haben sich die beteiligten Lehrerinnen und Lehrer bei den
monatlichen Treffen sehr intensiv ausgetauscht. Fiir fast alle der Kolleginnen
und Kollegen von drei verschiedenen Schulen war es einen neue und nach eige-
ner Aussage wichtige und bereichernde Erfahrung, den eigenen Unterricht mit
anderen Kolleginnen und Kollegen zu diskutieren und verschiedene Ansdtze

auszutauschen.

22 Wenn im Folgenden vom Projektleiter gesprochen wird, ist immer der Autor gemeint.
2 Im Laufe des Projektjahres wurde z. B. das Lehrerskript den Bediirfnissen der Kolleginnen und Kolle-
gen angepasst.
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3.3 Leistungstest

Der Erfolg des oben exemplarisch skizzierten Unterrichtskonzepts sollte im Hinblick
auf die Entwicklung des Beweglichen Denkens mit Hilfe eines Leistungstests liberpriift
werden. Da ein Test mit dieser Intention bisher nicht vorlag, musste er im Rahmen die-
ser Arbeit entwickelt werden.

Die Unterrichtsklassen und die Kontrollklassen der Hauptuntersuchung haben je-
weils einen Fragebogen zu Beginn und am Ende des Untersuchungszeitraumes, also des
Schuljahres 2002/03, bearbeitet. Der Fragebogen des Vortests besteht nur aus Items
zum Beweglichen Denken. Im Nachtestfragebogen sind auch Items enthalten, die nicht
unbedingt mit Hilfe des Beweglichen Denkens zu 16sen sind, zu deren Beantwortung
aber Wissen und Kenntnisse aus dem Geometrieunterricht der 7. Jahrgangsstufe not-
wendig ist. Die Beantwortung dieser Items soll einen Hinweis darauf geben, ob durch
die intensive Beschiftigung mit dem Beweglichen Denken evtl. andere (Inhalts-)Ziele
des Unterrichts vernachlissigt werden. Diese Items®” wurden dem Itempool der TIMS-
Studie entnommen. Aullerdem beinhaltet der Nachtest auch zwei zusitzliche Items zur
Kompetenzstufe ,,Anderungsverhalten erfassen und beschreiben des Beweglichen
Denkens fiir den Bereich Geometrie.”' Sie dienen zur Klirung der Frage, inwieweit ein
Unterricht, der im Themenbereich Geometrie im Wesentlichen auf die beiden ersten
Kompetenzstufen des Beweglichen Denkens abhebt, auch positive Auswirkungen auf
die Ausbildung der Fahigkeit der dritten Kompetenzstufe in diesem Inhaltsbereich hat.

Im Folgenden werden aus Griinden der einfacheren Zuordnung die Items beider
Tests mit den Itemnummern des (umfangreicheren) Nachtests bezeichnet, der in
Anhang B auf den Seiten 242ff abgedruckt ist. Die vier Items, die nur im Vortest, nicht
aber im Nachtest vorkommen, werden in der Itemnummer durch ein ,, X (z. B. 9X bzw.

XA) kenntlich gemacht.?

Nach diesen fiir das Verstdndnis notwendigen Vorbemer-
kungen wird nun die Entwicklung der Leistungstests in chronologischer Reihenfolge

beschrieben.

239 Es handelt sich um die Items 1 bis 4 des im Anhang B auf den Seiten 242ff abgedruckten Fragebogens.
2! Es handelt sich um die Items 5 und 6 des auf den Seiten 242ff abgedruckten Fragebogens.
2 ygl. die Itemnummern in Tabelle 9 auf Seite 174 und in Tabelle 11 auf Seite 177
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3.3.1 Entwicklung des Leistungstests

Die Schwierigkeit bei der Entwicklung von Items, die Fahigkeiten im Rahmen einer
bestimmten Denkweise testen sollen, besteht darin, Probleme zu identifizieren, die
(moglichst) ausschlieBlich mit Hilfe dieser Denkweise gelost werden kdnnen. Dies ist
im Hinblick auf das Bewegliche Denken insbesondere deshalb schwierig, weil es in der
Regel auch statische Herangehensweisen an Problemstellungen gibt, die zur Losung
fiihren. Ich habe versucht diese Problematik dadurch zu verringern, dass die Items be-
reits durch die Art der Aufgabenstellung eine Herangehensweise iiber vorgestellte Ver-
dnderungen bzw. Bewegungen nahe legen. Bei der Itemkonstruktion bin ich von den
drei Kompetenzen des Beweglichen Denkens ausgegangen, die in Tabelle 8 noch ein-
mal zusammengestellt sind. Die Kompetenzstufen werden mit den Ziffern 1 bis 3 auf-
steigend kodiert, wobei der grof3ere Zahlenwert mit einer hoheren intellektuellen Anfor-

derung korrespondiert.

Kompetenz des Beweglichen Denkens Kodierung
Bewegung hineinsehen und damit argumentieren 1
Gesamtkonfiguration erfassen und analysieren 2
Anderungsverhalten erfassen und beschreiben 3

Tabelle 8: Kompetenzen des Beweglichen Denkens und ihre Kodierung

Ich gehe davon aus, dass ein Proband, der bei einer Problemstellung eine Kompetenz
mit einer hohen Kodierungszahl nachweist, auch iiber die Kompetenz(en) der niedrige-
ren Kompetenzstufe(n) verfiigt. Nach dieser Pramisse ist eine Versuchsperson, die das
Anderungsverhalten erfassen und beschreiben kann, auch in der Lage, die zugehdrige
Gesamtkonfiguration zu erfassen und zu analysieren und natiirlich auch in eine Konfi-
guration eine Bewegung hineinzusehen und damit zu argumentieren. Umgekehrt muss
ein Proband bereits iiber die niedrigere(n) Kompetenzstufe(n) verfiigen, wenn er eine
hohere erreichen will. Entsprechend ging ich von der theoriegeleiteten Erwartung aus,
dass Items, die auf die Kompetenzstufe 3 abzielten, schwieriger sind, also von weniger
Probanden richtig gelost werden, als solche, die die Kompetenzstufe 2 abpriifen und
diese wiederum komplizierter als Items, die primér die Kompetenzstufe 1 im Auge ha-

ben.



3.3 Leistungstest 173

Die Items 5 bis 11 des Fragebogens, der im Anhang B ab Seite 242 abgedruckt ist,
sind Items, die aus einem von mir konstruierten Itempool stammen, der auf das Beweg-
liche Denken abzielt. Es handelt sich um Items mit Antwortvorgaben in Form von Aus-
wahlantworten. Ein erster Test von Itementwiirfen mit einer 7. Klasse eines bayerischen
Gymnasiums hat ndmlich gezeigt, dass die Schiilerinnen und Schiiler (in deren Unter-
richt kein Augenmerk auf das Bewegliche Denken gelegt wurde) teilweise erhebliche
Schwierigkeiten mit Items hatten, in denen eine (halb-)offene Beantwortung gefordert
war.

Zur Konstruktion geeigneter Distraktoren (falscher Antwortalternativen) wurde einer
7. Klasse eines bayerischen Gymnasiums und einer Gruppe von 38 Lehramtsstudieren-
den®’ ein Fragebogen mit den Inhalten der intendierten Items vorgelegt, die halboffen
zu beantworten waren. Die Antworten mussten also frei formuliert werden. Auf der
Grundlage der zahlreichen falschen Antworten aus dieser Voruntersuchung wurden die
Distraktoren formuliert. Auf diese Weise wurde versucht, die Wahrscheinlichkeit zu
verringern, die korrekte Auswahlantwort im ,,Ausschlussverfahren auf Grund von un-
realistischen Antwortalternativen zu finden. Weitere MaBnahmen zur Verringerung der
Ratewahrscheinlichkeit waren die Vorgabe, dass jeweils mehrere Auswahlantworten
richtig sein konnen, sowie die Angabe von moglichst vielen sinnvollen Distraktoren bei
jedem Item (vgl. Tabelle 9 auf Seite 174).

Die auf diese Weise konstruierten Items wurden einer 7. Klasse eines bayerischen
Gymnasiums und der oben bereits erwdhnten Gruppe von 38 Lehramtsstudierenden
vorgelegt. Ihr Auftrag war es, die Items zu beantworten und Verstdndnisschwierigkeiten
sowie sprachliche Unklarheiten im Itemtext festzuhalten. Auf Grund dieser Riick-
meldungen wurde an manchen Stellen die Sprache der Itemtexte vereinfacht, an anderen
Stellen die Aufgabenstellung prézisiert. Des Weiteren wurde dabei deutlich, dass der in
den Items zum Anderungsverhalten verwendete Begriff ,,gleichmiBig* zunichst nicht

intuitiv klar war. Darauthin wurde die im Anhang B auf Seite 252 abgedruckte Folie

3 Es handelte sich um eine Gruppe von Lehramtsstudierenden des 2. Semesters mit Unterrichtsfach
Mathematik. Die Mehrheit strebte das Lehramt an Realschulen an, einzelne Studierende aber auch das
Lehramt fiir Haupt- bzw. Grundschulen.
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zum Fragebogen erstellt, die anhand zweier Beispiele die Verwendung dieses Begriffs
im Fragebogen erlautert.
Zur Herstellung der Durchfiihrungsobjektivitit des Tests erhielten alle Testleiter™*
folgende Anweisung:
1. Vor Beginn des Tests die ,,Hinweise zur Bearbeitung des Fragebogens® (vgl.
Seite 243 im Anhang B) vorzulesen.
2. Mit dem Hinweis, dass hier der Begriff ,,gleichméBig* erkldrt wird, die Folie
zum Fragebogen mit Hilfe eines Tageslichtprojektors zu projizieren.

3. Nach ca. zwei Minuten den Beginn der Bearbeitungszeit zu verkiinden und

anschliefend keine Erklarungen mehr abzugeben.

24 Die Testleiter waren in der Regel die in der jeweiligen Klasse unterrichtenden Mathematiklehrerinnen
bzw. -lehrer.
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Itemthema Itemnummer Richtige Anzahl der
© emnu Auswahlantwort(en)  Auswahlantworten
[ ! d) 5
y 2 b) 5
° 3 b 5
/> )
rechtwinklig-
gleichschenklig 4 d) 4
AN s b .
6 a) und e) 8
| 0 TA b) 3
x+3 7B ¢) und d) 5
3- 8A a) 3
x 8B ¢) und d) 5
- 9X c) 4
9A a), b) und c) 4
S 9B b) 4
3x XA b) 3
XB b) und d) 5
Ne 10A d) und e) 7
: A 10B ¢) 7
i 10C d), f) und g) 7
° 11A a) 6
- 11X ¢) und/oder d) 6

Tabelle 9: Zusammenstellung der richtigen Auswahlantworten fiir die Testitems™

Die Auswertungsobjektivitit ist dadurch gewéhrleistet, dass hier Auswahlantworten
einzukreisen sind und fiir die Auswertung nur tiberpriift werden muss, ob alle richtigen
Antwortalternativen markiert sind. Ist dies der Fall, so wird die Antwort mit ,,1 als

richtig kodiert, andernfalls mit ,,0* als falsch.

3 Die fett gedruckten Items mit einem X in der Itemnummer kommen nur im Vortest vor. Die Items 7A,
8A und XA sowie 7B, 8B und XB sind jeweils identisch formuliert, beziehen sich aber jeweils auf einen
anderen Term, ndmlich x + 3, 3 —x bzw. 3x. Auch die Items 9X, 9A und 9B sind identisch formuliert,
beziehen sich allerdings auf andere Geradenabschnitte, ndmlich die Bereiche (1), (2) bzw. (3). Gleiches
gilt fir die Items 11A, 11B und 11X, die identisch formuliert sind, sich aber auf die Winkel a, £ bzw. y
beziehen. Die Items 1 bis 6 finden sich nur im Nachtest, nicht aber im Vortest.
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Im Rahmen der in Abschnitt 3.1.1 auf den Seiten 135ff bereits knapp umrissenen
Voruntersuchungen wurde der aus dem oben beschriebenen Prozess resultierende Fra-
gebogen 244 Schiilerinnen und Schiilern aus zehn 7. Klassen und 139 Schiilerinnen und

236 Dabei handelte es

Schiilern aus sechs 8. Klassen bayerischer Gymnasien vorgelegt.
sich um Klassen, die nicht an den Unterrichtsversuchen zum Beweglichen Denken teil-
genommen hatten. Der Fragebogen wurde jeweils in einer Unterrichtsstunde in den letz-
ten Wochen des Schuljahres 2001/2002 bearbeitet.

Die Daten der 8. Klassen wurden genutzt um zu schwierige Items auszusortieren. Die
verbleibenden Items wurden mit Hilfe der Daten der 7. Klassen einer Itemanalyse un-
terzogen. Dabei ging es zunichst um die Frage, ob die auf theoretischen Uberlegungen
bzgl. der Kompetenzstufen des Beweglichen Denkens basierende Einschitzung des
Schwierigkeitsgrades der Items sich auch in den Rangplétzen der Items widerspiegelt.
Zur Bestimmung der Rangplitze werden zundchst die Itemschwierigkeiten p als relative

237 Dem

Anteile der Probanden bestimmt, die das jeweilige Item richtig gelost haben.
leichtesten Item, das also von den meisten Probanden richtig gelost wurde, wird dann
der Rangplatz 1 zugeordnet, dem Item mit dem zweitgroften Anteil richtiger Losungen
der Rangplatz 2 u.s. w. Eine Gegeniiberstellung der Rangpldtze und der vorab auf
Grund theoretischer Uberlegungen zu Stande gekommenen Einschitzung der zur Be-
antwortung des jeweiligen Items notwendigen Kompetenzstufe des beweglichen Den-
kens liefert Tabelle 11 auf Seite 177.

Der Korrelationskoeffizient » der Produkt-Moment-Korrelation zwischen den Merk-
malen ,,Rangplatz und ,,Kompetenzstufe des Beweglichen Denkens* der Testitems hat
den Wert » = 0,71. Dieser deutlich positive Zusammenhang ist ein Indiz fiir die interne
Validitat des Tests. Auf Grund der Beantwortung des Fragebogens lassen sich also

Riickschliisse auf den Entwicklungsstand des Beweglichen Denkens eines Probanden

anstellen.

26 Eine Zusammenstellung der beteiligten Klassen findet sich in Tabelle 10 auf Seite 176.
27 Dies gilt fiir dichotome Items, die nur als richtig oder falsch kodiert werden, wie es bei unseren Items
der Fall ist.
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Schul-  Bayerisches Bearbeitungs- Anzahl N

jahr Gymnasium Klasse datum der Schiiler
2001/02 A 7a 17.07.2002
2001/02 B Tc 10.07.2002
2001/02 B Ta 11.07.2002
2001/02 E 7a 04.07.2002
2001/02 F Ta 04.07.2002
2001/02 G 7a 01.07.2002
2001/02 H Tc 18.07.2002
2001/02 J 7b 11.07.2002
2001/02 J 7d 11.07.2002
2001/02 K 7d 12.07.2002 N =244
2001/02 A 8b 25.07.2002
2001/02 A 8c 04.07.2002
2001/02 A 8e 04.07.2002
2001/02 A 8g 01.07.2002
2001/02 C 8a 11.07.2002
2001/02 C 8c 10.07.2002 N =139

Tabelle 10: Uberblick iiber die Klassen, die den Fragebogen ausgefiillt aber nicht
an den Unterrichtsversuchen der Voruntersuchungen teilgenommen haben. Der
Kodierung ist zu entnehmen, dass zehn 7. und sechs 8. Klassen aus neun
bayerischen Gymnasien beteiligt waren.>®

% Die Kodierung der Gymnasien entspricht der Kodierung in Tabelle 7 auf Seite 136. Gleiche Buchsta-
ben bezeichnen dabei dasselbe Gymnasium.
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Itemthema Item- Rangplatz Kompetenzstufe des
nummer (Itemschwierigkeit)  Beweglichen Denkens

TA 1 (p=0.88) 1

x+3
7B 10 (p=045) 3
8A 8 (p=054) 1

3—x
8B 12 (p=041) 3
9X 7 (p=0,66) 2
C 9A 13 (p=031) )
9B 9 (p=052) 2
XA 6 (p=0,70) 1

3x

XB 14 (p=0,17) 3
) 10A 11 (p=042) :

; 10B 2 (p=0,84) 1
10C 15 (p =0,04) 2

c 11A 4 (p=0,73) 1

<\
AB 11B 3 (p=0,77) 1
N 11X 4 (p=0,73) 1

Tabelle 11: Zur Beantwortung der Testitems jeweils notwendige Kompetenzstufen des Beweglichen
Denkens und Rangplitze der Testitems™”

Dem Histogramm in Abb. 80 auf Seite 178 ist zu entnehmen, dass die Testrohwerte,
also die prozentualen Anteile richtiger Testantworten iiber alle in Vor- und Nachtest
identischen Items (also die nicht fett gesetzten Items in Tabelle 11) iiber den gesamten
Wertebereich streuen. Die Nullhypothese, dass die Testrohwerte nach einer Normalver-

240 .
nicht verworfen werden. Man

teilung verteilt sind, kann auf Grund eines y>-Tests
macht also keinen allzu groBBen Fehler, wenn man davon ausgeht, dass die Verteilungs-

funktion der durch den Test gemessenen Leistungsfahigkeit im Hinblick auf das Beweg-

29 vgl. FuBnote 235 auf Seite 174
My =20,68<24,32= 4. (7)
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liche Denken eine Normalverteilung ist.”*' Dies ist gerade auch im Hinblick auf die

Anwendung des t-Tests als Signifikanztest von Bedeutung.

Rohwerteverteilung fiir die identischen Iltems
30% -
Anteil der
Probanten
in Prozent 22%
20% I
10% 10%
10%
0% -
10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%
Klasse (Anteil richtiger Testantworten in Prozent)

Abb. 80: Histogramm der Rohwerteverteilung fiir den Vortest mit 244 Schiilerinnen und Schiilern aus
zehn 7. Klassen bayerischer Gymnasien (iiber alle in Vor- und Nachtest identischen Items)

3.3.2 Methoden zur Auswertung des Leistungstests

Die Auswertung des Leistungstests erfolgt priméir mit Hilfe quantitativer Methoden. Um
aber ggf. zusidtzliche qualitative Auswertungen einzelner Testergebnisse zu ermdogli-
chen, ist bei jedem Item zum Beweglichen Denken zusétzlich zu den Auswahlantworten

eine freie Fliache (Kasten) vorgesehen, in der die Probanden ihre Losungen der Items

! Um auch einen visuellen Eindruck vom Zusammenhang zwischen der Rohwerteverteilung und einer
Normalverteilung zu vermitteln, wurde in das Histogramm in Abb. 80 eine Gaul3sche Glockenkurve zum
empirischen Mittelwert und der empirischen Standardabweichung der Rohwerteverteilung skizziert.
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erlautern sollten. Die Inhalte dieser Kidsten gehen nicht in die quantitative Auswertung
der Tests ein.

Die Items werden dichotom ausgewertet, d. h. es wird jeweils nur festgestellt ob die
Beantwortung eines Items richtig oder falsch ist. Dies bedeutet z. B., dass bei Items mit
mehr als einer richtigen Auswahlantwort alle korrekten Auswahlantworten (und nur
diese) markiert sein miissen, damit das Item als richtig beantwortet gewertet wird. In

diesem Sinn richtige Antworten werden mit ,,1* kodiert, falsche Antworten mit ,,0%.

3.3.2.1 Parallelisierung durch Bildung von ,,Matched Samples*“

Mit Hilfe des Leistungstests soll insbesondere die Wirksamkeit des in dieser Arbeit vor-
gestellten Unterrichtskonzepts untersucht, d. h. verschiedene Unterschiedshypothesen
{iberpriift werden.”** Eine erhebliche Stérvariable ist dabei die Ungewissheit, in welcher
Weise sich die bereits vorhandenen Féhigkeiten des Beweglichen Denkens auf die Wei-
terentwicklung durch einen entsprechenden Unterricht auswirken. Um diese Storvariab-
le zu kontrollieren werden die Schiilerinnen und Schiiler der Unterrichtsklassen und der
Kontrollklassen auf Grund ihrer Leistung®* im Vortest paarweise einander zugeordnet.
Konkret wird also eine Schiilerin bzw. ein Schiiler aus der Kontrollgruppe nur dann in
die Untersuchungspopulation aufgenommen, wenn sich eine Schiilerin oder ein Schiiler
der Unterrichtsgruppe findet, der gleich viele Items des Vortests richtig gelost hat und
umgekehrt. Dieses Vorgehen nennt man Parallelisierung durch Bildung von ,,Matched

Samples*.***

3.3.2.2 Bildung von Untergruppen nach Leistung im Vortest

Um der Frage nachgehen zu konnen, wie sich die Auspragung der Kompetenzen des
Beweglichen Denkens zu Beginn des Untersuchungszeitraumes auf die mogliche Leis-
tungssteigerung in diesem Bereich innerhalb des Untersuchungszeitraums auswirkt,
werden nach der Parallelisierung Untergruppen gebildet. Dazu werden die Probanden
auf Grund ihrer Leistung im Vortest einer der drei Gruppen ,,+: bessere Leistung®, ,,0:
mittlere Leistung® und ,,—: schlechtere Leistung® zugeteilt. Diese Zuteilung erfolgt so,

dass zahlenmiBig etwa gleich starke Gruppen entstehen.

2 yo]. den Abschnitt 2.6 Forschungsfragen ab Seite 131
¥ Die Leistung wird hier durch die Anzahl der richtig gelosten Items des Vortests gemessen.
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3.3.2.3 Uberpriifung der Unterschiedshypothese (t-Test)

Das Unterrichtskonzept dieser Arbeit wurde mit dem Ziel entwickelt, damit die Féhig-
keiten des Beweglichen Denkens zu fordern. Es interessiert also die Frage, ob die Leis-
tungssteigerung®* 4 zwischen Vor- und Nachtest fiir die Unterrichtsklassen (UK) gro-

Ber ist als fiir die Kontrollklassen (KK). Dazu wird fiir jedes Messwertpaar v die Diffe-

. : o 1 . ;
renz d, = A,ux — Ak und daraus das arithmetisches Mittel x, = —-Zdv dieser GrofBe
n v=l

iber alle n parallelisierten Schiilerpaare der Stichprobe untersucht. Obige Forschungs-

frage lasst sich durch die Nullhypothese H : 1, <0 {iber den wahren Mittelwert g, der
Differenzen der Leistungssteigerungen prézisieren und mit Hilfe des t-Tests filir abhén-
gige Stichproben®*® gegen die Alternative H,:pu, >0 als einseitige Fragestellung®’
testen. Als einseitige Testschranke wird jeweils t,,, gewdhlt. Sie wird im Falle der
Richtigkeit von Hy nur mit der Wahrscheinlichkeit p = 0,01 {iberschritten. Ist die Test-
groBe ¢ des t-Tests groBer als t,,, , so kann die Nullhypothese H, : u, <0 bei Zugrun-

delegung einer Irrtumswahrscheinlichkeit von p = 0,01 zu Gunsten der Alternative

H,:u, >0 abgelehnt werden. Man spricht in diesem Fall auch davon, dass die Leis-

tungssteigerung der Unterrichtsklassen signifikant grofer ist als die der Kontrollklassen.

3.3.2.4 Darstellung der Leistungssteigerung in Einheiten der Standard-
abweichung des Vortestergebnisses
Um einen leichteren Vergleich der Leistungssteigerungen innerhalb des Untersuchungs-

zeitraums in den verschiedenen betrachteten Gruppen (Gesamtgruppe, +, 0, —) und mit

2 ygl. etwa BORTZ/DORING (2002), S. 527

 Die Leistungssteigerung bezieht sich auf die Fihigkeiten des Beweglichen Denkens, die durch die in
Vor- und Nachtest identischen Items des Fragebogens gemessenen werden.

%6 Es handelt sich um abhingige Stichproben, weil die Unterrichtsklassen und die Kontrollklassen, wie
oben ausgefiihrt, parallelisiert wurden. Das Testverfahren ,,t-Tests fiir abhéngige Stichproben wird z. B.
in BORTZ (2004) auf den Seiten 143ff erldutert. Insbesondere ist darauf hinzuweisen, dass beim t-Test fiir
abhingige Stichproben (gerade bei kleinen Stichprobenumfingen n < 30) die betrachteten Differenzen
Ak und A,kx nach einer Normalverteilung verteilt sein miissen. Da der t-Test aber relativ robust gegen-
iiber Verletzungen dieser Voraussetzung ist, geniigt es die Messwertreihen auf positive Korrelation zu
untersuchen. Letzteres wird im Rahmen der Testauswertung dieser Arbeit jeweils durchgefiihrt.

7 Da auf Grund der Anlage der Untersuchung zu erwarten ist, dass die Unterrichtsklassen eine grofere
Leistungssteigerung im Hinblick auf das Bewegliche Denken aufweisen als die Kontrollklassen, kann hier
H, gerichtet formuliert werden.
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der Leistungssteigerung in anderen langsschnittlichen Untersuchungen innerhalb eines
Schuljahres zu ermdéglichen, wird eine einheitliche Darstellung der Leistungssteigerung
gewdhlt. Dazu wird die Leistungssteigerung, d. h. die Zunahme der mittleren Fahigkeit
einer Gruppe in Einheiten der Standardabweichung der Leistung dieser Gruppe im Vor-
test angegeben. Fiir Tests, deren Testziel die ,,Mathematikleistung* ist, liegen Erfah-
rungswerte fiir in dieser Einheit angegebene Leistungssteigerungen vor, die innerhalb
eines Schuljahres erreichbar sind. So geben etwa VOM HOFE ET AL. (2002) Leistungs-
steigerungen von 0,56 bis 0,63 in Einheiten der Standardabweichung des Vorjahrestest-
ergebnisses an.”*® An dieser GroBenordnung des Zuwachses werden sich die Ergebnisse
der im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Untersuchungen messen lassen miissen,
auch wenn hier nicht die Entwicklung der ,,Mathematikleistung*, sondern die Entwick-

lung der Fahigkeit des Beweglichen Denkens untersucht wird.

3.4 Lehrerinterviews

In Abschnitt 3.2 wurde die Frage diskutiert, wie eine didaktische Idee an Lehrerinnen
und Lehrer vermittelt werden kann. Ob die Idee des Beweglichen Denkens allerdings
iiber das Projekt hinaus Auswirkungen auf die Unterrichtsgestaltung der Kolleginnen
und Kollegen hat, hingt stark davon ab, wie sie subjektiv den Projektunterricht erlebt
haben und den Unterrichtserfolg einschitzen. Entscheidend ist auch, ob die Kolleginnen
und Kollegen die Idee soweit verinnerlicht haben, dass sie eigene darauf basierende
Unterrichtsausarbeitungen erstellen konnen. Um diesen Fragen nachzugehen, werden
mit allen Lehrerinnen und Lehrern der Unterrichtsklassen des Projektes nach Abschluss
der Hauptuntersuchung (Schuljahr 2002/03) offene Einzelinterviews durchgefiihrt. Diese
sind als Leitfadeninterviews® konzipiert: Die Themen, die im Interview angesprochen
werden, sind durch den Leitfaden vorgegeben. Der Interviewer entscheidet aber {iber die
Reihenfolge und die konkrete Formulierung der Fragen. Durch die offene Form der Be-
fragung konnen auch Aspekte von den Lehrerinnen und Lehrern angesprochen werden,

die der Interviewer nicht antizipiert hat. Bei Bedarf kann der Interviewer gezielt nach-

28 vgl. voM HOFE ET AL. (2002), S. 92f
2 ygl. BORTZ/DORING (2002), S. 315ff, FLICK (2002), S. 117ff



3.4 Lehrerinterviews 183

fragen, um einzelne Aspekte zu vertiefen oder um mehrdeutige AuBerungen im Dialog
zu kldren. Die Interviews werden per Video aufgezeichnet. Der Interviewer und der
Interviewte werden dabei von einer statischen Kamera gefilmt, die ca. sechs Meter von
den Interviewpartnern entfernt aufgestellt wird und sich nicht im direkten Blickfeld des
Interviewten befindet. Dies soll dazu beitragen, dass sich der Interviewte moglichst we-
nig durch die Kamera gestort fithlt. Um trotzdem eine optimale Tonaufzeichnung zu
gewihrleisten, wird mit einem Tischmikrofon gearbeitet.

Die Interviews werden alle von mir selbst gefiihrt, weil sich im Laufe des gemeinsam
gestalteten Schuljahres eine tragfahige Arbeitsbeziehung zu allen beteiligten Kollegin-
nen und Kollegen entwickelt hat, die offene Riickmeldungen in beide Richtungen er-
moglicht. Auf dieser Grundlage ist zu erwarten, dass die Interviews intensiver und tiefer
gehend werden, als dies mit fremden Interviewern moglich wire.

Die Videos werden digitalisiert und in dieser Form zunéchst von einer studentischen
Hilfskraft transkribiert und in Minutenabstinden mit Zeitmarken versehen. Diese Zeit-
marken erleichtern die folgenden Bearbeitungsschritte erheblich. Nach einigen Wochen
wird das Transkript noch einmal von der Hilfskraft anhand des Videos verbessert. An-
schlieBend wird das Transkript in zwei weiteren Durchgéingen von mir anhand des Vi-
deos verbessert. Die studentische Hilfskraft hat bereits im Rahmen der Voruntersuchung
Transkripte fiir mich erstellt. Dies hat positive Auswirkungen auf die Qualitit der
Transkripte der Hauptuntersuchung.

Die Auswertung der Transkripte geschieht in Form einer qualitativen Inhaltsanaly-
se’. Dabei werden die AuBerungen der Lehrerinnen und Lehrer strukturiert, d. h. nach
Kategorien sortiert und paraphrasiert, also verkiirzt und verdichtet. Zitate bleiben dabei
nur dann erhalten, wenn sie priagnanter sind als mogliche Paraphrasen. In diesem Ar-

beitsgang werden zur zusitzlichen Validierung neben den Transkripten auch immer

230 vgl. BORTZ/DORING (2002), S. 329ff; FLICK (2002), S. 279ff; MAYRING (2000), S. 82ff; MAYRING in
FLICK ET AL. (2003), S. 468ff
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wieder die Videos herangezogen. Die daraus entstehenden ,,Basistexte* fiir jede Lehr-

kraft werden anschlieBend einer vergleichenden Analyse unterzogen.
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4 Versuchsdurchfuhrung und Auswertung

Die Unterrichtsversuche im Rahmen des empirischen Teils dieser Arbeit fanden in drei

aufeinander folgenden Schuljahren statt.

Voruntersuchung:

Im Schuljahr 2001/02 wurden zahlreiche kleinere Unterrichtsversuche durchge-
fiihrt. Dabei ging es hauptsidchlich darum, ein Unterrichtskonzept und Erhe-
bungsinstrumente (insbesondere den Leistungstest) zu entwickeln und methodi-
sche Erfahrungen im Zusammenhang mit Videoaufzeichnungen sowie der Tech-
nik der Transkription zu sammeln. Einen Uberblick iiber die im Laufe der Vor-
untersuchung durchgefiihrten Unterrichtsversuche gibt Tabelle 7 auf Seite 136.
Hauptuntersuchung:

Die Hauptuntersuchung zum Beweglichen Denken im Geometrieunterricht der
7. Klasse wurde im Schuljahr 2002/03 durchgefiihrt. Die Ausfiithrungen in die-
sem Kapitel beziehen sich hauptsichlich auf dieses Schuljahr.
Nachuntersuchung:

Im Schuljahr 2003/04 wurden noch einmal zwei 7. Klassen im Inhaltsbereich
Geometrie nach demselben Konzept unterrichtet. Die beiden Lehrkrifte der
Klassen haben schon an den Unterrichtsversuchen in der Hauptuntersuchung
teilgenommen und somit bereits Erfahrung mit dem Konzept gesammelt. Eine
der beiden Klassen war eine ,,Hochbegabtenklasse“**'. Bei dieser Untersuchung
ging es primir um die Frage, inwiefern eine diagnostizierte Hochbegabung Ein-

fluss auf die Entwicklung des Beweglichen Denkens hat.

»! Eine Klasse aus dem bayerischen ,,Modellprojekt fiir besonders begabte Schiilerinnen und Schiiler*.
Das Modellprojekt richtet sich an Schiilerinnen und Schiiler, denen durch eine schulpsychologische Diag-
nostik und durch das Urteil der bisherigen Lehrkréfte eine besondere Begabung, besondere Interessen und
Féhigkeiten, eine erkennbare Lernbereitschaft und Kreativitdt beim Losen von Aufgaben bestitigt wur-

den.
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4.1 Beschreibung der Versuchspopulation

4.1.1 Hauptuntersuchung

An der Hauptuntersuchung im Schuljahr 2002/03 haben fiinf 7. Klassen aus drei bayeri-
schen Gymnasien als Versuchsklassen und drei 7. Klassen eines bayerischen Gymnasi-
ums als Kontrollklassen teilgenommen. Die Klassen wurden nach pragmatischen Ge-
sichtspunkten ausgewdhlt. Dabei mussten folgende Bedingungen erfiillt sein:

e Die Schulen sollten geographisch so liegen, dass es mir moglich war, sie jeder-
zeit zu besuchen und den Unterricht zu beobachten.

e Es mussten Schulleiter gefunden werden, die das Projekt mittrugen und die da-
mit verbundene Evaluation (u.a. Leistungstests, Videoaufzeichnungen in den
Klassen) einerseits genehmigten und andererseits sowohl dem bayerischen Kul-
tusministerium als auch den Eltern gegeniiber positiv vertraten.

e Schliefllich mussten fiir die Unterrichtsklassen Lehrerinnen und Lehrer gewon-
nen werden, die sich auf ein neues Unterrichtskonzept einlieen, ein ganzes
Schuljahr am Projekt mitarbeiteten, an den regelmdBigen Treffen teilnahmen
und eine Beobachtung des eigenen Unterrichts, teilweise mit Videoaufzeichnun-
gen, zulieBen.

e Die Kontrollklassen sollten ortlich so weit von den Unterrichtsklassen entfernt
liegen, dass ein zufélliger Austausch zwischen den Lehrerinnen und Lehrern der
Unterrichts- und der Kontrollklassen sehr unwahrscheinlich war. Die Lehrerin-
nen und Lehrer der Kontrollklassen sollten ihren Unterricht ndmlich vollig un-
beeinflusst von den Ideen des Beweglichen Denkens gestalten. Aus diesem
Grund wurden die in den Kontrollklassen unterrichtenden Kolleginnen und Kol-
legen auch nicht {iber den Inhalt und die genauen Ziele der Untersuchung aufge-
klart. In den Kontrollklassen wurde der Mathematikunterricht im Untersu-
chungszeitraum ohne Computereinsatz und damit ohne dynamische Visualisie-
rungen durchgefiihrt.

Einen Uberblick iiber die an der Hauptuntersuchung beteiligten Unterrichts- und Kon-
trollklassen gibt Tabelle 12 auf Seite 185. Um die Anonymitit der an der Untersuchung
beteiligten Personen zu gewihrleisten, werden die Schulen mit Gro8buchstaben und die

Lehrerinnen und Lehrer mit natiirlichen Zahlen kodiert. Drei Gymnasien haben Unter-
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richtsklassen gestellt, die Kontrollklassen stammen aus einem Gymnasium. Eine der
Unterrichtsklassen, ndmlich die in der ersten Zeile der Tabelle 12 aufgefiihrte Klasse
C 5/6_7a*? wurde im Untersuchungszeitraum zum Halbjahr von einer Referendarin im
dritten Ausbildungsabschnitt (6) iibernommen und in enger Zusammenarbeit mit dem in

der Klasse eingesetzten Lehrer (5) als Betreuungslehrer weitergefiihrt.

Unterrichtsklassen Hauptuntersuchung

Schuljahr giﬁ;{:;ﬁfz Lehrkraft Klasse Agiill.l;l:rer G%ﬁ?&iihl
2002/03 C 5/6 Ta 29

2002/03 D 4 7b 26

2002/03 D 4 Tc 22

2002/03 D 7 Te 22

2002/03 L 8 Ta 28 N =127

Kontrollklassen Hauptuntersuchung

Schuljahr giﬁ;f;ﬁii Lehrkraft Klasse Arslzi?ill:rer Gessjl?l.lﬁz?hl
2002/03 M 9 Ta 29

2002/03 M 10 7b 27

2002/03 M 11 Tc 23 N=179

Tabelle 12: An der Hauptuntersuchung beteiligte Unterrichts- und Kontrollklassen

Die Hardwareausstattung der Schulen war kein Kriterium bei der Auswahl der
Unterrichtsklassen, da sich das Unterrichtskonzept im normalen Unterrichtsalltag be-
wihren sollte und ohnehin jedes Gymnasium iiber (mindestens) einen Computerraum
verfligt.

Eine diesbeziigliche Besonderheit stellt das Gymnasium D dar, das drei Unterrichts-
klassen gestellt hat. An dieser Schule konnen die Eltern am Ende der sechsten Jahr-

gangsstufe Grundsatzentscheidungen bzgl. des Computereinsatzes im Unterricht der

2 Hier und im Folgenden wird auf die beteiligten Klassen durch eine Abkiirzung Bezug genommen, die
sich aus dem Buchstabenkode fiir die Schule (hier C), dem Zahlenkode fiir die unterrichtende Lehrkraft
(hier 5/6) und der realen Bezeichnung der Klasse innerhalb der Schule (hier 7a) zusammensetzt.
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siebten Jahrgangsstufe treffen. Sie konnen entscheiden, ob ihr Kind im Folgejahr eine
,Laptop-Klasse®, eine ,,Internet-Klasse® oder eine ,,normale* Klasse besucht. In der
»Laptop-Klasse* besitzen jede Schiilerin und jeder Schiiler den gleichen, von der Schule
beschafften privaten Laptop, der iiber WLAN in das Schulnetz eingebunden ist und je-
derzeit, auch spontan, verwendet werden kann. Die ,,Internet-Klasse* wird von den
Schiilerinnen und Schiilern besucht, deren Eltern zwar keinen Laptop kaufen wollen,
aber trotzdem einen verstéirkten Einsatz des Computers und des Internets im Unterricht
wiinschen. Alle anderen Schiilerinnen und Schiiler verteilen sich auf die ,,normalen*
Klassen. Von den drei an der Hauptuntersuchung beteiligten Unterrichtsklassen dieser
Schule ist D 7 7e eine ,,normale* Klasse, D 4 7b eine ,,Internet-Klasse* und D 4 7c

eine ,,Laptop-Klasse“*”

. Im Untersuchungszeitraum verfiigte die Schule iiber einen
Computerraum mit fest installierter elektronischer Tafel (Intelliboard) und sechzehn
Schiilercomputerarbeitsplitze sowie zwei tragbare Beamer mit zugehorigem Laptop fiir
den Einsatz in Klassenzimmern.

Die Gymnasien C und L verfiigten im Untersuchungszeitraum jeweils {iber einen
Computerraum mit fest installiertem Beamer und sechzehn Computerarbeitsplatzen fiir
Schiilerinnen und Schiiler sowie iiber je zwei tragbare Beamer mit zugehorigem Laptop
fiir den Einsatz in Klassenzimmern. Im Gymnasium C stand dariiber hinaus noch in
jedem Stockwerk ein fahrbarer Medienschrank bereit, der fest mit Beamer, PC und Vi-
deorekorder ausgestattet war und in die einzelnen Klassenzimmer geschoben werden
konnte. Das Klassenzimmer der Unterrichtsklasse C_5/6 7a war Standort eines dieser
Medienschrinke, wodurch auch hier der Computer jederzeit, auch spontan, zu Demonst-
rationszwecken eingesetzt werden konnte. In allen anderen Klassen war es, wie an den
meisten Schulen, notwendig, den Computereinsatz sowohl fiir Demonstrationszwecke

als auch fiir Schiilerarbeitsphasen langfristig zu planen, weil der Computerraum belegt

oder die ,,Laptop-Beamer-Einheit* gebucht werden musste.

3 Das Klassenzimmer dieser Klasse verfiigte aufierdem iiber eine elektronische Tafel (ein so genanntes
»Intelliboard*), sodass der Rechner auch zu Prisentationszwecken fiir die Lehrkraft jederzeit zur Verfii-
gung stand.
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4.1.2 Nachuntersuchung: ,,Hochbegabtenklasse*“***

An der Nachuntersuchung im Schuljahr 2003/04 haben zwei Klassen teilgenommen.
Hier ging es um die Frage, ob das Bewegliche Denken bei tiberdurchschnittlich intelli-
genten Kindern starker ausgepréagt ist und ob die Leistungssteigerung in diesem Bereich
bei entsprechendem Unterricht groBer ist als bei anderen Kindern. Diese Forschungsfra-
ge ergab sich aus diversen Diskussionsbeitrdgen nach Vortrigen zum Beweglichen
Denken und dem Unterrichtskonzept dieser Arbeit. Immer wieder wurde dabei von Dis-
kussionsteilnehmern postuliert, dass diese Art des Arbeitens wohl eher fiir besonders
begabte Schiilerinnen und Schiiler geeignet sei. Der Frage konnte nachgegangen wer-
den, weil einer der Lehrer™”, der eine Unterrichtsklasse der Hauptuntersuchung geleitet
hatte, in den Sommerferien 2003 die Schule wechselte und in der neuen Schule eine

Hochbegabtenklasse”

der Jahrgangsstufe 7 in Mathematik iibernahm. Bei dieser Klas-
se handelt es sich um eine speziell eingerichtete Klasse zur Forderung besonders begab-
ter Schiilerinnen und Schiiler. Die Eltern mussten zur Anmeldung fiir diese Klasse ein
Gutachten vorweisen, in dem ihrem Kind ein, mit Hilfe eines standardisierten Intelli-
genztests festgestellter, weit iiberdurchschnittlicher Intelligenzquotient bescheinigt wur-
de. Am Ende des Schuljahres wurden die Schiilerinnen und Schiiler noch einmal vom
staatlichen Schulpsychologen getestet. Dabei wurde der kognitive Fihigkeitstest
KFT 4-12+ R*’ verwendet. Hierbei ergaben sich im Vergleich zu den externen Tes-
tungen teilweise deutlich schlechtere Testergebnisse, sodass bei vielen Schiilerinnen
und Schiilern nicht von einer iiberdurchschnittlichen Begabung gesprochen werden
kann. In die Evaluation dieser Arbeit wurden daraufhin nur die Schiilerinnen und Schii-
ler aufgenommen, fiir die sich auf Grundlage des ,,KFT 4-12+ R* ein, auf die Jahr-
gangsnorm fiir die 7. Klasse bezogener Intelligenzquotient ergab, der grofer als 120

war. Von den 23 Schiilerinnen und Schiilern der Klasse F 5 7m erfiillen nur zwdlf die-

ses Kriterium.

% Die problematische Bezeichnung ,,Hochbegabtenklasse* wird in diesem Abschnitt iiber die Eingangs-
voraussetzungen zur Aufnahme in diese Klasse erklirt und im Folgenden aus Griinden der einfacheren
Lesbarkeit beibehalten.

53 Es handelt sich um den Kollegen, der mit der Zahl 5 kodiert wurde.

6 Die Hochbegabtenklasse ist die Klasse F_5_7m in Tabelle 13 auf Seite 188.

27 HELLER, PERLETH: Kognitiver Féahigkeitstest flir 4. bis 12. Klassen, Revision. Beltz-Test, Gottingen,
2000
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Die Resultate der Hochbegabtenklasse konnen nicht mit den Ergebnissen der Unter-
richtsklassen der Hauptuntersuchung verglichen werden, weil der Lehrer ,,5“ der Hoch-
begabtenklasse bereits ein Schuljahr nach dem Unterrichtskonzept dieser Arbeit unter-
richtet hat. Bei der Hauptuntersuchung haben die beteiligten Lehrkrifte dagegen zum
ersten Mal nach dem Konzept unterrichtet. Da die Vertrautheit der Lehrkraft mit dem
Unterrichtskonzept ein entscheidender Einflussfaktor sein kann, wurde als Vergleichs-
gruppe die Klasse L_8 7a (vgl. Tabelle 13, zweite Zeile) herangezogen. Der Mathema-
tiklehrer ,,8* dieser Klasse hat in der Hauptuntersuchung ebenfalls bereits nach dem
Unterrichtskonzept unterrichtet, wodurch die genannte Einflussvariable kontrolliert

wurde.

Unterrichtsklassen Nachuntersuchung

Schuljghr ~ BaYerisches y oy yiafi Klasse ~ /Anzablder
Gymnasium Schiiler

2003/04 F 5 7m 23

2003/04 L 8 7a 29

Tabelle 13: An der Nachuntersuchung beteiligte Unterrichtsklassen. Die Daten der
,Hochbegabtenklasse* sind der ersten Zeile zu entnehmen.

4.2 Auswertung des Leistungstests der Hauptuntersu-
chung®®

Die fiinf Unterrichts- (Anzahl der Schiilerinnen und Schiiler: Nyx = 127) und drei Kon-
trollklassen (Nxk = 79) wurden nach dem Prozentsatz k der richtig beantworteten Items
im Vortest parallelisiert.”” Dabei konnte zu 78 der 79 Schiilerinnen und Schiiler der
Kontrollklassen jeweils ein Kind aus den Unterrichtsklassen zugeordnet werden, das
denselben Prozentsatz richtig beantworteter Items im Vortest erreicht hat. Damit lagen
N = Nyuk = Npkk = 78 so genannte ,Matched Samples” vor, die der Auswertung zu

Grunde gelegt wurden. Diese ,,Matched Samples* wurden auf Grund ihrer Leistung in

¥ Die Auswertung des Leistungstests erfolgt in Aufgabengruppen. Im Anhang C ab Seite 253 findet man
bei Interesse die Losungshaufigkeiten und die richtigen Losungen fiir jedes Item des Fragebogens.
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drei Kategorien eingeteilt, die so gewidhlt wurden, dass in etwa gleich starke Teilgrup-
pen entstanden. In Tabelle 14 sind die Einteilungskriterien und die Gruppengréf3en zu-
sammengestellt. Auf der Basis dieser ,,Matched Samples* wurden die folgenden quanti-

tativen Auswertungen vorgenommen.

.. ) Prozentsatz k Anzahl der Gesamtzahl der
Charakterisierung  Kodie L N
der Leistung (L.) rung richtig geldster ,,Matched ,,Matched Sam-
) Items im Vortest Samples* ples*
bessere L. + k>50% N.=28
mittlere L. 0 50%>2k>235% No=27
schlechtere L. — k<35% N_=23 N=18

Tabelle 14: Einteilung der ,,Matched Samples* auf Grund der Vortestergebnisse in drei
Leistungsgruppen

4.2.1 Auswertung der in Vor- und Nachtest identischen Iltems

Wirkt sich ein Unterricht, der auf dem Unterrichtskonzept dieser Arbeit basiert, positiv
auf die Entwicklung der Fiahigkeiten des Beweglichen Denkens aus? Zur Klarung dieser
Forschungsfrage werden die in Vor- und Nachtest identischen Items betrachtet. Nur fiir
sie ist es mdglich die Leistungssteigerung im Laufe des betrachteten Schuljahres
2002/03 direkt zu messen, da hier keine Verfalschung der Ergebnisse durch (evtl. auch
nur leicht) verdnderte Aufgabenstellungen eintritt.

In Abb. 81 ist der Mittelwert des Anteils richtig geldster Items der jeweiligen Grup-
pe in Prozent angegeben. Ihr ist zu entnehmen, dass die Testleistung der Kontrollklassen
(KK) insgesamt innerhalb des Untersuchungszeitraums (Schuljahr 2002/03) gleich
geblieben ist, wahrend die Unterrichtsklassen (UK) einen deutlich erkennbaren Leis-
tungszuwachs zu verzeichnen haben. Im Vortest 16sen die Schiilerinnen und Schiiler der
Unterrichtsklassen im Durchschnitt 47 % der identischen Items richtig, wéihrend sie im
Nachtest durchschnittlich 58 % der Items richtig 16sen. Die Mittelwertsdifferenz zwi-
schen Vortest und Nachtest ist bei der Unterrichtsgruppe signifikant grof3er als bei der
Kontrollgruppe (tges = 3,54 > 2,38; dfpes = 77; p = 0,01)260.

29 vgl. Abschnitt 3.3.2.1 auf Seite 179
60 yol. zum durchgefiihrten t-Test den Abschnitt 3.3.2.3 auf Seite 180
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Betrachtet man die Ergebnisse genauer, so stellt man fest, dass dieses deutlich besse-
re Ergebnis auf die im Vergleich zur Kontrollgruppe signifikant hohere Leistungssteige-
rung der mittleren Leistungsgruppe innerhalb der Unterrichtsklassen zuriickzufiihren ist
(to=4,18>248; dfy=26; p=10,01). Die Leistungssteigerung der unteren Leistungs-
gruppe der Unterrichtsklassen fillt ebenfalls deutlich aus, weicht aber nicht signifikant
von der ebenfalls beachtlichen Leistungssteigerung der unteren Leistungsgruppe der
Kontrollklassen ab. Dagegen hat sich die Leistung der oberen Leistungsgruppe der Un-
terrichtsklassen nicht verdndert und die Leistung der entsprechenden Gruppe der Kon-

trollklassen nimmt sogar merklich ab.

Identische Items
100% -
. signifikant signifikant
90% 17 t =3,54>2,38 t=4,18> 2,48
R0% |1df =77,p =001 df =26,p =0,01
70%
60% OKK VT
50% B KK NT
0
46% 46, 047% KUK VT
40% +—7" B UK NT
30% -+
20% +—
10% +——
0%
ges. (N=78) + (N=28) 0 (N=27) — (N=23)

Abb. 81: Prozentsatz der richtig gelosten Items der parallelisierten Unterrichts- (UK) und Kontrollklassen
(KK) unter den in Vor- und Nachtest identischen Items

Die Unterschiede zwischen den Leistungssteigerungen der einzelnen Gruppen werden
noch deutlicher, wenn man die Leistungssteigerung in Einheiten der Standardabwei-
chung des jeweiligen Vortestergebnisses angibt. Wie Abb. 82 zu entnehmen ist, betragt
die Leistungssteigerung in den Unterrichtsklassen 0,67 in Einheiten der Standardabwei-
chung des Vortestergebnisses. Ein Vergleich mit den Ergebnissen von VOM HOFE ET AL.
(2002), die Leistungssteigerungen von Schiilergesamtgruppen in dieser Einheit von 0,56

bis 0,63 innerhalb eines Schuljahres angeben, zeigt, dass hier eine Leistungssteigerung
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erreicht wurde, die offensichtlich am oberen Rand dessen liegt, was auf Grund von Un-

terrichtsmafnahmen innerhalb eines Schuljahres realistischerweise moglich ist.

Identische Items
Leistungssteigerung in Einheiten der Standardabweichung des Vortestergebnisses
2,5 1
2,0
1,5
1.0 OKK
B UK
0,5 0,67
0,00 0,03
0,0
-0,53
-0,5
-0,85
-1,0 -
ges. (N=78) + (N=28) 0 (N=27) - (N=23)

Abb. 82: Leistungssteigerung der parallelisierten Unterrichts- (UK) und Kontrollklassen (KK) bzgl. der
in Vor- und Nachtest identischen Items, dargestellt in Einheiten der Standardabweichung des jeweiligen
Vortestergebnisses

Bemerkenswert sind aber auch die anderen in Abb. 82 wiedergegeben Resultate. Zu-
néchst ldsst sich die sehr deutliche Verbesserung der schlechteren Gruppe (—) sowohl
bei den Unterrichts- wie auch bei den Kontrollklassen wohl nur so deuten, dass diese
Schiilerinnen und Schiiler im Vortest, aus welchen Griinden auch immer, erheblich un-
ter ithren Moglichkeiten geblieben sind. Vergleicht man dies ndmlich mit den beiden
anderen Leistungsgruppen (+, 0), so fillt auf, dass dort bei den Kontrollklassen eine
nicht unerhebliche Verschlechterung der Leistung innerhalb des Untersuchungszeitrau-
mes eingetreten ist. Auf Grund dieser Tatsache kdnnte man vermuten, dass ein Unter-
richt, der eher auf statische Argumentationen setzt, die latent vorhanden Fahigkeiten im
Bereich des Beweglichen Denkens nicht nur nicht férdert, sondern evtl. sogar verschiit-
tet. Festzuhalten ist aber auch, dass das Unterrichtskonzept dieser Arbeit ganz offen-
sichtlich nicht dazu fiihrt, dass Schiilerinnen und Schiiler mit guten Eingangsvorausset-
zungen im Beweglichen Denken sich noch weiter verbessern. Die bessere Leistungs-

gruppe (+) stagniert vielmehr auf relativ hohem Niveau. Die schlechtere Leistungsgrup-
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pe (—) der Unterrichtsklassen verbessert sich tendenziell (wenn auch nicht signifikant)
stiarker als die entsprechende Teilgruppe der Kontrollklassen. Ganz offensichtlich am
starksten profitieren die Schiilerinnen und Schiiler der mittleren Leistungsgruppe (0)
vom hier vorgeschlagenen Unterrichtskonzept. Mit einer Leistungssteigerung von 2,18
in Einheiten der Standardabweichung des Vortestergebnisses gelang hier eine erhebli-
che Verbesserung. Im Ergebnis wurde die mittlere Gruppe (0) in den Unterrichtsklassen
praktisch auf dasselbe Leistungsniveau gebracht wie die bessere Gruppe (+). Insgesamt

darf ein Unterricht, der dieses leistet, wohl als erfolgreich betrachtet werden.

Identische Items Geometrie
100% -
. signifikant signifikant
90% T 4 =2,59>238 { =4,18> 2,48
80% {4 =77,p =001 df =26,p =0,01
70%
60% OKK VT
0% BKKNT
(1]
NUK VT
40% 420,447 B UK NT
40%
30% +—
20% 1
10% +—
0%
ges. (N=78) + (N=28) 0 (N=27) — (N=23)

Abb. 83: Prozentsatz der richtig gelosten Items der parallelisierten Unterrichts- (UK) und Kontrollklassen
(KK) unter den in Vor- und Nachtest identischen Geometrie-Items

Das Unterrichtskonzept im Rahmen dieser Arbeit war nur im Inhaltsbereich Geometrie
auf die Entwicklung des Beweglichen Denkens ausgerichtet. Um der Frage nachzuge-
hen, ob und ggf. wie er sich auch auf die Losungswahrscheinlichkeit von Aufgaben im
Inhaltsbereich Algebra auswirkt, werden die Items im Folgenden noch einmal getrennt

nach Inhaltsbereichen ausgewertet. Wie Abb. 83 und Abb. 84 zu entnehmen ist, erge-
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' im Wesentlichen die glei-

ben sich fiir die Items aus dem Inhaltsbereich Geometrie*®
chen Ergebnisse wie fiir alle in Vor- und Nachtest identischen Items gemeinsam. Die

beiden Abbildungen werden deshalb hier nicht noch einmal eigens diskutiert.

Identische Items Geometrie
Leistungssteigerung in Einheiten der Standardabweichung des Vortestergebnisses
2,0
1,5
1,0 OKK
B UK
0,5
0,0
-0,04 -0,04
-0,39
-0,5 -
ges. (N=78) + (N=28) 0 (N=27) — (N=23)

Abb. 84: Leistungssteigerung der parallelisierten Unterrichts- (UK) und Kontrollklassen (KK) bzgl. der
in Vor- und Nachtest identischen Geometrie-Items, dargestellt in Einheiten der Standardabweichung des
jeweiligen Vortestergebnisses

Betrachtet man Abb. 85 und Abb. 86 auf Seite 194, so ergibt sich fiir die Items zu

262 tendenziell wieder dasselbe Bild wie bereits bei den Items zur

algebraischen Inhalten
Geometrie. Auch hier ist insgesamt im Unterrichtszeitraum eine signifikant groBere
Leistungssteigerung der Unterrichtsklassen gegeniiber den Kontrollklassen zu
verzeichnen (fges = 2,75 > 2,38; dfees = 77; p=0,01). Auch in den Teilgruppen geht die
Leistungsentwicklung in dieselbe Richtung wie fiir die Items zur Geometrie. Allerdings

ist die groBere Leistungssteigerung der mittleren Leistungsgruppe (0) nicht mehr

signifikant.

26! Es handelt sich um die Items 9A bis 11B des in Anhang B ab Seite 242 abgedruckten Fragebogens.
262 Dies sind die Items 7A bis 8B des in Anhang B ab Seite 242 abgedruckten Fragebogens.
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Identische Items Algebra

100%

. signifikant
90% 1 + =2,75>2,38
Q0% ||df =77.p =0,01

70%

OKK VT
BKKNT
KUK VT
B UK NT

60%

o 56%
50% e

40% +—

30% 1
20% +—
10% +—|

0%

ges. (N=78) + (N=28) 0 (N=27) — (N=23)

Abb. 85: Prozentsatz der richtig geldsten Items der parallelisierten Unterrichts- (UK) und Kontrollklassen
(KK) unter den in Vor- und Nachtest identischen Algebra-Items

Identische Items Algebra
Leistungssteigerung in Einheiten der Standardabweichung des Vortestergebnisses
1,0
0,5
OKK
B UK
0,07
0,0
0,17
-0,33
-0,45
-0,5 -
ges. (N=78) + (N=28) 0 (N=27) —(N=23)

Abb. 86: Leistungssteigerung der parallelisierten Unterrichts- (UK) und Kontrollklassen (KK) bzgl. der
in Vor- und Nachtest identischen Algebra-Items, dargestellt in Einheiten der Standardabweichung des
jeweiligen Vortestergebnisses
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Der Grund dafiir ldsst sich an Tabelle 15 ablesen. Dort sind neben den empirischen
Mittelwerten auch die empirischen Standardabweichungen der relativen Ldsungs-
haufigkeiten notiert. Es fdllt auf, dass die Standardabweichungen bzgl. der Items zur
Algebra durchweg und teilweise deutlich grofer ausfallen als die bei den Items zur
Geometrie. Im Bereich Algebra streuen die Leistungen also auch innerhalb einzelner
Leistungsgruppen deutlich. Trotzdem lésst sich festhalten, dass eine Schulung des
Beweglichen Denkens im Bereich Geometrie auch positive Auswirkungen auf das

Bewegliche Denken im Inhaltsbereich Algebra hat, diese Auswirkungen aber auf Grund

des notwendigen stirkeren Transfers individuell sehr unterschiedlich stark ausfallen.

. Vortest Nachtest
Identische . .. .. .. ..
Ttems Teilgruppe emplrlscher empirische emplrlscher empirische
Mittelwert Standardabw. Mittelwert Standardabw.

Alle KK ges 0,46 0,16 0,46 0,23

+ 0,61 0,09 0,54 0,28

0 0,44 0,06 0,41 0,21

— 0,29 0,09 0,42 0,16

UK ges 0,47 0,16 0,58 0,16

+ 0,63 0,09 0,63 0,16

0 0,45 0,07 0,60 0,13

0,29 0,11 0,49 0,17

Geometrie- KK  ges 0,40 0,19 0,42 0,27

items + 0,54 0,16 0,47 0,33

0 0,40 0,13 0,39 0,23

— 0,23 0,12 0,40 0,21

UK ges 0,44 0,19 0,56 0,17

+ 0,59 0,13 0,59 0,17

0 0,41 0,17 0,58 0,16

— 0,29 0,12 0,49 0,18

Algebra- KK ges 0,56 0,28 0,51 0,29

items + 0,75 0,24 0,64 0,31

0 0,53 0,25 0,44 0,29

0,37 0,21 0,43 0,22

UK ges 0,52 0,29 0,62 0,29

+ 0,69 0,24 0,71 0,28

0 0,53 0,27 0,63 0,27

— 0,30 0,21 0,49 0,28

Tabelle 15: Empirische Mittelwerte und empirische Standardabweichungen der relativen Losungshéu-

figkeiten bzgl. bestimmter Itemgruppen des Fragebogens
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4.2.2 Auswertung der Items zum Anderungsverhalten

Der intellektuell anspruchsvollste Aspekt des Beweglichen Denkens ist die Fahigkeit,
die Art und Weise einer Verinderung, also das Anderungsverhalten, qualitativ erfassen
und beschreiben zu kdnnen. Dieser Aspekt wurde im Unterrichtskonzept dieser Arbeit
erst am Ende des Schuljahres in einer dreistiindigen Unterrichtssequenz®® explizit the-
matisiert. Diese Unterrichtssequenz hat aber nur in zwei der fiinf Unterrichtsklassen

wirklich stattgefunden.***

In den drei anderen Klassen fiel sie, wie dies gegen Ende des
Schuljahres hiufig geschieht, auBerunterrichtlichen Aktivititen zum Opfer.

Mit Hilfe der vier Items zum Anderungsverhalten®® im Fragebogen des Nachtests
soll untersucht werden, ob und ggf. wie sich ein Unterricht, der den Schwerpunkt darauf
setzt, mit Bewegungen bzw. Verdnderungen zu argumentieren, auf die Fihigkeit aus-
wirkt, das Anderungsverhalten erfassen und qualitativ beschreiben zu konnen. Die
Auswertung weist im Vergleich zu den Auswertungen des letzten Abschnittes zwei Be-
sonderheiten auf:

e Zwei der vier Items zum Anderungsverhalten sind nur im Nachtest aber nicht im
Vortest enthalten. Deshalb werden die durch Parallelisierung auf Grund der Vor-
testergebnisse gebildeten ,,Matched Samples® jeweils nur bzgl. des Nachtests
miteinander verglichen.

e Da in nur zwei der fiinf Klassen die Unterrichtssequenz zum Anderungsverhalten
durchgefiihrt wurde, erfolgte die Auswertung der ,,Matched Samples* entspre-
chend in zwei Untergruppen. Das waren einerseits die ,,Matched Samples®, bei
denen in den Unterrichtsklassen die Unterrichtssequenz zum Anderungsverhalten
durchgefiihrt worden war und andererseits jene, bei denen die entsprechende Se-
quenz in den Unterrichtsklassen nicht stattgefunden hatte.

Die Ergebnisse fiir die beiden Untergruppen sind in Abb. 87 bzw. in Abb. 88 auf Seite

197 zusammengestellt.

2% Die Unterrichtssequenz wurde in Abschnitt 3.1.5 ab Seite 158 beschrieben.

264 Es handelt sich um die Klassen C_5/6_7aund L_8 7a (vgl. Tabelle 12 auf Seite 185).

2% Die vier Items zum Anderungsverhalten sind die Items 5, 6, 7B und 8B des Nachtests. Die Items, ihre
richtigen Auswahlantworten und ihre relativen Losungshiufigkeiten fiir die einzelnen Gruppen finden
sich im Anhang C ab Seite 253.
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100% ~

Items zum Anderungsverhalten
UK mit Unterrichtssequenz zum Anderungsverhalten

90%

80%

70%

60%

OKK

50%
40% A
30%

20%
10%

0%

37,1%

ges. (N=29)

48,3%

50,0%

B UK

32,1%

25,0%

+ (N=10)

0 (N=14)

- (N=5)

Abb. 87: Prozentsatz der richtig geldsten Items zum Anderungsverhalten in den ,,Matched Samples* aus
Unterrichts- (UK) und Kontrollklassen (KK), bei denen in den UK die Unterrichtssequenz zum An-
derungsverhalten stattgefunden hat

Items zum Anderung__sverhalten
UK ohne Unterrichtssequenz zum Anderungsverhalten
100% -

90%
80%
70%
60%
50% E 1;1;
40% e 44,4%
30% 31,1% m
20% 26,9%
10% 19,4%

0%

ges. (N=49) + (N=18) 0 (N=13) - (N=18)

Abb. 88: Prozentsatz der richtig geldsten Items zum Anderungsverhalten in den ,,Matched Samples* aus
Unterrichts- (UK) und Kontrollklassen (KK), bei denen in den UK die Unterrichtssequenz zum An-
derungsverhalten nicht stattgefunden hat
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Aus Abb. 88 ist ersichtlich, dass die Schiilerinnen und Schiiler aus den Unterrichtsklas-
sen ohne Unterrichtssequenz zum Anderungsverhalten bei den Items zum Anderungs-
verhalten etwa dieselbe Losungshdufigkeit erreichten wie ihre ,,Partner aus den Kon-
trollklassen. Dagegen schnitten die Kinder aus den Klassen mit Unterrichtssequenz zum
Anderungsverhalten bei den entsprechenden Items etwas, aber nicht signifikant, besser
ab als ihre ,,Partner” in den Kontrollklassen. Einen wesentlichen Anteil an diesem Ef-
fekt scheint die Gruppe der im Vortest besseren Schiilerinnen und Schiiler der Unter-
richtsklasse zu haben. Diese schneiden scheinbar aber nur dann besser als ihre ,,Partner*
in den Kontrollklassen ab, wenn sie sich vorher im Unterricht, wenn auch nur kurz, ex-
plizit mit Fragen des Anderungsverhaltens auseinander gesetzt haben.

Betrachtet man die Ergebnisse der vier Items zum Anderungsverhalten jeweils ein-
zeln, so fallt auf, dass die Unterrichtsklassen im Nachtest durchgéingig besser abschnei-
den als ihre ,,Partner” in den Kontrollklassen und dass die relative Losungshiufigkeit
der Gesamtgruppe bei jeder Aufgabe, teilweise sogar deutlich, unter 50 % bleibt. Eine
absolute und auf den ersten Blick vollig unverstindliche Ausnahme bildet das in Abb.
89 wiedergegebene Item 5. Hier schneiden die Kontrollklassen nicht nur erheblich bes-
ser ab als die Unterrichtsklassen, sie erreichen sogar insgesamt eine relative Losungs-

hiufigkeit von deutlich iiber 66 % (vgl. Abb. 90 auf Seite 199).

Item 5

Der Punkt C des zweiten Schenkels des Winkels o bewegt sich gleichméBig in Pfeil-
richtung auf dem Kreisbogen b bzw. der Geraden g.

Bei welcher Bewegung von C wird der Winkel a gleichmiBig grofier?
b)

Abb. 89: Formulierung des Items 5. Die richtige Auswahlantwort ist markiert.
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Item 5

100% -

90%

80%

0, 0,
70% 1.4% 74,1%
66,7%

60%

OKKNT
B UK NT

50% 52,2%

40%

0,
30% 30,4%

20%

10%

0%
ges. (N=78) + (N=28) 0 (N=27) ~(N=23)

Abb. 90: Anteil der richtigen Losungen von Item 5 in Prozent

Als Interpretationshilfe fiir solche, so nicht erwartete Ergebnisse wurden bei jedem Item
des Fragebogens Késten vorgesehen. Die Schiilerinnen und Schiiler hatten die Anwei-
sung, in diesen Késten ihren Losungsweg so darzustellen, dass ein unbeteiligter Beob-
achter ihn nachvollziehen kann. Leider sind nur sehr wenige Schiilerinnen und Schiiler
der entsprechenden Aufforderung nachgekommen. Dies kann mehrere Griinde haben.
Einer davon konnte sein, dass einige Schiilerinnen und Schiiler intuitiv antworten und
keine Begriindung fiir ihr Antwortverhalten geben konnen. Diese These stiitzen folgen-
de ,.Begriindungen* von Schiilerinnen und Schiilern aus den Kontrollklassen, die je-
weils ohne weitere Zusitze als Erkldrungen notiert wurden:
e _Weil das fiir mich am logischsten aussieht.*
e _Da C immer weiter gegen den Uhrzeigersinn gedreht wird, wird auch der
Schenkel gedreht und dadurch wird o grofer.*
e _b) weil wenn man in Uhrzeiger dreht werden die Schenkel und somit auch a
groBer.*
Ein moglicher Grund fiir das gute Abschneiden der Kontrollklassen bei diesem Item
konnte sein, dass die Schiilerinnen und Schiiler keine einschldgigen Erfahrungen mit

entsprechenden Bewegungen sammeln konnten. Evtl. konnen sie sich deshalb gar nicht
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vorstellen, dass etwas anderes als eine Kreisbewegung um den Scheitel eine entspre-
chende Winkelverdnderung bewirkt. Indizien fiir diese Mdoglichkeit sind folgende ,,Er-
klarungen* der Schiilerinnen und Schiiler:
e _Nur bei dieser Aufgabe liegt A im Mittelpunkt des Radius und kann sich re-
gelmiBig um den gleichen Winkel bewegen.*
e _Antwort b, da der Scheitel auch Mittelpunkt des Kreises ist.*
e _bistes weil sich C eben auf den Kreisbogen bewegt und damit a gleichméafig
groBer wird! Logo!*
e b bewegt sich im Kreis*
e Nur bei b! Weil C auf dem Kreis um A mit dem gleichen Abstand liegt.*
e b) bewegt sich im Kreis = gleichméfig*
e  A=Mittelpunkt also bewegt sich a gleichmaBig.*
e _b) weil der Radius des Kreises immer gleich bleibt.*
e Der Winkel a wird gleichméBig groBer, weil sich C auch gleichmifBig auf dem
Kreis um A bewegt. Aber wenn C auf dem Schlusspunkt angelangt ist, dann ist
a wieder genauso grof3 wie in der Ausgangsposition.*
Im Gegensatz dazu sind die Schiilerinnen und Schiiler der Unterrichtsklassen fiir ver-
schiedene Auswirkungen von Bewegungen sensibilisiert und kénnen sich prinzipiell
vieles vorstellen. Andererseits sind sie auch bereit, vertraute Bewegungen, wie z. B. die
Kreisbewegung zu hinterfragen. Dies kann dazu fiihren, dass sie nicht mehr spontan die
Kreisbewegung ankreuzen, aber auch noch nicht so weit sind, ihre logischen Schliisse
bis zum Ende konsequent fortzusetzen. Es kommt dann u. U. zu Fehlern wie den Fol-

genden:
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Ist man geneigt, die genannten Argumente zu akzeptieren und wertet man ohne das Item
5 aus, so bleibt es bei den bereits mit Item 5 gewonnen Aussagen. Sie treten nur sehr
viel deutlicher hervor. Aus Abb. 91 auf Seite 204 ist ersichtlich, dass unter diesen Vor-
zeichen die Unterrichtsklassen, die sich drei Unterrichtsstunden lang mit Anderungsver-
halten auseinander gesetzt haben, sogar signifikant besser abschneiden als ihre ,,Part-
ner* in den Kontrollklassen und dass dieses bessere Abschneiden insbesondere auch auf
die signifikant bessere Leistung der besseren Gruppe (+) zuriickzufiihren ist. Die Unter-
richtsklassen ohne Unterrichtssequenz zum Anderungsverhalten schneiden tendenziell,
aber nicht signifikant, auch besser ab als ihre ,,Partner* in den Kontrollklassen.
Insgesamt darf man wohl auf Grund der hier dargestellten Ergebnisse vorsichtig op-
timistisch sein und kann erwarten, dass ein auf dieses Schuljahr aufbauendes Jahr mit
weiteren Unterrichtseinheiten zum Anderungsverhalten eine Steigerung der entspre-
chenden Leistung bringen diirfte. Die Frage, ob ein Unterricht, in dem ,,nur* mit Bewe-
gungen argumentiert, aber das Anderungsverhalten nicht explizit thematisiert wird, dazu
fiihrt, dass auch das Anderungsverhalten erfasst und beschrieben werden kann, ist nach

den hier vorliegenden Ergebnissen eher skeptisch zu beurteilen.

Items zum Anderungsverhalten ohne Item 5
UK mit Unterrichtssequenz zum Anderungsverhalten

100% -

signifikant signifikant
90% 1 t =3,36>247 t=350>2_82
80% L|df =28,p =001 df =9,p =0,01

70%

60%

OKK
B UK

50% A

40% A

40,0%
30%

20% 26,4%

23,8%

10%

6,7%

0%

ges. (N=29) + (N=10) 0 (N=14) - (N=5)

Abb. 91: Prozentsatz der richtig geldsten Items zum Anderungsverhalten ohne Item 5 in den ,Matched
Samples* aus Unterrichts- (UK) und Kontrollklassen (KK), bei denen in den UK die Unterrichtssequenz
zum Anderungsverhalten stattgefunden hat
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Items zum Anderungsverhalten ohne Item 5
UK ohne Unterrichtssequenz zum Anderungsverhalten

100% ~

90%

80%

70%

60%

OKK
B UK

50%

46,3%

40%

30% 34,0%

31,5%

20%
19,7%
15,4%

10% 11,1%

0%
ges. (N=49) +(N=18) 0 (N=13) - (N=18)

Abb. 92: Prozentsatz der richtig geldsten Items zum Anderungsverhalten ohne Item 5 in den ,,Matched
Samples* aus Unterrichts- (UK) und Kontrollklassen (KK), bei denen in den UK die Unterrichtssequenz
zum Anderungsverhalten nicht stattgefunden hat

4.2.3 Auswertung der TIMSS-ltems

Fiihrt ein Unterricht, der einen Schwerpunkt auf die Entwicklung des Beweglichen
Denkens legt, evtl. in Bereichen, die eher nicht mit Hilfe des Beweglichen Denkens zu
16sen sind, zu Defiziten? Zur Untersuchung der Frage wurden vier Items** in den
Nachtest aufgenommen, die aus dem Itempool der TIMS-Studie stammen. Sie wurden
ausgewdhlt, weil sie von ihrer Anlage her gerade nicht darauf ausgerichtet sind, sie mit
Hilfe des Beweglichen Denkens zu l9sen, aber zentrale Inhalte des bayerischen Geomet-
rielehrplans der 7. Jahrgangsstufe abdecken. Die in Abb. 93 zusammengestellten relati-
ven Losungshdufigkeiten fiir die einzelnen Gruppen machen deutlich, dass in der Be-
antwortung der TIMSS-Items kein wesentlicher Unterschied zwischen den Unterrichts-

und den Kontrollklassen besteht. Ein auf Bewegliches Denken ausgerichteter Unterricht

266 Es handelt sich um die Items 1 bis 4 des Fragebogens. Die Items, ihre richtigen Auswahlantworten und
ihre relativen Losungshaufigkeiten fiir die einzelnen Gruppen finden sich im Anhang C ab Seite 253.
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wirkt sich also, zumindest im Hinblick auf die durch die vier Items abgedeckten In-

haltsbereiche, nicht negativ auf andere Unterrichtsinhalte aus.

TIMSS Items

100% -

90%

80%

70% —
70,4%

67,6% 69,6%

67,9%

60% 64,3%

OKK

50% +—
B UK

40%

30%
20%

10%

0%
ges. (N=78) + (N=28) 0 (N=27) ~ (N=23)

Abb. 93: Prozentsatz richtig geloster TIMSS-Items in den Unterrichts- (UK) und Kontrollklassen (KK)

4.3 Auswertung des Leistungstests der Nachuntersu-
chung

Die Nachuntersuchung beschiftigt sich mit der Frage, ob besonders begabte®’ Schiile-
rinnen und Schiiler, die nach dem Unterrichtskonzept dieser Arbeit unterrichtet werden,
eine groflere Leistungssteigerung bei Fragen zum Beweglichen Denken erreichen als
Kinder aus Regelklassen. Wie bereits in Abschnitt 4.1.2 auf den Seiten 187ff dargestellt
wurde, waren von den 23 Schiilerinnen und Schiilern der ,,Hochbegabtenklasse* nur
zwOlf im Sinne der hier zu Grunde gelegten Definition besonders begabt. Bei der Paral-

lelisierung durch Bildung von ,,Matched Samples bzgl. des Vortestergebnisses konnten

%7 Von besonderer Begabung wird in diesem Abschnitt dann ausgegangen, wenn einer Schiilerin oder
einem Schiiler auf Grund des kognitiven Féhigkeitstests ,,KFT 4-12+ R ein, auf die Jahrgangsnorm fiir
die 7. Klasse bezogener Intelligenzquotient bescheinigt wurde, der groBer als 120 ist.
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aber nur fiir zehn Schiilerinnen und Schiiler Partner in der Kontrollklasse mit demselben
Vortestergebnis gefunden werden. Grundlage fiir alles Weitere ist also eine Stichprobe
aus zehn ,,Matched Samples®.

Bereits ein erster Blick auf die in Abb. 94 auf Seite 208 zusammengestellten Ergeb-
nisse bzgl. der in Vor- und Nachtest identischen Items geniigt, um zu sehen, dass die
Schiilerinnen und Schiiler der Kontrollklasse erheblich besser abschneiden als die Kin-
der der ,,Hochbegabtenklasse®. Ein Signifikanztest eriibrigt sich also, da vor dem Ver-
such von der Hypothese ausgegangen wurde, dass die besonders begabten Schiilerinnen
und Schiiler eine groBere Leistungssteigerung erzielen. Dies ist aber offensichtlich nicht
der Fall. Vielmehr scheint dieses Ergebnis das Resultat der Hauptuntersuchung dieser
Arbeit zu bestétigen, dass ndmlich Schiilerinnen und Schiiler aus der mittleren Leis-
tungsgruppe am meisten von einem Unterricht profitieren, der auf Bewegliches Denken
setzt.2®

Noch interessanter ist ein anderes Ergebnis der Nachuntersuchung, das aus Abb. 95
auf Seite 209 abzulesen ist. Dort sind die Leistungssteigerungen in Einheiten der Stan-
dardabweichung des jeweiligen Vortestergebnisses aufgetragen.”® Diese Darstellungs-
weise ermdglicht es, von den unterschiedlichen Verteilungen der Ausgangsstichproben
zu abstrahieren und so die Leistungssteigerungen auch von nicht parallelisierten Grup-
pen sinnvoll zu vergleichen. Hier ist zunidchst noch einmal sehr deutlich zu erkennen,
dass die Kontrollklasse in allen Inhaltsbereichen erheblich besser abschneidet als die
Hochbegabtenklasse. Etwas anderes ist aber noch entscheidender. Beide Klassen (KK
und HK) der Nachuntersuchung weisen eine deutlich groflere Leistungssteigerung auf
als die Unterrichtsklassen der Hauptuntersuchung dieser Arbeit, obwohl sie nach dem-
selben Unterrichtskonzept unterrichtet wurden. Der gemeinsame Unterschied besteht
darin, dass beide Klassen der Nachuntersuchung von Lehrern unterrichtet wurden, die
schon ein Jahr nach diesem Konzept unterrichtet hatten, bevor sie die Klassen iibernah-
men. Dies stiitzt die Vermutung, dass Lehrerinnen und Lehrer, die mit dem Konzept des
Beweglichen Denkens vertraut sind, einen Unterricht auf der Grundlage desselben Un-

terrichtskonzepts effektiver gestalten konnen.

268 Hier wird davon ausgegangen, dass die Kontrollklasse eine ,,durchschnittliche* Klasse ist.
% Die zugehdrigen Daten sind der Tabelle 16 auf Seite 209 zu entnehmen.
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Identische Items

100% -

90%

80%

70%

60% OKK VT

50% BKKNT
SHK VT

40% B HK NT

30%

20%

10%

0%

gesamt Algebra Geometrie

Abb. 94: Prozentsatz der richtig gelosten Items der parallelisierten Hochbegabten- (HK) und Kontroll-
klasse (KK) unter den in Vor- (VT) und Nachtest (NT) identischen Items

Das in Abb. 96 auf Seite 210 dargestellte Balkendiagramm rundet das oben skizzierte
Bild noch ab. Die Ergebnisse der TIMSS-Items im Nachtest zeigen, dass die besonders
begabten Schiilerinnen und Schiiler bei Fragen, die ohne Bewegliches Denken zu be-
antworten sind, genauso gut abschneiden wie die Kinder aus ,,normalen* Klassen, wéh-

rend sie auch bei Fragen zum Anderungsverhalten wieder deutlich schlechter sind.*”

7 In beiden Klassen der Nachuntersuchung wurde die Unterrichtssequenz zum Anderungsverhalten
durchgefiihrt.
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Identische Items
Leistungssteigerung in Einheiten der Standardabweichung des Vortestergebnisses
2,0 -
1,85
1,71
1,5 1
B UK Haupt.
OKK Nach.
1,0 1,06 W HK Nach.
0,5 1
0,47
0,0
gesamt Algebra Geometrie

Abb. 95: Leistungssteigerung der Unterrichtsklassen der Hauptuntersuchung (UK Haupt.) und der
parallelisierten Hochbegabten- (HK Nach.) und Kontrollklassen (KK Nach.) der Nachuntersuchung bzgl.
der in Vor- und Nachtest identischen Items, dargestellt in Einheiten der Standardabweichung des
jeweiligen Vortestergebnisses

. Vortest Nachtest
Identische .. .. .. ..
Ttems Klassen emplrlscher empirische emplrlscher empirische
Mittelwert Standardabw. Mittelwert Standardabw.

Alle UK Haupt. 0,47 0,16 0,58 0,16

KK Nach. 0,39 0,20 0,73 0,22

HK Nach. 0,35 0,23 0,58 0,17

Geometrie- UK Haupt. 0,44 0,19 0,56 0,17

items KK Nach. 0,45 0,28 0,71 0,18

HK Nach. 0,31 0,21 0,57 0,18

Algebra- UK Haupt. 0,52 0,29 0,62 0,29

items KK Nach. 0,36 0,19 0,75 0,33

HK Nach. 0,43 0,37 0,60 0,27

Tabelle 16: Empirische Mittelwerte und empirische Standardabweichungen der relativen Losungshéu-
figkeiten bzgl. bestimmter Itemgruppen des Fragebogens
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TIMSS Items und Items zum Anderungsverhalten

100% -

90%

80%
78%

70%

60%

63%

OKK
B HK

50%

40%

30%

20%

10%

0%
TIMSS Anderungsverhalten

Abb. 96: Prozentsatz der richtig gelosten TIMSS-Items bzw. der richtig geldsten Items zum Anderungs-
verhalten in der Hochbegabten- (HK) und der Kontrollklasse (KK)

4.4 Lehrerinterviews

Die Frage, ob eine von auflen an die Schule herangetragene Unterrichtsidee erfolgreich
ist, d. h. in den alltéglichen Unterricht hineinwirkt, hingt entscheidend von der Einstel-
lung von Lehrerinnen und Lehrern zu dieser Idee ab. Die im Rahmen dieser Arbeit mit
den Lehrerinnen und Lehrern der Unterrichtsklassen der Hauptuntersuchung am Ende
des Schuljahres 2003/04 durchgefiihrten Leitfadeninterviews gehen deshalb folgenden
Fragen nach:

e Wie erleben die Lehrerinnen und Lehrer den Unterricht mit Fokus auf das Be-
wegliche Denken? Halten sie ihn subjektiv fiir erfolgreich?

e Nehmen die Lehrerinnen und Lehrer selbst die Idee des Beweglichen Denkens
auf, werden sie zur Entwicklung eigener Unterrichtsideen angeregt und halten
sie es fiir sinnvoll, auch in anderen Klassen nach diesem Konzept zu arbeiten?

Die Kolleginnen und Kollegen haben sich freiwillig bereit erkldrt am Forschungsprojekt
und auch am abschlieenden Interview teilzunehmen. Sie haben sich auf das Interview

vorbereitet und teilweise Zettel mit Notizen bzw. Unterlagen zur Illustration ihrer Aus-
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sagen mitgebracht. Auf Grund der {iber ein ganzes Jahr entwickelten guten Arbeitsbe-
ziehung zwischen dem Autor, der auch als Interviewer fungierte, und den beteiligten
Lehrerinnen und Lehrern?”’, war es méglich, eine sehr entspannte Interviewatmosphire
herzustellen. Die Kolleginnen und Kollegen beschreiben ihre Erfahrungen, die sie im
Laufe des Schuljahres 2003/04 mit dem Unterrichtskonzept gesammelt haben, und re-
flektieren ihre Eindriicke riickblickend. Diese personlichen Einschidtzungen werden im
Folgenden nach den Kategorien der qualitativen Inhaltsanalyse gegliedert vorgestellt

und im Abschnitt 4.5 ab Seite 226 zusammenfassend diskutiert.

4.4.1 Die Unterrichtsform — Selbststandig entdeckend lernen?!

Die fiinf Lehrerinnen und Lehrer sind einhellig der Ansicht, dass das Bewegliche Den-
ken und das Argumentieren mit Bewegungen bzw. Verdnderungen keiner speziellen
Unterrichtsform bedarf. Ein Unterricht mit diesem Schwerpunkt kann nach ihrer Ein-
schidtzung vielmehr vom lehrerzentrierten Frontalunterricht bis hin zur schiilerzentrier-
ten selbststidndig entdeckenden Gruppen-, Partner- oder Einzelarbeit Gewinn bringend
sein. Alle gaben allerdings auch zu Protokoll, dass gerade das selbststédndige Arbeiten,
das entdeckende Lernen und Erarbeiten von Inhalten sowie grundsitzlich Partner- und
Gruppenarbeit fiir alle Schiilerinnen und Schiiler duflerst ungewohnt war. Viele haben
schon bei den kleinsten Schwierigkeiten aufgegeben und gewartet, bis eine Mitschiilerin
oder ein Mitschiiler ein Ergebnis hatte, um dies dann unreflektiert zu ibernehmen. Eine
Kollegin empfand die Partnerarbeitsphasen am Computer aus diesem Grund als nicht
besonders effektiv. In threr Wahrnehmung ist erst dann etwas ,,hdngen geblieben®, als
alles noch einmal unter Anleitung im Schulheft zusammengefasst wurde.

Die einhellige Meinung aller Kolleginnen und Kollegen ist, dass es vielen Schiilerin-
nen und Schiilern an Selbststdndigkeit und eigenverantwortlicher Arbeitshaltung man-
gelt. Fiir eine Kollegin hat sich der Eindruck verfestigt, dass bei vielen Schiilerinnen
und Schiilern der Drang gefehlt hat, etwas selbst auszuprobieren und dadurch evtl. zu
verstehen. Diese Grundhaltung vieler Schiilerinnen und Schiiler hat sich in der Ein-
schiatzung von vier der fiinf Kolleginnen und Kollegen im Verlauf des Schuljahres nur

sehr langsam in eine erwiinschte Richtung verindert.

"' Mit drei der fiinf Lehrkrifte habe ich sogar bereits iiber mehrere Jahre zusammengearbeitet.
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Im Kontrast dazu berichtet ein Kollege, dass er gerade die Phasen der selbststindigen
Arbeit mit dynamischen Arbeitsblittern am Computer als besonders effektiv erlebt hat.
Er flihrt dies auf folgende Punkte zuriick:

e Die Schiilerinnen und Schiiler mussten ihre Ergebnisse in das Schulheft notie-
ren. Dies wurde stichprobenartig kontrolliert.

e Die Schiilerinnen und Schiiler mussten jederzeit damit rechnen, dazu aufgefor-
dert zu werden, ihre Uberlegungen und Ergebnisse aus der Partnerarbeitsphase
vor der ganzen Klasse vorzustellen.

e Die Zusammenfassung erfolgte nicht durch den Lehrer an der Tafel. Die vorge-
stellten Ergebnisse wurden vielmehr gemeinsam diskutiert und es war Aufgabe
jedes einzelnen Schiilers, seine Hefteintrdge entsprechend der Diskussion zu er-
ginzen bzw. zu verbessern.

e FEine frithzeitig abgehaltene Stegreifaufgabe ist sehr schlecht ausgefallen. Dies
hat scheinbar dazu gefiihrt, dass die Schiilerinnen und Schiiler die Notwendig-
keit der intensiven Auseinandersetzung mit den zur Verfiigung gestellten Mate-
rialien erkannt haben. In der Folge haben die Schiilerinnen und Schiiler sich im
Hinblick auf die Klassenarbeit offensichtlich auch zu Hause intensiv mit den
DynaGeoX-Applets auseinander gesetzt.

Betrachtet man die AuBerungen der Lehrerinnen und Lehrer, so ist offensichtlich, dass
die Schiilerinnen und Schiiler aller Klassen vor Durchfiihrung des Unterrichtskonzepts
dieser Arbeit keine nennenswerten Erfahrungen mit Partner- oder Gruppenarbeit ge-
sammelt und auch nicht gelernt haben selbststiindig zu arbeiten. Wenn sie dann doch
beginnen selbststindig zu arbeiten, dann auf Grund von extrinsischer Motivation im
Hinblick auf ,,Priifungssituationen®. Sie sind offensichtlich einen stark lehrerzentrierten
und eher entwickelnden als erarbeitenden Unterricht gewohnt. Die Kolleginnen und
Kollegen bestitigen das indirekt durch ihre Antworten auf die Frage, wie sich ihre Art
zu unterrichten durch die Arbeit nach dem Konzept verdndert hat. So kam nun der
Computer deutlich hdufiger zum Einsatz und Partner- oder Gruppenarbeitsphasen wur-
den als Unterrichtsform erheblich stirker genutzt als sonst bei ihnen {iblich. Dies lag
nach ihrer einhelligen Aussage ausschlielich daran, dass das im Unterrichtskonzept des
Autors so vorgegeben war. Interessant ist in diesem Zusammenhang auch, wie die Kol-

leginnen und Kollegen reagieren, wenn sie den Eindruck haben, in Zeitverzug zu sein:
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Alle berichten, dass sie in einem solchen Fall die im Konzept eingeplanten Unterrichts-
phasen, in denen die Schiilerinnen und Schiiler selbststindig entdeckend arbeiten soll-
ten, durch lehrerzentrierte Unterrichtsgesprache oder sogar softwareunterstiitzte Lehrer-
vortrége ersetzt haben.

Die mangelnde Vertrautheit mit Arbeitsphasen, in denen Schiilerinnen und Schiiler
selbststindig entdeckend lernen, ldsst sich auch an folgender Aussage einer Kollegin
ablesen:

,Das ist aber vielleicht allgemein bei dieser Unterrichtsform der Fall, dass sie erst
mal nicht so genau wissen, was ist das iiberhaupt und dann ist es halt schade,
wenn man dann als Lehrer am Schluss doch wieder das Konkrete selber macht.
Dass man sagt, ok, das ist jetzt das und das muss man so und so konstruieren. Es
ist halt dann immer ein bisschen schade, weil das kommt dann doch so aufgesetzt
und vielleicht war es am Anfang besser und vielleicht ist das dann auch das Prob-
lem gewesen, dass sie das nicht mehr mit so dem Einsatz gemacht haben oder mit

dem nétigen Ernst oder wie auch immer. Dass sie wussten, es kommt ja dann eh
irgendwann die Losung.*

Dieselbe Kollegin gibt aber auch zu bedenken, dass es vielleicht gar nicht schlecht war,
auf Grund des Konzepts einmal gezwungen gewesen zu sein, auch bei auftretenden
Schwierigkeiten weiterhin schiilerzentriert zu arbeiten. Sie erwartet, dass sie sich auf
Grund dieser Erfahrung in Zukunft vielleicht ofter ,,trauen* werde, ,,die selbststindig

arbeiten zu lassen, was herausfinden zu lassen.

4.4.2 Arbeiten mit dem Computer

Alle Lehrerinnen und Lehrer berichten davon, dass die Schiilerinnen und Schiiler es
absolut nicht gewohnt waren im Computerraum zu arbeiten. Auf Grund ihrer bisherigen
Erfahrungen assoziieren sie den Computerraum mit Freistunden, dem Surfen im Inter-
net, Computerspiele machen u. d. Fiir die Schiilerinnen und Schiiler war es offensicht-
lich eine vollig neue Erfahrung, dass man im Computerraum Inhalte erarbeiten soll und
tiber diese Inhalte auch noch in den Folgestunden und sogar in Klassenarbeiten Rechen-
schaft ablegen muss. Demzufolge berichten die Kolleginnen und Kollegen, dass es je
nach Klasse zwei oder sogar deutlich mehr Unterrichtsstunden gedauert hat, bis sich
eine sinnvolle Arbeitsatmosphére im Computerraum entwickelte.

Die Kolleginnen und Kollegen mussten grofle Anstrengungen unternehmen, um die
Arbeitshaltung der Schiilerinnen und Schiiler nachhaltig zu dndern. Dies reichte bis hin

zur Drohung, unter diesen Umstidnden nicht mehr in den Computerraum zu gehen. Dies
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hat offensichtlich gerade deshalb gefruchtet, weil die Schiilerinnen und Schiiler sonst im
Unterricht fast gar nicht mit dem Computer arbeiten und der Computereinsatz deshalb
immer noch per se eine Motivation fiir sehr viele darstellt. In vier der flinf Klassen wur-
de die zunichst euphorische Grundhaltung der Schiilerinnen und Schiiler dem Computer
gegeniiber zwar etwas durch die Erkenntnis geddmpft, dass man mit ihm genauso arbei-
ten muss wie im ,,normalen* Unterricht, die positive Grundeinstellung blieb aber das
ganze Jahr hindurch bestehen. Bei einer Klasse hat sich eine zunichst abwehrende Hal-
tung der Mehrheit der Klasse nach einer gut ausgefallenen Klassenarbeit, in deren Um-
feld die Schiilerinnen und Schiiler den Wert der Arbeit am und mit dem Computer
schitzen gelernt haben, in das Gegenteil verkehrt. Ab diesem (leider sehr spiten) Zeit-
punkt im Schuljahr wollten sie so oft wie moglich im Computerraum arbeiten.

Die Notwendigkeit, den Computerraum als Arbeitsumfeld anzunehmen, paart sich
bei einer ganzen Reihe von Schiilerinnen und Schiilern mit dem Problem, selbst ein-
fachste Arbeitsweisen im Umgang mit dem Rechner erst mithsam erlernen zu miissen.
In diesem Zusammenhang berichten die Kolleginnen und Kollegen davon, dass es bei
einer Reihe von Kindern Schwierigkeiten mit dem Setzen von Punkten in EUKLID Dy-
naGeo gab.

Nach tibereinstimmender Aussage aller Kolleginnen und Kollegen hat es eine ganze
Weile gedauert, bis die Schiilerinnen und Schiiler erkannt haben, welche Vorteile der
Computer ihnen bringt und wie man sinnvoll mit ihm arbeitet. Gerade deshalb halten
alle Lehrerinnen und Lehrer vor dem ersten inhaltlichen Einsatz des Programms
EUKLID DynaGeo zunichst eine kurze Einfithrung in das Programm fiir angebracht.
Ein Lehrer schldgt sogar vor, bereits in der 5. und 6. Klasse jeweils ca. eine Woche mit
dem Programm zu arbeiten, sodass es in der 7. Klasse bereits von Beginn an sinnvoll
genutzt werden kann. Die Kollegin, die in der Laptop-Klasse unterrichtet hat, berichtet
davon, dass sie ein zusitzliches Computerpraktikum von zwei Wochenstunden als sehr
positiv erlebt hat. Dort wurde der Computereinsatz auch fiir den jeweiligen Fachunter-
richt eingeiibt. Im Rahmen dieses Praktikums wurde u. a. mit EUKLID DynaGeo kon-
struiert. Auf diese Weise fand die Einfiihrung in Konstruktionstechniken zweigleisig
statt. Im Unterricht mit Zirkel und Lineal, im Praktikum mit EUKLID DynaGeo.

Insgesamt hatten ca. 90 % der Schiilerinnen und Schiiler zu Hause einen Computer

mit Internetanschluss zur Verfiigung. Die Mehrheit der Kolleginnen und Kollegen hat
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deshalb den Schiilerinnen und Schiilern per E-Mail (und teilweise auf Diskette) die im
Unterricht benutzten EUKLID DynaGeo-Dateien auch fiir die hiusliche Nacharbeit
bzw. Vorbereitung zur Verfligung gestellt. Dies wurde aber in allen Klassen (auBler der
Laptop-Klasse) immer als fakultativ deklariert, um etwaigen Problemen mit Eltern aus-
zuweichen. Die Lehrerinnen und Lehrer berichten, dass die Schiilerinnen und Schiiler,
die diese Moglichkeit wahrgenommen haben, bereits von Anfang an keine Probleme mit
der Handhabung des Programms hatten. Fiir sie waren die Partnerarbeitsphasen im
Computerraum von Anfang an sehr effektiv.?’

Das Arbeiten mit dem Computer im Mathematikunterricht stellte auch fiir drei der
fiinf Lehrerinnen und Lehrer eine neue Erfahrung dar. Sie berichten, dass sie zundchst
Schwierigkeiten damit hatten, die Schiilerinnen und Schiiler im Computerraum dazu zu
bringen, sich auf eine Erklirung oder Zusammenfassung des Lehrers einzulassen.*”
Vieles wurde im Computerraum vor und nach den Partnerarbeitsphasen auch gemein-
sam erarbeitet. Dabei mussten die Schiilerinnen und Schiiler natiirlich aufpassen, sich
beteiligen und den Inhalt verstehen. In solchen Phasen hat aber ein Grof3teil der Schiiler
»abgeschaltet oder wurde durch den eingeschalteten Computer abgelenkt. Da Derarti-
ges nur von Kolleginnen und Kollegen berichtet wird, die noch keine Erfahrung mit
dem Unterricht im Computerraum gesammelt haben, muss wohl konstatiert werden,
dass es eine ganze Weile dauert, bis Lehrkréfte sich eine geeignete Vorgehensweise fiir
den Unterricht im Computerraum erarbeiten.

Gerade auch die Kolleginnen und Kollegen, fiir die der Computereinsatz im Unter-
richt eine weitgehend neue Erfahrung war, haben erkannt, dass der Einsatz von Compu-
ter und Beamer effektiv ist und Zeit sparen kann, weil dynamische Veranschaulichun-

gen im Unterricht viel schneller zur Verfiigung stehen, die sonst (evtl. sogar in mehre-

2 Die Laptop-Klasse bildet im Zusammenhang mit dem Arbeiten am Computer insofern eine Ausnahme,
als die Schiilerinnen und Schiiler alle Interesse am Arbeiten mit dem Computer haben, dies auch in allen
Féchern gewohnt sind und natiirlich auch Hausaufgaben und in Mathematik sogar Klassenarbeiten teil-
weise am und mit dem Laptop schreiben. Hierfiir liegt eine Sondergenechmigung des bayerischen Kultus-
ministeriums vor. Die Schiilerinnen und Schiiler der Laptop-Klasse sind sehr motiviert, wenn es darum
geht Neues auszuprobieren. Sie haben insbesondere bewegliche Argumentationen sehr intensiv aufge-
nommen und neue Ideen mit dem Programm EUKLID DynaGeo umgesetzt und erforscht. Dies ging so
weit, dass die Schiilerinnen und Schiiler tiber sich in Abgrenzung zu anderen Klassen sagten: ,,Wir sind
dynamisch!“

23 Ein Kollege meint: ,,Das ist einfach schwer zu unterrichten.*
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ren Einzelbildern) an die Tafel gezeichnet werden miissten.””* Diese Lehrkrifte berich-
ten auch, dass es fiir sie selbst einen Mehraufwand in der Unterrichtsvorbereitung be-
deutet hat, sich in das Programm EUKLID DynaGeo einzuarbeiten sowie die zur Ver-

fligung gestellten Dateien durchzusehen und sich mit ihnen vertraut zu machen.

4.4.3 Bewegliches Denken und Sprache

Alle Lehrerinnen und Lehrer berichten, dass die Schiilerinnen und Schiiler Schwierig-
keiten beim Verbalisieren von Bewegungs- bzw. Verdnderungsvorgéngen hatten. Dies
gilt nach ihrer Aussage sowohl fiir den miindlichen als auch fiir den schriftlichen Be-
reich. Eine mogliche Erkldrung dafiir konnte sein, dass man sich zundchst in diese Art
zu denken einfinden muss. Eine Kollegin und ein Kollege berichten unabhéngig vonein-
ander, dass es fiir sie selbst am Anfang schwierig war in Bewegungen zu denken. Fiir
die Kollegin hat das nach ihren Worten dazu gefiihrt, dass sie beim Unterrichten haufi-
ger als sonst liberlegt hat, wie sie etwas ausdriicken soll. Sie hat dann im Verlauf des
Schuljahres an sich selbst eine Gewohnung an diese Art des Denkens festgestellt. Da-
durch fiel es ihr, wie sie berichtet, zunehmend leichter, Verdnderungsvorginge zu ver-
balisieren. Ganz dhnliche Beobachtungen hat eine andere Kollegin an ihren Schiilerin-
nen und Schiilern gemacht. Zu Beginn des Schuljahres konnten sie bewegliche Denk-
vorgéinge praktisch liberhaupt nicht selbststindig verbalisieren. Sie glaubt jedoch, eine
sehr langsame, aber stetige Entwicklung im Verlauf des Schuljahres erkannt zu haben
und geht davon aus, dass die meisten Schiilerinnen und Schiiler nach einem weiteren
Jahr Schulung im Beweglichen Denken in der Lage wéren, dieses auch vollig selbst-
standig und verstindlich in Worte zu fassen. Die dritte Lehrerin ist da etwas zuriickhal-
tender und meint mit Blick auf ihren Unterricht, dass man wohl noch mehr Zeit dafiir
investieren miisste, die Schiilerinnen und Schiiler selbststindig formulieren und Be-
griindungen im Sinne des Beweglichen Denkens entwickeln zu lassen. Sie berichtet,
dass im Unterricht einige Schiilerinnen und Schiiler sehr interessiert und motiviert ,,dy-

namisch“ bei der Sache waren, Gedanken dabei oft sowohl von ihnen als auch von ihr

2" Allerdings wiinschen sich manche im Klassenzimmer einen fest an der Decke montierten Beamer,
damit die Organisation und das aufwéndige Auf- und Abbauen entfillt und der Computer noch spontaner
im Unterricht eingesetzt werden kann.
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selbst ,,ins Unreine* formuliert und erst nach und nach prazisiert wurden. Dabei, so ihr
Eindruck, wurde eine ganze Reihe von Schiilerinnen und Schiilern frither oder spiter
»abgehdngt“. Diese Schiilerinnen und Schiiler haben ihrer Erfahrung nach noch eine
weitere Unterrichtseinheit bendtigt, in der die Arbeitsergebnisse noch einmal bespro-
chen und evtl. gemeinsam prézisiert bzw. verbessert wurden. Die Kollegin berichtet
davon, dass sie aus Zeitgrilnden am Ende solcher Diskussions- und Arbeitsphasen oft
selbst die Ergebnisse zusammengefasst oder einen guten Schiiler bzw. eine gute Schiile-
rin zu einer Zusammenfassung aufgefordert hat.

Ein weiterer Lehrer nennt einen ganz anderen moglichen Grund fiir die Schwierig-
keiten von Schiilerinnen und Schiilern, ihre Uberlegungen zu verbalisieren. Er berichtet,
dass zu Hausaufgaben, bei denen die Schiilerinnen und Schiiler mit Hilfe einer Bewe-
gung begriinden sollten, oft Formulierungen in den Heften standen wie ,,das ist logisch*
oder ,,das ist klar”. Viele Begriindungen dieser Art erschienen, wie er vermutet, man-
chen Schiilerinnen und Schiilern als sehr einfach und sie konnten sich deshalb evtl. gar
nicht vorstellen, dass das als Begriindung schon ausreicht. Seine Darstellung illustriert
der Kollege mit folgendem Beispiel: Die Tatsache, dass eine Strecke [4B] ihre Linge
nicht dndert, wird damit begriindet, dass 4 der Mittelpunkt eines Kreises ist und B ent-
lang der Kreislinie dieses Kreises bewegt wird. Vielen Schiilerinnen und Schiilern er-
schien, wie er berichtet, eine derartige Begriindung nicht gewichtig oder nicht ,,mathe-
matisch® genug.

Die Lehrerinnen und Lehrer erklidren iibereinstimmend, dass weder sie selbst noch
die Schiilerinnen und Schiiler besondere Begriffe oder Ausdriicke zur Beschreibung von
Bewegungen bzw. Verdnderungen geprigt hitten.””” Es wurde sehr viel umgangs-
sprachlich formuliert, aber letztlich haben die Schiilerinnen und Schiiler nach iiberein-
stimmender Aussage aller Kolleginnen und Kollegen die Begriffe und Formulierungen
ihrer Lehrerinnen und Lehrer iibernommen. Diese geben ihrerseits an, sich an die For-
mulierungen des Unterrichtskonzepts gehalten zu haben. Die fehlende Kreativitdt bei

der Verbalisierung von ,,beweglichen Denkvorgingen* konnte darauf hindeuten, dass

5 Nur eine einzige Kollegin kann sich an einen Fall erinnern, in dem eine Schiilerin nach der dynami-
schen Einfithrung des Winkelbegriffs fiir Winkel groBer als 360° die Bezeichnung ,,iberdrehter Winkel*
kreiert hat.
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im Alltag selten mit Bewegungen argumentiert wird und deshalb die sprachlichen Fa-
higkeiten in diesem Bereich unterentwickelt sind. Dies wiirde auch erkldren, warum
vorgegebene Formulierungen zum Beweglichen Denken bereitwillig aufgegriffen wer-
den. Wenn man sich eine Veridnderung vorstellen kann, einem aber zunichst die Worte
fehlen, um diese Vorstellung auch auszudriicken, dann greift man jede Formulierung,
die man hort oder liest, dankbar auf, wenn sie den eigenen Vorstellungen einigermalien
nahe kommt.?’®
Probleme mit Formulierungen ergaben sich auch bei den Hefteintrigen. Eine Kolle-
gin konstatiert riickblickend, dass man wohl mehr von dem, was im Unterricht im We-
sentlichen miindlich diskutiert wurde, auch im Schulheft festhalten miisste, weil viele
Schiilerinnen und Schiiler nach ihrer Erfahrung die Inhalte nochmals zu Hause nachar-
beiten bzw. nachlesen wollen. Sie sieht hier aber fiir sich selbst folgendes Problem:
»(...) wenn ich es formuliere, dann miisste ich es ja so formulieren, dass es wirk-
lich verbindlich zum Lernen da steht und viele Formulierungen ergaben sich ja

erst im Unterricht. Und da war einiges wo man gedacht hat, da muss man noch
mal driiber gehen, vielleicht finden wir noch eine bessere Formulierung.*

Einen moglichen Ausweg aus diesem Dilemma konnte ihrer Ansicht nach sein, dass die
Schiilerinnen und Schiiler ihre Uberlegungen und Ergebnisse selbst in ihren Worten
aufschreiben. Allerdings gibt sie zu bedenken, dass dies nur dann effektiv wére, wenn
alles entweder von der Lehrerin®’’ oder von den Schiilerinnen und Schiilern untereinan-
der korrigiert wiirde.

Ein Kollege®”® hat gute Erfahrungen damit gemacht, dass die Schiilerinnen und
Schiiler wihrend der Partnerarbeitsphasen ihre Ergebnisse und Uberlegungen in ihre
Schulhefte notiert haben. Dies wurde, nach seiner Aussage, von ithm auch stichproben-

artig kontrolliert. Dariiber hinaus mussten die Schiilerinnen und Schiiler jederzeit damit

76 Dieses Verhalten findet sich auch auf den Videos, die im Projektjahr in einzelnen Unterrichtsstunden
aufgezeichnet wurden. So wurden nach der Gruppenarbeitsphase zum Anderungsverhalten bei der Pri-
sentation der Gruppenergebnisse vor der Klasse von den Gruppensprechern oft Formulierungen aus den
Prisentationen anderer Gruppen iibernommen, die in ihrer eigenen Gruppe vorher nie verwendet worden
waren.

7 Dies hilt sie auf Grund der Arbeitsbelastung nicht fiir realistisch.

"8 Es handelt sich um den Lehrer, der die Partnerarbeitsphasen als sehr fruchtbar fiir die Schiilerinnen
und Schiiler erlebt hat.
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rechnen, ihre Ergebnisse vor der Klasse vorstellen zu miissen. Seine Anweisungen an

die Klasse fiir diese Plenumsarbeit beschreibt er wie folgt:

,Das war eine Sache, wo ich einfach gesagt habe, Leute, ich notiere das nicht ein-
fach vorne, ich rufe euch auf, ihr sagt mir etwas und dann diskutieren wir dartiber,
iiber das Ergebnis. Und das war ein Punkt, wo ich gesagt habe, das braucht ihr
auch im Heft. Verbessert es, wenn es falsch ist, was ihr euch gedacht habt. Denn
das ist Stoff, den ihr braucht.*

Im Gegensatz dazu ist eine Lehrerin nach negativen Riickmeldungen von Eltern dazu
iibergegangen, eigene Formulierungen der Schiilerinnen und Schiiler nur noch auf ei-
nem ,,Schmierblatt” notieren zu lassen. Erst nach dem abschlieBenden Unterrichtsge-
sprach wurde dann eine gemeinsame Formulierung in das Schulheft iibernommen, ,,dass
jeder das Gleiche im Heft stehen hat.” Genau dieses Vorgehen kritisiert ein anderer Kol-
lege riickblickend an seinem eigenen Unterricht. Er sagt, dass er in Zukunft Folgendes

versuchen mochte:

,Ich wiirde das, was die Schiiler sagen, versuchen aufzuschreiben mit mdglichst
dem dhnlichen Wortlaut, auch auf die Gefahr hin, dass es eben nicht hundertpro-
zent mathematisch korrekt ist. Um dann eventuell, wenn etwas auffillt oder zu
schlimm ist, dass man dann eben sagt, da miissen wir noch etwas dndern, etwas
umformulieren, weil das nicht ganz so stimmt. Das wiirde dann eventuell sonst zu
Verstdndnisschwierigkeiten fiihren bei anderen. Aber einfach mehr so dieses Um-
gangssprachliche aufschreiben. Die Worte, die sie benutzen, auch so praktisch
einfach nur festhalten. Und der eigentliche Satz, ob man den wirklich so hin-
schreibt, Satz, Doppelpunkt, das und das und das, ob das jetzt so wichtig ist?*

Folgende Erfahrung hat bei ihm dieses Umdenken ausgelost:

,»(...) erst haben sie es verstanden, die Schiiler, worum es geht, wir haben es lo-
cker formuliert und dann schreiben wir es formal richtig auf, mathematisch kor-
rekt. Und dann kann keiner mehr etwas mit dem Satz anfangen.*

Er setzt seine Analyse mit folgenden Worten fort:

»Das sind Sachen, die man auch als Lehrer erst lernen muss. (...) Also ich mache
es eigentlich auch oft sogar in den anderen Klassen so, dass ich das, was wir erar-
beiten, so aufschreibe. Das habe ich in der Elften gemacht, das hat eigentlich ganz
gut geklappt. Dass man so den ganzen Weg aufschreibt. (...) Halt locker formu-
liert und dann am Schluss noch mal korrekt, mathematisch korrekt. So dass die
[Schiilerinnen und Schiiler] immer beides hatten.*
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4.4.4 Ruckmeldungen von Eltern, Schiulern und Kollegen

Die Riickmeldungen und Reaktionen der Eltern auf das Unterrichtskonzept werden von
den Kolleginnen und Kollegen sehr unterschiedlich beschrieben.

e Ein Kollege berichtet davon, dass er das Projekt den Eltern personlich im Rah-
men eines Klassenelternabends zu Beginn des Schuljahres vorgestellt hat. Dabei
haben die anwesenden Eltern dieses Vorhaben sehr positiv aufgenommen und
die ,,neue* Herangehensweise einhellig begriift. Nach diesem Elternabend ha-
ben die Schiilerinnen und Schiiler geradezu ungeduldig nachgefragt, wann dieser
besondere Unterricht endlich beginnt. Auch im Verlauf des Schuljahres gab es in
der Klasse dieses Kollegen keinerlei negative Riickmeldung oder Anfragen zu
den Klassenarbeiten, sondern ausschlieBlich positive Reaktionen seitens der
Schiilerinnen und Schiiler und von der Klassenelternsprecherin.

Eine Kollegin, die zwei Klassen unterrichtet hat, berichtet von Gespridchen mit Klassen-
elternsprechern.

e Die Eltern der Laptop-Klasse haben das Konzept ,,akzeptiert”, weil ihnen von
Anfang an bekannt war, dass in dieser Klasse neue Konzepte erprobt werden.

e Bei der anderen Klasse war ein langes Gespriach mit den Klassenelternsprechern
notwendig, um sie davon zu iiberzeugen, dass es gerade auch im Hinblick auf
einen neue Unterrichtskultur sinnvoll ist, so zu unterrichten.

Die anderen Riickmeldungen stammen aus Einzelgesprachen mit Eltern leistungsschwé-
cherer Schiilerinnen und Schiiler, deren Kinder in Klassenarbeiten schlecht abgeschnit-
ten haben, und gehen alle in eine dhnliche Richtung. Es geht dabei ndmlich um die Fra-
ge, wie Unterrichtsergebnisse im Heft festgehalten werden (oder auch nicht) und wie
bzw. auf welcher Grundlage die Schiilerinnen und Schiiler zu Hause ,,lernen* bzw. iiben
konnen. Solche Aussagen werden im Folgenden zusammengestellt:

e Es wird Erstaunen dariiber geduBert, dass nicht alles, was im Computerraum be-
sprochen wird, auch im Heft steht, sondern dass die Schiilerinnen und Schiiler
wirklich ,,priasent™ sein miissen, weil ihnen sonst die Grundlage fiir weitere Auf-
gaben fehlt.

e Schlechte Noten werden darauf zuriickgefiihrt, dass im Unterrichtskonzept die-
ser Arbeit viel mehr Wert auf Verstindnis als auf Kalkiile gelegt wird. Im Zuge

dessen werde im Unterricht viel mehr ,,geredet und diskutiert™ und weniger in
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das Heft geschrieben, was ,,auswendig gelernt* bzw. im Sinne eines Kalkiils ab-
gearbeitet werden konne. Dies fiihre dazu, dass Noten nicht durch ,,viel liben*
verbessert werden konnen.

Fiir dieses Konzept existiert kein Ubungsmaterial fiir zusétzliche hiusliche
Ubungen und auch die Schulbiicher bieten dafiir keine Grundlage. Dies fiihre
dazu, dass Eltern und Nachhilfelehrer den Kindern nicht richtig helfen konnten.
Die Moglichkeit des Nachvollzugs des Unterrichtsgeschehens seitens der Eltern
sei dadurch stark eingeschrinkt, dass vieles im Zusammenhang mit dem Beweg-
lichen Denken im Unterricht miindlich geschieht und nicht im Sinne von Lehr-
sitzen, die man ,,Jernen* kann, in das Heft notiert wird.

Die Befiirchtung wird geduBlert, dass durch diese Art des Unterrichts ,,die guten
Schiiler” besser und ,,die schlechteren Schiiler noch schlechter wiirden, weil ih-
nen das fiir das Verstindnis notwendige ,,mathematische Vorstellungsvermo-
gen* fehle.

Derartige Riickmeldungen wurden im Verlauf des Schuljahres allerdings immer
geringer und horten schlieBlich ganz auf. Die Lehrkréfte fiihren dies auf eine

Gewohnung an die neue Art des Unterrichts zuriick.

Es gab offensichtlich kaum explizite Riickmeldungen von den Schiilerinnen und Schii-

lern. Im Folgenden werden die wenigen Aussagen zusammengestellt:

In zwei Klassen gab es durchweg sehr positive Riickmeldungen auf diese Art
des Unterrichts.

In einer Klasse, die dem Konzept gegeniiber zu Beginn des Schuljahres sehr ne-
gativ eingestellt war, hat sich diese Haltung am Ende des Schuljahres bei allen
(bis auf einen Schiiler) vollstindig in das Gegenteil gewandelt. Sie wollten im
ndchsten Schuljahr unbedingt so weiterarbeiten.

In den beiden anderen Klassen haben die Schiilerinnen und Schiiler selten von

sich aus konkrete Riickmeldungen gegeben. Insgesamt ist aber bei den Lehrkréf-
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ten der Eindruck entstanden, dass die Schiilerinnen und Schiiler mehrheitlich

motivierter waren und es interessant fanden ,,mit Bewegungen zu arbeiten.?”
Das Interesse der Fachkollegen an den jeweiligen Schulen hielt sich nach einhelliger
Aussage aller beteiligter Lehrerinnen und Lehrer in engen Grenzen.

e Vereinzelt zeigten Kolleginnen oder Kollegen Interesse daran, das Unterrichts-
material zu erhalten. Allerdings gab es anschlieBend keine Riickmeldungen die-
ser Lehrerinnen und Lehrer zu dem Material. Es ist also wahrscheinlich davon
auszugehen, dass eine ernsthafte Auseinandersetzung damit (noch) nicht stattge-
funden hat.

e Ein Fachbetreuer®™ war bei jeder Klassenarbeit mit (Teil-)Aufgaben zum Be-
weglichen Denken der Meinung, die Arbeit sei sehr schwer und auf jeden Fall
anspruchsvoller als die Klassenarbeiten der Parallelklassen. Alle anderen Kolle-

ginnen und Kollegen berichten, dass es keine Riickmeldungen seitens der Fach-

betreuer gab.

4.4.5 Was haben die Schilerinnen und Schiiler verstanden?

Alle Lehrerinnen und Lehrer sind sich einig, dass die Schiilerinnen und Schiiler im Hin-
blick auf den ersten Aspekt des Beweglichen Denkens, dem ,, Bewegung hineinsehen
und damit argumentieren”, im Laufe des Schuljahres dazugelernt und den Sinn dieses
Zugangs zu Fragestellungen verstanden haben.
e Die Schiilerinnen und Schiiler haben ein Bewusstsein dafiir entwickelt, Bewe-
gungen bzw. Verinderungen bei Uberlegungen mit zu beriicksichtigen.
e Ca. drei Viertel der Schiilerinnen und Schiiler konnen Bewegungen in statische
Konfigurationen hineinsehen und damit auch argumentieren.
e Alle Schiilerinnen und Schiiler konnen sich Bewegungen vorstellen und die dar-
aus resultierenden Verdnderungen abhingiger Grofen antizipieren. Das Argu-

mentieren mit diesen Bewegungen fillt aber einigen noch schwer.

" Eine Lehrerin belegt diesen Eindruck damit, dass sie wihrend des gesamten Schuljahres nicht einmal
die sonst hdufig zu horende Schiilerfrage ,,Warum machen wir das eigentlich?* gehort hat. Die Schiilerin-
nen und Schiiler waren, nach ihrer Einschitzung, punktuell sogar ,,begeistert™.

%0 An bayerischen Gymnasien gibt es fiir jedes Fach einen Fachbetreuer, der u. a. simtliche Klassenarbei-
ten der Kolleginnen und Kollegen respiziert.
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Im Hinblick auf den zweiten Aspekt des Beweglichen Denkens, ndmlich ,, Gesamtkonfi-
guration erfassen und analysieren “, sind die Kolleginnen und Kollegen eher skeptisch.

e Zum Erfassen und Analysieren von Gesamtkonfigurationen waren die Schiile-
rinnen und Schiiler mehrheitlich nicht selbststéindig in der Lage. Hier waren in
der Regel AnstoBBe zum Umfokussieren notwendig, die dann aber meist gut auf-
genommen und umgesetzt werden konnten.

e Nach Einschitzung der Lehrkrifte ist es im Wesentlichen nur den guten Schiile-
rinnen und Schiilern gelungen, Gesamtkonfigurationen zu erfassen und zu analy-
sieren. Ein Lehrer vermutet deshalb sogar, dass von dieser Art des Unterrichts
insbesondere die guten Schiilerinnen und Schiiler profitieren.

‘

Den dritten Aspekt, also ,, Anderungsverhalten erfassen und beschreiben“, erwihnen
die Lehrerinnen und Lehrer gar nicht. Letzteres ist dadurch leicht zu erkldren, dass die-
ser Aspekt in drei Klassen liberhaupt nicht explizit und in den beiden anderen Klassen
nur kurz thematisiert wurde. Ein Kollege berichtet allerdings, dass er wéhrend der
Gruppenarbeitsphase zum Anderungsverhalten sehr positiv davon iiberrascht war, wie
die Schiilerinnen und Schiiler das im Laufe des Schuljahres entwickelte Bewegliche
Denken eingesetzt und mit Bewegungen argumentiert haben.

Die Aussagen der Kolleginnen und Kollegen stiitzen die Hypothese, dass die Ent-
wicklung des Beweglichen Denkens ein langwieriger Prozess ist, der nicht innerhalb
eines Jahres abgeschlossen ist. Die Wahrnehmung, dass es im Wesentlichen nur den
guten Schiilerinnen und Schiilern gelungen ist, Gesamtkonfigurationen zu erfassen und
zu analysieren, stehen allerdings im Widerspruch zu den empirischen Ergebnissen aus
den Leistungstests. Denn hier weist die mittlere Leistungsgruppe im Nachtest die grof3te
Leistungssteigerung im Vergleich zum Vortest bei Items zum Beweglichen Denken auf
und erreicht im Nachtest sogar das Leistungsniveau der im Vortest besseren Gruppe.
Ein Versuch diese Diskrepanz zu erklaren konnte sein, dass leistungsstiarkere Schiilerin-
nen und Schiiler sich in der Regel intensiver am Unterrichtsgespriach beteiligen und sich

Einschidtzungen bzgl. der mentalen Fihigkeiten hdufig zunédchst an miindlichen Beitri-

gen entwickeln. Diese Vermutung wird durch die Aussagen zweier Lehrkrifte gestiitzt,
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die berichten, dass ihrer Einschitzung nach die schriftlichen Leistungen in Klassenar-
beiten nicht das Niveau der miindlichen Unterrichtsbeitréige erreicht haben.?'

Neben der Entwicklung des Beweglichen Denkens ist es fiir Lehrerinnen und Lehrer
vor allem wichtig, ob die Inhaltsziele des Mathematikunterrichts dieser Jahrgangsstufe
erreicht werden. Hier sind alle Kolleginnen und Kollegen iibereinstimmend der Ansicht,
dass die Inhaltsziele mindestens genauso gut erreicht wurden wie nach einer herkdmm-
lichen Herangehensweise.

e FEin Kollege ist iiberzeugt davon, dass der Unterricht nach dem Konzept dieser
Arbeit zu einem guten Verstidndnis und einer besseren Fundierung von mathe-
matischen Grundbegriffen dieser Jahrgangsstufe wie ,Mittelsenkrechte®,
»gleichschenkliges Dreieck® u. 4. bei allen Schiilerinnen und Schiilern gefiihrt
hat. Diese groBBere Nachhaltigkeit beim Begriffslernen erklért er sich damit, dass
hier, im Gegensatz zu anderen Unterrichtskonzepten, stindig mit den Begriffen
und ihrer Bedeutung argumentiert wird.

e Eine Kollegin hat den Eindruck, dass die Schiilerinnen und Schiiler Zusammen-
hinge besser erkannt und auf diese Weise mehr verstanden haben als in der ih-
nen bisher vertrauten Herangehensweise.

Anhand der Bearbeitung der Aufgaben zum Beweglichen Denken in den Klassenarbei-
ten war nach der Aussage aller Lehrerinnen und Lehrer eine positive Entwicklung der
Schiilerinnen und Schiiler zu erkennen. Die Aufgaben zum Beweglichen Denken wur-
den von den Schiilerinnen und Schiilern haufig als anspruchsvoller als andere Aufgaben
wahrgenommen,** aber auch diese Aufgaben wurden im Laufe des Schuljahres immer

besser geldst.

! Einer der beiden Lehrkrifte gibt in diesem Zusammenhang allerdings zu bedenken, dass es seiner
Meinung nach im miindlichen Bereich leichter ist, das Verstindnis zu iiberpriifen, als in schriftlichen
Leistungserhebungen, weil man im Gesprich jederzeit die Moglichkeit hat, Riickfragen zu stellen.

2 Dies fithrt eine Kollegin u. a. darauf zuriick, dass hier zunichst einmal Texte gelesen und verstanden
werden mussten.
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4.4.6 In Zukunftim Sinne des Beweglichen Denkens unterrich-
ten?!

Alle Lehrerinnen und Lehrer geben an, dass sie auf jeden Fall wieder in 7. Klassen nach

283 ind motivierend erlebt

dem Konzept dieser Arbeit unterrichten, da sie es als effektiv
haben. Dies wird u. a. durch folgende Aussagen gestiitzt:

e Es wird keine Notwendigkeit gesehen Umstellungen im Ablauf oder deutliche
Anderungen am Konzept vorzunehmen.

e Das Potenzial des Beweglichen Denkens hat sich erst im Laufe des Projektjahres
vollstidndig erschlossen. Auf dieser Grundlage wird es in weiteren Schuljahren
noch leichter fallen nach diesem Konzept zu unterrichten.

e Die Kolleginnen und Kollegen haben im Laufe des Projektjahres im Hinblick
auf das Bewegliche Denken selbst viel dazugelernt.***

Die Zufriedenheit mit dem Konzept macht sich auch darin bemerkbar, dass die Kolle-
ginnen und Kollegen kaum Anderungsvorschlige fiir das Konzept haben. Auf die Frage,
was sie dndern werden, wenn sie noch einmal nach dem Konzept dieser Arbeit unter-
richten, nennen sie fast ausschlielich methodische oder organisatorische Verdnderun-
gen. Im Folgenden werden genannte Anderungsvorhaben zusammengestellt:

e Unterricht eher blockweise organisieren

e die Unterrichtsorganisation im Computerraum modifizieren

e weniger mit dem Computer arbeiten und mehr Wert auf enaktive Tatigkeiten der
Schiilerinnen und Schiiler legen

e mehr Alltagsbeziige herstellen

e cine zwei- bis dreistiindige Einflihrung in EUKLID DynaGeo voranstellen

e Partnerarbeitsphasen im Computerraum kiirzen um Zeit fiir mehr Diskussionen
und die Beschiftigung mit Kongruenzabbildungen und Kongruenzsétzen zu ge-
winnen

e den Themenbereich ,,Kongruenzsitze* nicht mehr nach dem Konzept unterrich-

ten, weil hier der statische Vergleich zweier Dreiecke im Mittelpunkt stehe

2 ygl. 4.4.5 Was haben die Schiilerinnen und Schiiler verstanden?
2 Eine Kollegin erklirt sogar, dass das Konzept ihre Herangehensweise an die gesamte Mathematik
»dynamisiert™ hat.
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Alle Kolleginnen und Kollegen erkldren unabhédngig voneinander, dass sie auch in ande-
ren Jahrgangsstufen und anderen Inhaltsbereichen als der Geometrie im Sinne des Be-
weglichen Denkens unterrichten werden. Eine Lehrerin und ein Lehrer haben dies ihrer
Aussage nach sogar schon im Projektjahr in ihren anderen Mathematikklassen phasen-
weise getan. Eine Kollegin erkldrt, dass sie noch viel hdufiger im Sinne des Bewegli-
chen Denkens unterrichten wiirde, wenn weitere Unterrichtsmaterialien und insbesonde-
re fertige EUKLID DynaGeo-Dateien vorldgen.

Die Lehrerinnen und Lehrer nennen (teilweise mehrfach) folgende Inhaltsbereiche,
in denen sie spontan eine Herangehensweise im Sinne des Beweglichen Denkens fiir
sinnvoll erachten:

Geometrie:

e Vierecksgrundformen

e Beweisen

e Zentrische Streckung, Strahlensatz, Ahnlichkeitsabbildungen

Algebra:

e Einfiihrung von Variablen

e Verstindnis von ,,Formeln‘

¢ Entstehung von Funktionsgraphen

e Anderungsverhalten von Funktionen

e Parametervariation bei linearen Gleichungssystemen

e Auswirkung von Parametervariationen auf Funktionen und ihre Graphen

e Erarbeitung von Funktionseigenschaften (z. B. Monotonieverhalten, Steigung,

Extremwerte ...)

e Grenzwertbegriff

4.5 Diskussion und Ausblick

In der Einleitung dieser Arbeit habe ich mein Anliegen zum Ausdruck gebracht, die
Unterrichtswirklichkeit beeinflussen und (mit-)gestalten zu wollen, und zwar in einer
Weise, die dazu fiihrt, dass Mathematikunterricht auf das Verstehen der Schiilerinnen
und Schiiler ausgerichtet ist. Fiir mich birgt ein Unterricht, der im Sinne des Bewegli-

chen Denkens angelegt ist, die Mdglichkeit, eine Balance zwischen Anschauung und
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Entwicklung eines tieferen Verstidndnisses zu erreichen. Inwieweit bestétigen die Er-
gebnisse dieser Arbeit diese Ansicht? Es stellt sich die Frage, welchen Beitrag diese
Arbeit zur mathematikdidaktischen Forschung und zur Weiterentwicklung des Mathe-
matikunterrichts leistet und wo Ansatzpunkte fiir weitere Forschungsarbeiten bestehen.
Mogliche Antworten darauf sind vielschichtig und sollen im Folgenden zusammenge-
stellt werden.

Betrachtet man die Ergebnisse der Lehrerinterviews, so 1dsst sich zundchst festhalten,
dass die beteiligten Kolleginnen und Kollegen das Arbeiten im Hinblick auf das Beweg-
liche Denken als sehr positiv erlebt haben. Dies wird insbesondere daran deutlich, dass
alle wieder nach dem Unterrichtskonzept unterrichten werden. Allerdings fallt auf, dass
kaum inhaltliche Kritik an dem Konzept geduBlert wird, was zu der Frage Anlass gibt,
ob die Lehrerinnen und Lehrer evtl. nicht gewohnt sind, sich mit dem didaktischen Ge-
halt eines vorgegebenen Konzepts inhaltlich auseinander zu setzen. Hier besteht u. U.
Bedarf fiir entsprechende Fortbildungen und die Entwicklung zugehoriger Fortbil-
dungskonzepte. Gleiches gilt fiir Fortbildungen zu von der Mathematikdidaktik zur Ver-
fligung gestellten Unterrichtsmaterialien. Im Rahmen dieser Arbeit hat es sich als sehr
notwendig erwiesen, gemeinsame Treffen (Lehrerfortbildungen) mit den beteiligten
Kolleginnen und Kollegen durchzufiihren, in denen der Umgang mit den Materialien
diskutiert wurde. Die Lehrerinnen und Lehrer sehen zwar das Potenzial des Bewegli-
chen Denkens fiir den Mathematikunterricht und kénnen spontan auch Inhaltsbereiche
angeben, in denen sich eine Herangehensweise im Sinne des Beweglichen Denkens an-
bieten wiirde, fiir eine haufigere Umsetzung im eigenen Unterricht wiinschen sie aber
weitere vorgegebene Unterrichtsmaterialien. Auch hier besteht ein Ansatzpunkt fiir ein
weites Feld mathematikdidaktischer (Forschungs-)Arbeit: Es miissen Fortbildungskon-
zepte entwickelt und evaluiert werden, die darauf ausgelegt sind, in kleinen Gruppen
mit Lehrerinnen und Lehrern zu arbeiten und sie dazu zu befdhigen, selbststindig Un-
terrichtskonzepte und Unterrichtsmaterialien zu entwickeln und zu evaluieren.

Noch ein anderer Aspekt aus den Lehrerinterviews ist meiner Ansicht nach bemer-
kenswert. In der didaktischen Literatur ist es seit sehr vielen Jahren Standard, von schii-
lerzentriertem Arbeiten, auch in Partner- oder Gruppenarbeit, entdeckendem Lernen und
dem selbstverstiandlichen Computereinsatz auszugehen oder dies wenigstens zu propa-

gieren. Zumindest fiir die hier untersuchten Klassen und deren Lehrerinnen und Lehrer
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scheint praktisch nichts davon selbstverstdndlich gewesen zu sein, ganz im Gegenteil.
Insofern hat der Unterricht im Rahmen dieser Arbeit auch dazu beigetragen, die betei-
ligten Lehrerinnen und Lehrer fiir diese Aspekte des Unterrichts zu sensibilisieren.

Die Riickmeldungen von Eltern schwicherer Schiilerinnen und Schiiler kdnnen trotz
ihrer geringen Zahl Anlass dazu geben, den Blickwinkel mathematikdidaktischer For-
schungs- und Entwicklungsarbeit auszuweiten und den ,,Nachmittagsmarkt® stirker zu
beachten. Es scheint mir jedenfalls kritisch zu sein, diesen Bereich des Lernens im schu-
lischen Umfeld im Wesentlichen kommerziellen und zumindest gelegentlich fragwiirdi-
gen Anbietern zu tiberlassen.

Auch die Lehrerantworten im Umfeld der Frage, was die Schiilerinnen und Schiiler
threr Ansicht nach im Projektjahr im Hinblick auf das Bewegliche Denken gelernt ha-
ben, geben eine Reihe von DenkanstoBen. Wie oben dargestellt dullern die Lehrerinnen
und Lehrer einerseits, dass alle Schiilerinnen und Schiiler Bewegungen in ein statisches
Phanomen hineinsehen und die meisten auch damit argumentieren konnen, andererseits
erkldren sie auch einheitlich, dass nur ,,die guten* Schiilerinnen und Schiiler in der Lage
waren, Gesamtkonfigurationen zu erfassen und zu analysieren. Diese Erfahrung aus
Unterrichtsgesprachen veranlasst einen Kollegen sogar dazu, zu vermuten, dass von
dieser Form des Unterrichts insbesondere ,,die guten* Schiilerinnen und Schiiler profi-
tieren. Diese Aussage steht klar im Widerspruch zu den Ergebnissen der Leistungstests.
Eine noch offene Frage ist, wie solche auf Erfahrungen gestiitzte offensichtlich nicht
zutreffende Vermutungen von Lehrerinnen und Lehrern entstehen. Meine Hypothese ist,
dass solche Einschitzungen von Kolleginnen und Kollegen daher rithren, dass im Unter-
richtsgesprach hauptsédchlich die Extreme auffallen und dadurch graduelle Verdanderun-
gen zum Besseren eher nicht wahrgenommen werden.

Alle Kolleginnen und Kollegen geben an, dass die Schiilerinnen und Schiiler die In-
haltsziele des Geometrieunterrichts genauso gut erreicht haben wie vergleichbare Klas-
sen. Diese Einschidtzung deckt sich mit den Ergebnissen der entsprechenden Items des
Leistungstests. Eine Lehrerin und ein Lehrer gehen sogar davon aus, dass teilweise eine
bessere Fundierung der Inhalte erreicht wurde. Diese letzte Aussage lésst sich allerdings
nicht direkt in Bezug zur Ausrichtung des Unterrichts auf das Bewegliche Denken set-
zen. Dies liegt daran, dass das Unterrichtskonzept dieser Arbeit, zumindest fiir die betei-

ligten Kolleginnen und Kollegen sowie Schiilerinnen und Schiiler, neben einer Heran-
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gehensweise im Sinne des Beweglichen Denkens noch eine Reihe von anderen neuen
Aspekten gebracht hat,”™ die ebenfalls zu einer Verbesserung des allgemeinen Unter-
richtserfolges beigetragen haben konnten.

Neben den hier diskutierten Ergebnissen des qualitativen Teils der empirischen Unter-
suchungen tragen insbesondere die quantitativen Ergebnisse, die auf den von mir entwi-
ckelten Leistungstests basieren, zur Beantwortung der in Abschnitt 2.6 zusammenge-
stellten Forschungsfragen bei. Es hat sich gezeigt, dass es mit Hilfe meines Unterrichts-
konzepts moglich ist, Bewegliches Denken zu férdern und zu entwickeln, denn die Un-
terrichtsklassen schneiden bzgl. der Items zum Beweglichen Denken im Nachtest signi-
fikant besser ab als die Kontrollklassen. Es hat sich herausgestellt, dass dieses Ergebnis
abhédngig von den bereits im Vortest nachgewiesenen Fdhigkeiten des Beweglichen
Denkens ist. Die Schiilerinnen und Schiiler der Unterrichtsklassen, die auf Grund der
Vortestergebnisse in die mittlere Leistungsgruppe eingeordnet wurden, haben im Nach-
test signifikant bessere Ergebnisse als die entsprechende Gruppe der Kontrollklassen
und erreichen sogar das Leistungsniveau der leistungsstirksten Gruppe. Die im Vortest
leistungsstarkste Teilgruppe der Unterrichtsklassen stagniert dagegen auf hohem Niveau
wihrend die entsprechende Teilgruppe der Kontrollklassen in ihren Leistungen sogar
abfallt.

Eine weitere Forschungsfrage dieser Arbeit bezieht sich auf den Zusammenhang
zwischen tiberdurchschnittlicher Intelligenz und den Fahigkeiten des Beweglichen Den-
kens. Die Ergebnisse dieser Arbeit machen deutlich, dass die Fahigkeiten des Bewegli-
chen Denkens bei Schiilerinnen und Schiilern einer Hochbegabtenklasse™ mit iiber-
durchschnittlichem Intelligenzquotienten nicht stirker ausgepréigt ist als bei anderen
Gymnasiastinnen und Gymnasiasten gleichen Alters. Die Leistungssteigerung im Hin-
blick auf das Bewegliche Denken fiel bei den besonders begabten Schiilerinnen und
Schiilern im Untersuchungszeitraum, bei gleichartigem Unterricht, sogar deutlich gerin-
ger aus als bei einer ,,normalen* Klasse. Dies kann mdglicherweise mit Hilfe von neue-

ren psychophysiologischen Ergebnissen erkldrt werden. Die Psychologen

8 Genannt seien hier schiilerzentriertes Arbeiten, etwa in Partner- oder Gruppenarbeit, entdeckendes
Lernen und selbstverstindlicher Computereinsatz.
%6 Dieser problematische Begriff wird in Abschnitt 4.1.2 erliutert.
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GRABNER ET AL. (2003) stellen in ihrem Artikel ,,When intelligence loses its impact:
neural efficiency during reasoning in a familiar area“ fest, dass bereits Kinder im
Grundschulalter bei mathematischen Inhalten mangelnde Intelligenz durch entsprechen-
des Vorwissen kompensieren kdnnen, dass es ihnen aber nicht mdglich ist, mangelndes
Vorwissen durch Intelligenz zu kompensieren. Sie schreiben weiter:
“Once an elaborate knowledge base has been developed in a particular area, intel-
ligence no longer seems to affect the performance that can be achieved in this
area. However, it 1s thoroughly plausible that intelligence affects cognitive activi-
ties beyond the performance level — the lower a person's 1Q, the higher the cortical
activation that may be necessary for this person to cope with the respective de-
mand. Online registration of cortical activation during reasoning in an area of ex-
pertise assumed to be chosen by people of various levels of intelligence allows us
to test this hypothesis. We studied the neural efficiency of experienced taxi drivers
of varying 1Qs by presenting them with an expertise task based on familiar taxi
routes (...). (...) our results suggest that no (...) neural efficiency patterns emerge

when prior knowledge or expertise comes into play.” GRABNER ET AL. (2003),
p. 90 and 95

Im Hinblick auf die Ergebnisse der Nachuntersuchung dieser Arbeit konnte das bedeu-
ten, dass im Untersuchungsjahr bei den Schiilerinnen und Schiilern eine Gewdhnung an
das Denken in Bewegungen und Veridnderungen eingetreten ist. Das macht sie zwar
sicher nicht zu Experten auf diesem Gebiet, aber erzeugt doch eine Vertrautheit mit ent-
sprechenden Fragestellungen, die fiir eine Kompensation der evtl. geringeren Intelligenz
ausreicht. Dies wére eine Begriindung dafiir, dass die Schiilerinnen und Schiiler aus der
,.normalen“ Klasse nicht schlechter abschneiden als die Schiilerinnen und Schiiler der
,Hochbegabtenklasse*. Eine bisher offene Frage ist, warum die Schiilerinnen und Schii-
ler der ,,normalen* Klasse sogar deutlich besser abschneiden als Schiilerinnen und
Schiiler der Hochbegabtenklasse. Hier miissen ggf. weitere Untersuchungen Aufschluss
geben.

Fiir die Weiterentwicklung des Beweglichen Denkens ist das Ergebnis viel verspre-
chend, dass die Schiilerinnen und Schiiler der Klassen, die von Lehrkriften unterrichtet
wurden, die vorher bereits ein Schuljahr ihren Unterricht nach dem Konzept dieser Ar-
beit gestaltet hatten, eine deutlich grofere Leistungssteigerung im Hinblick auf das Be-
wegliche Denken erreichen als Klassen, deren Lehrerinnen und Lehrer zum ersten Mal
nach diesem Konzept unterrichten. Auch hier scheint sich eine auf Erfahrung basierende
Kompetenz bei den Lehrerinnen und Lehrern einzustellen. Auf dieser Basis konnte der

zweite Teil der in dieser Arbeit konzipierten Lehrerfortbildung zum Thema ,,Bewegli-
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ches Denken Erfolg versprechend sein. Dabei geht es darum, dass kleine Lehrerteams
in Zusammenarbeit mit einem Didaktiker die Grundidee des hier erarbeiteten Unter-
richtskonzepts in eigene Unterrichtsausarbeitungen fiir andere Inhalte und Jahrgangsstu-
fen umsetzen, evaluieren und weiterentwickeln. Dies wire ein lohnender Ansatz fiir ein
weites Feld praxisrelevanter didaktischer Forschungsarbeit.

In diesem Zusammenhang ist auch das Ergebnis dieser Arbeit interessant, dass Be-
wegliches Denken sich in den Unterrichtsklassen nicht nur im Bereich der Geometrie
verbessert hat, in dem im Sinne des Beweglichen Denkens unterrichtet wurde, sondern
auch im Bereich der Algebra. Offensichtlich schaffen Schiilerinnen und Schiiler in ge-
wissen Grenzen auch einen Transfer dieser neuen Denkweisen in andere Inhalte. Diese
Fahigkeit zum Transfer erstreckt sich tendenziell auch auf Fihigkeiten des Beweglichen
Denkens, die gar nicht oder nur vernachldssigbar geschult wurden. Items, die die dritte
und hochste Kompetenz im Zusammenhang mit dem Beweglichen Denken, ndmlich die
Fihigkeit ,,Anderungsverhalten erfassen und beschreiben®, erfordern, wurden von den
Schiilerinnen und Schiilern der Unterrichtsklassen in dieser Untersuchung tendenziell
besser bearbeitet als von Schiilerinnen und Schiilern der Kontrollklassen, obwohl bei
drei Unterrichtsklassen das Anderungsverhalten iiberhaupt nicht thematisiert wurde und
in den beiden anderen Klassen nur drei Unterrichtsstunden dafiir verwendet wurden.

Die Ergebnisse der TIMSS-Items des Leistungstests belegen, dass das auf das Be-
wegliche Denken ausgerichtete Unterrichtskonzept zu gleichen Leistungen bei Aufga-
ben zu Inhalten des Mathematikunterrichts der 7. Jahrgangsstufe fiihrt, die nicht mit
Hilfe beweglicher Argumentationen zu ldsen sind. Durch die Fokussierung auf die Ent-
wicklung des Beweglichen Denkens werden also keine Inhaltsziele der entsprechenden

Jahrgangsstufe vernachléssigt.

Die vorliegende Arbeit hat aufgezeigt, dass es moglich ist, das Bewegliche Denken bei
Schiilerinnen und Schiilern langfristig zu fordern und weiterzuentwickeln. Es bleibt
zukiinftigen Forschungsarbeiten iiberlassen empirisch zu untersuchen, in welchen Be-
reichen der Mathematik eine Herangehensweise im Sinne des Beweglichen Denkens
besonders Gewinn bringend ist und ob es Gebiete gibt, in denen Bewegliches Denken

eher nicht hilfreich ist.
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Anhang

Anhang A: Aufgabenblatter fiir die Gruppenarbeit
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Gruppe 1
Aufgabenblatt fir die Gruppenarbeit

1. Bestimmt eine Gruppensprecherin bzw. einen Gruppensprecher, die/der euer Ergeb-

nis dem Rest der Klasse vorstellt.

2. Diskutiert die Aufgaben in der Gruppe und erarbeitet gemeinsam eine Losung. Euer
Ziel muss sein, dass jede und jeder in der Gruppe eure Losung verstanden hat. Er-

klart euch eure Losungsansétze gegenseitig!

3. Macht euch Notizen, wihrend ihr die Aufgaben diskutiert. Anhand dieser Notizen
gestaltet ihr zum Schluss gemeinsam ein Plakat oder eine Folie fiir den Tageslicht-

projektor, auf dem/der ihr eure Losung prasentiert.

4. Thr habt insgesamt 30 Minuten Zeit dafiir.

Aufgaben:

Bei einem Kolbenmotor bewegt sich das ,,Schwungrad*

immer gleichmifBig in dieselbe Richtung.

a) Beschreibt, wie sich dabei der Kolbenkopf (blaue
Flache in der Abbildung) bewegt.

b) Wie groB ist der Kolbenhub®™'? (Gebt ein Ver-

gleichsmal} aus der Zeichnung an!)
c) Bewegt sich der Kolbenkopf immer gleichméBig oder
ist er manchmal schneller und manchmal langsamer? O
[ ]
Gebt gegebenenfalls an, in welchen Bewegungssitua- O
tionen er sich schneller und in welchen er sich lang-

samer bewegt. Begriindet eure Antwort.

27 Der Kolbenhub ist der Abstand zwischen der hochsten und der tiefsten Lage des Kolbenkopfes.
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Gruppe 2
Aufgabenblatt fir die Gruppenarbeit

1. Bestimmt eine Gruppensprecherin bzw. einen Gruppensprecher, die/der euer Ergeb-

nis dem Rest der Klasse vorstellt.

2. Diskutiert die Aufgaben in der Gruppe und erarbeitet gemeinsam eine Losung. Euer
Ziel muss sein, dass jede und jeder in der Gruppe eure Losung verstanden hat. Er-

klart euch eure Losungsansitze gegenseitig!

3. Macht euch Notizen, wihrend ihr die Aufgaben diskutiert. Anhand dieser Notizen
gestaltet ihr zum Schluss gemeinsam ein Plakat oder eine Folie fiir den Tageslicht-

projektor, auf dem/der ihr eure Losung prasentiert.

4. Thr habt insgesamt 30 Minuten Zeit dafiir.

Aufgaben:

Der Punkt C wird gleichméBig gegen den

Uhrzeigersinn entlang des Kreises bewegt.

a) Wie dndert sich dabei die Linge der
Strecke a? Wird sie ldnger oder kiir-
zer? Gebt gegebenenfalls jeweils Be-
reiche fiir die Lage von C an, fiir die
die Lange von a grofler bzw. kleiner
wird. Erldutert, wie ihr euch das iiber-

legt habt.

b) Fiir welche Lage von C ist die Strecke

a am ldngsten bzw. am kiirzesten? Be-

A i B

griindet eure Antwort.

¢) Andert sich die Linge der Strecke a iiberall gleich schnell oder gibt es Bereiche fiir
die Lage von C, in denen sie sich schneller und andere, in denen sie sich langsamer
andert? Gebt gegebenenfalls diese Bereiche an. Beschreibt, wie ihr euch das tiber-

legt habt.
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Gruppe 3
Aufgabenblatt fir die Gruppenarbeit

1. Bestimmt eine Gruppensprecherin bzw. einen Gruppensprecher, die/der euer Ergeb-

nis dem Rest der Klasse vorstellt.

2. Diskutiert die Aufgaben in der Gruppe und erarbeitet gemeinsam eine Losung. Euer
Ziel muss sein, dass jede und jeder in der Gruppe eure Losung verstanden hat. Er-

klart euch eure Losungsansitze gegenseitig!

3. Macht euch Notizen, wihrend ihr die Aufgaben diskutiert. Anhand dieser Notizen
gestaltet ihr zum Schluss gemeinsam ein Plakat oder eine Folie fiir den Tageslicht-

projektor, auf dem/der ihr eure Losung prasentiert.

4. Thr habt insgesamt 30 Minuten Zeit dafiir.

Aufgaben:

Der Punkt C wird gleichméBig gegen den

Uhrzeigersinn entlang des Kreises bewegt.

a) Wie dndert sich dabei die Linge der
Strecke b? Wird sie ldnger oder kiir-
zer? Gebt gegebenenfalls jeweils Be-
reiche fiir die Lage von C an, fiir die
die Linge von b grofer bzw. kleiner
wird. Erldutert, wie ihr euch das iiber-

legt habt.

b) Fiir welche Lage von C ist die Strecke

b am lidngsten bzw. am kiirzesten? Be-

griindet eure Antwort.

¢) Andert sich die Linge der Strecke b iiberall gleich schnell oder gibt es Bereiche fiir
die Lage von C, in denen sie sich schneller und andere, in denen sie sich langsamer
andert? Gebt gegebenenfalls diese Bereiche an. Beschreibt, wie ihr euch das tiber-

legt habt.
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Gruppe 4
Aufgabenblatt fir die Gruppenarbeit

1. Bestimmt eine Gruppensprecherin bzw. einen Gruppensprecher, die/der euer Ergeb-

nis dem Rest der Klasse vorstellt.

2. Diskutiert die Aufgaben in der Gruppe und erarbeitet gemeinsam eine Losung. Euer
Ziel muss sein, dass jede und jeder in der Gruppe eure Losung verstanden hat. Er-

klart euch eure Losungsansitze gegenseitig!

3. Macht euch Notizen, wihrend ihr die Aufgaben diskutiert. Anhand dieser Notizen
gestaltet ihr zum Schluss gemeinsam ein Plakat oder eine Folie fiir den Tageslicht-

projektor, auf dem/der ihr eure Losung prasentiert.

4. Thr habt insgesamt 30 Minuten Zeit dafiir.

Aufgaben:

Der Punkt C wird gleichméBig gegen den

Uhrzeigersinn entlang des Kreises bewegt.

a) Wie dndert sich dabei die Linge der
Strecke h? Wird sie ldnger oder kiir-
zer? Gebt gegebenenfalls jeweils Be-
reiche fiir die Lage von C an, fiir die
die Linge von h grofer bzw. kleiner
wird. Erldutert, wie ihr euch das iiber-

legt habt.

b) Fiir welche Lage von C ist die Strecke

h am lidngsten bzw. am kiirzesten? Be-

griindet eure Antwort.

¢) Andert sich die Linge der Strecke h iiberall gleich schnell oder gibt es Bereiche fiir
die Lage von C, in denen sie sich schneller und andere, in denen sie sich langsamer
andert? Gebt gegebenenfalls diese Bereiche an. Beschreibt, wie ihr euch das tiber-

legt habt.
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Gruppe 5
Aufgabenblatt fir die Gruppenarbeit

1. Bestimmt eine Gruppensprecherin bzw. einen Gruppensprecher, die/der euer Ergeb-

nis dem Rest der Klasse vorstellt.

2. Diskutiert die Aufgaben in der Gruppe und erarbeitet gemeinsam eine Losung. Euer
Ziel muss sein, dass jede und jeder in der Gruppe eure Losung verstanden hat. Er-

klart euch eure Losungsansitze gegenseitig!

3. Macht euch Notizen, wihrend ihr die Aufgaben diskutiert. Anhand dieser Notizen
gestaltet ihr zum Schluss gemeinsam ein Plakat oder eine Folie fiir den Tageslicht-

projektor, auf dem/der ihr eure Losung prasentiert.

4. Thr habt insgesamt 30 Minuten Zeit dafiir.

Aufgaben:

C g

A B

Der Punkt C wird gleichmiafBig nach rechts entlang der Geraden g bis zum Punkt P be-

wegt.

a) Wie dndert sich dabei der Winkel a? Wird er grofer oder kleiner? Gebt gegebenen-
falls jeweils Bereiche fiir die Lage von C an, fiir die der Winkel gréer bzw. kleiner

wird. Erlautert, wie ihr euch das tiberlegt habt.

b) Gibt es maximale und minimale Winkelgroen von a und fiir welche Lage(n) von C

treten sie gegebenenfalls auf? Begriindet eure Antwort.

¢) Andert sich der Winkel o iiberall gleich schnell oder gibt es Bereiche fiir die Lage
von C, in denen er sich schneller und andere, in denen er sich langsamer @ndert?

Gebt gegebenenfalls diese Bereiche an. Beschreibt, wie ihr euch das liberlegt habt.
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Gruppe 6
Aufgabenblatt fir die Gruppenarbeit
1. Bestimmt eine Gruppensprecherin bzw. einen Gruppensprecher, die/der euer Ergeb-

nis dem Rest der Klasse vorstellt.

2. Diskutiert die Aufgaben in der Gruppe und erarbeitet gemeinsam eine Losung. Euer
Ziel muss sein, dass jede und jeder in der Gruppe eure Losung verstanden hat. Er-

klart euch eure Losungsansitze gegenseitig!

3. Macht euch Notizen, wihrend ihr die Aufgaben diskutiert. Anhand dieser Notizen
gestaltet ihr zum Schluss gemeinsam ein Plakat oder eine Folie fiir den Tageslicht-

projektor, auf dem/der ihr eure Losung prasentiert.

4. Thr habt insgesamt 30 Minuten Zeit dafiir.

Aufgaben:

C g

A B

Der Punkt C wird gleichméBig nach rechts entlang der Geraden g bis zum Punkt P be-

wegt.

a) Wie dndert sich dabei der Winkel B? Wird er groBer oder kleiner? Gebt gegebenen-
falls jeweils Bereiche fiir die Lage von C an, fiir die der Winkel groBer bzw. kleiner

wird. Erldutert, wie ihr euch das {iberlegt habt.

b) Gibt es maximale und minimale Winkelgréfen von B und fiir welche Lage(n) von C

treten sie gegebenenfalls auf? Begriindet eure Antwort.

¢) Andert sich der Winkel P iiberall gleich schnell oder gibt es Bereiche fiir die Lage
von C, in denen er sich schneller und andere, in denen er sich langsamer dndert?

Gebt gegebenenfalls diese Bereiche an. Beschreibt, wie ihr euch das iiberlegt habt.
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Gruppe 7
Aufgabenblatt fir die Gruppenarbeit
1. Bestimmt eine Gruppensprecherin bzw. einen Gruppensprecher, die/der euer Ergeb-

nis dem Rest der Klasse vorstellt.

2. Diskutiert die Aufgaben in der Gruppe und erarbeitet gemeinsam eine Losung. Euer
Ziel muss sein, dass jede und jeder in der Gruppe eure Losung verstanden hat. Er-

klart euch eure Losungsansitze gegenseitig!

3. Macht euch Notizen, wihrend ihr die Aufgaben diskutiert. Anhand dieser Notizen
gestaltet ihr zum Schluss gemeinsam ein Plakat oder eine Folie fiir den Tageslicht-

projektor, auf dem/der ihr eure Losung prasentiert.

4. Thr habt insgesamt 30 Minuten Zeit dafiir.

Aufgaben:

Der Punkt B wird gleichméBig auf dem Kreisbo-

.\Q
b
, -
’ So

gen von P nach Q bewegt.

a) Wie dndert sich dabei die Liange der Strecke
¢? Wird sie ldnger oder kiirzer? Gebt gege-
benenfalls jeweils Bereiche fiir die Lage von C
B an, fiir die die Lange von ¢ grofler bzw.
kleiner wird. Erldutert, wie ihr euch das iiber-

legt habt.

b) Fiir welche Lage von B ist die Strecke ¢ am
langsten bzw. am kiirzesten? Begriindet eure

Antwort.

¢) Andert sich die Linge der Strecke ¢ iiberall gleich schnell oder gibt es Bereiche fiir
die Lage von B, in denen sie sich schneller und andere, in denen sie sich langsamer
andert? Gebt gegebenenfalls diese Bereiche an. Beschreibt, wie ihr euch das iiber-

legt habt.
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Gruppe 8
Aufgabenblatt fir die Gruppenarbeit

1. Bestimmt eine Gruppensprecherin bzw. einen Gruppensprecher, die/der euer Ergeb-
nis dem Rest der Klasse vorstellt.

2. Diskutiert die Aufgaben in der Gruppe und erarbeitet gemeinsam eine Losung. Euer
Ziel muss sein, dass jede und jeder in der Gruppe eure Losung verstanden hat. Er-
klart euch eure Losungsansitze gegenseitig!

3. Macht euch Notizen, wihrend ihr die Aufgaben diskutiert. Anhand dieser Notizen
gestaltet ihr zum Schluss gemeinsam ein Plakat oder eine Folie fiir den Tageslicht-
projektor, auf dem/der ihr eure Losung prasentiert.

4. Thr habt insgesamt 30 Minuten Zeit dafiir.

Aufgaben:

Der Punkt B wird gleichméafig auf dem Kreisbo-

.\Q
b
, .
’ S

gen von P nach Q bewegt.

a)

b)

Wie dndert sich dabei die Lange der Strecke
h? Wird sie ldnger oder kiirzer? Gebt gege-
benenfalls jeweils Bereiche fiir die Lage von C
B an, fiir die die Liange von h groBBer bzw.
kleiner wird. Erldutert, wie ihr euch das iiber-

legt habt.

Fiir welche Lage von B ist die Strecke h am
langsten bzw. am kiirzesten? Begriindet eure "'\

Antwort.

Andert sich die Linge der Strecke h iiberall gleich schnell oder gibt es Bereiche fiir
die Lage von B, in denen sie sich schneller und andere, in denen sie sich langsamer
andert? Gebt gegebenenfalls diese Bereiche an. Beschreibt, wie ihr euch das iiber-

legt habt.
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Anhang B: Fragebogen
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Fragebogen

Bearbeitet von:

Datum:

Klasse:

Schule:

Schulort:

Hinweise zur Bearbeitung des Fragebogens

Bearbeitungszeit:

Zur Bearbeitung dieses Fragebogens stehen 40 Minuten zur Verfligung.

Wichtig!

Alle Antwortvorschldge durchlesen!

Jeweils die richtigen Antwortvorschldge einkreisen!

Es konnen jeweils mehrere Antworten richtig sein!

Freie Flichen nach den Aufgaben:

Die freien Flichen sollst du benutzen um zur jeweiligen Aufgabe Uberle-
gungen festzuhalten, Skizzen anzufertigen oder Erldauterungen zu geben.

Aus deinen Darstellungen auf der freien Fliche sollte ein unbeteiligter
Beobachter erschliefen konnen, wie du zu deinen Losungen gekommen
bist!

Falls der Platz nicht ausreicht, kannst du die Riickseite des vorhergehenden
Blattes benutzen.
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1) Es wird eine Halbdrehung (Punktspiegelung) der schattierten Figur um den Punkt T
vorgenommen.

I
I
I
I
T/

Welche der Figuren stellt das Ergebnis der Punktspiegelung dar?

a) : b)
|
|
|
|
|
|
¢) : d) I
| |
| |
TI |
o Lo et B o
| |
| |
= |
| |
| |
e) !
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2) In dieser Zeichnung sind die Geraden 4B und CD parallel.

Welche zwei Winkel ergeben zusammen 180°?

a)
b)
c)
d)

e)

Winkel 1 und Winkel 3
Winkel 4 und Winkel 6
Winkel 2 und Winkel 5
Winkel 2 und Winkel 7

Winkel 1 und Winkel 8

3) Die abgebildeten Dreiecke sind kongruent (deckungsgleich). Die Malle einiger Sei-
ten und Winkel sind angegeben.

Wie grof3 ist x?

a)
b)
c)
d)

e)

52

55

65

5cm

52 °

B

73

75

/A
>

5cm

4) Dreieck ABC ist rechtwinklig-gleichschenklig mit dem rechten Winkel bei C. Falls
CE eine Seitenhalbierende des Dreiecks ist, dann hat CE die gleiche Linge wie

a)
b)
c)

d)
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5) Der Punkt C des zweiten Schenkels des Winkels o bewegt sich gleichméBig in
Pfeilrichtung auf dem Kreisbogen b bzw. der Geraden g.

Bei welcher Bewegung von C wird der Winkel a gleichmiig grofier?

Uberlegungen, Skizzen, Erliuterungen:
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6) Der Punkt R des Dreiecks POR bewegt sich gleichméBig in Pfeilrichtung auf der
Kreislinie k. Dabei dndert sich die Lange der Strecke [PR].

Zwischen welchen Punkten bewegt sich R, wenn sich die Lénge der Strecke [PR]
am wenigsten dndert?

a) Zwischen 1 und 2
b) Zwischen 2 und 3
c) Zwischen 3 und 4
d) Zwischen 4 und 5

e) Zwischen 5 und 6

f) Zwischen 6 und 7
2) Zwischen 7 und 8

h) Zwischen 8 und 1

Uberlegungen, Skizzen, Erliuterungen:
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7)

8)

Wir betrachten den Term x + 3.

Stelle dir vor, dass du den x-Wert, bei — 4 beginnend, gleichméiflig immer grofier
werden lasst, bis er + 4 erreicht.

Wie verhilt sich dabei der Termwert?

Der Termwert wird, bei gleichmifig zunehmendem x-Wert,
a) immer kleiner. ¢) manchmal kleiner und manch-

b) immer grofer. mal grofer.

Der Termwert dndert sich, bei gleichmiBig zunehmendem x-Wert,

a) langsamer als der x-Wert. d) gleichméaBig.
b) schneller als der x-Wert. e¢) manchmal schneller und

¢) genau so schnell wie der manchmal langsamer.

x-Wert.

Wir betrachten den Term 3 — x.

Stelle dir vor, dass du den x-Wert, bei — 4 beginnend, gleichméflig immer grofier
werden lisst, bis er + 4 erreicht.

Wie verhélt sich dabei der Termwert?

Der Termwert wird, bei gleichméfig zunehmendem x-Wert,

a) immer kleiner. ¢) manchmal kleiner und manch-

b) immer groBer. mal grofer.

Der Termwert éindert sich, bei gleichméfig zunehmendem x-Wert,

a) langsamer als der x-Wert. d) gleichméaBig.

b) schneller als der x-Wert. e¢) manchmal schneller und

¢) genau so schnell wie der manchmal langsamer.

x-Wert.

Uberlegungen, Skizzen, Erliuterungen:
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9) Es ist ein Dreieck ABC gegeben. Der Eckpunkt C wird auf der Geraden g in Pfeil-
richtung bewegt. Wir unterscheiden je nach Lage von C drei Bereiche.

Bereich (1) § Bereich (2) § Bereich (3)

9

Es gibt im Bereich (2) eine Lage von C, so dass zwei Seiten des Dreiecks, ndmlich

a) aund b, gleich lang sind, ¢) bund c, gleich lang sind.
b) aund ¢, gleich lang sind, d) Es gibt keine solche Lage fiir C.

Es gibt im Bereich (3) eine Lage von C, so dass zwei Seiten des Dreiecks, ndmlich

a) aund b, gleich lang sind, ¢) bund c, gleich lang sind.
b) aund c, gleich lang sind, d) Es gibt keine solche Lage fiir C.

Uberlegungen, Skizzen, Erliuterungen:
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10)Der Punkt C bewegt sich in Pfeilrichtung auf dem

Kreis mit Mittelpunkt A4 bis zur Stelle 4.

L ist der Schnittpunkt der Geraden 4B mit dem
von C auf die Gerade 4B gefillten Lot.

Wie verdndern sich dabei die Langen der Strecken

a, bund s?

Fiir die Lénge der Strecke a gilt:

a)
b)
c)
d)

Fiir die Liange der Strecke b gilt:

a)
b)
¢)
d)

Sie wird immer ldnger.
Sie wird immer kiirzer.
Sie bleibt immer gleich.

Sie wird manchmal ldnger
und manchmal kiirzer.

Sie wird immer langer.
Sie wird immer kiirzer.
Sie bleibt immer gleich.

Sie wird manchmal ldnger
und manchmal kiirzer.

Fiir die Lange der Strecke s gilt:

a)
b)
¢)
d)

Sie wird immer ldnger.
Sie wird immer kiirzer.
Sie bleibt immer gleich.

Sie wird manchmal langer
und manchmal kiirzer.

g)

g)

g)

Sie wird bis zur Stelle 2 ldnger und
dann bis zur Stelle 4 wieder kiirzer.

Sie wird bis zur Stelle 1 ldnger und
dann bis zur Stelle 2 wieder kiirzer.

Sie wird von Stelle 2 bis zur Stelle 3
langer und dann bis zur Stelle 4 wieder
kirzer.

Sie wird bis zur Stelle 2 langer und
dann bis zur Stelle 4 wieder kiirzer.

Sie wird bis zur Stelle 1 langer und
dann bis zur Stelle 2 wieder kiirzer.

Sie wird von Stelle 2 bis zur Stelle 3
langer und dann bis zur Stelle 4 wieder
kiirzer.

Sie wird bis zur Stelle 2 linger und
dann bis zur Stelle 4 wieder kirzer.

Sie wird bis zur Stelle 1 linger und
dann bis zur Stelle 2 wieder kiirzer.

Sie wird von Stelle 2 bis zur Stelle 3
langer und dann bis zur Stelle 4 wieder
kiirzer.

Uberlegungen, Skizzen, Erliduterungen:
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11)Die Eckpunkte des Dreiecks ABC liegen auf dem

Kreis.

Der Punkt C bewegt sich in Pfeilrichtung auf dem

Kreis bis kurz vor den Punkt 4.

Wie verhalten sich dabei die Winkel ez und 3 ?

Fiir den Winkel « gilt:

a) Er wird immer grofer.
b) Er wird immer kleiner.
¢) Er bleibt immer gleich.

d) Laisst sich so nicht sagen.
Fiir den Winkel S gilt:

a) Er wird immer groBer.
b) Er wird immer kleiner.
¢) Er bleibt immer gleich.

d) Lasst sich so nicht sagen.

Er wird bis zu einer gewissen Stelle
immer groBBer und dann wieder kleiner.

Er wird bis zu einer gewissen Stelle
immer kleiner und dann wieder grofer.

Er wird bis zu einer gewissen Stelle
immer grofBer und dann wieder kleiner.

Er wird bis zu einer gewissen Stelle
immer kleiner und dann wieder grof3er.

Uberlegungen, Skizzen, Erliuterungen:
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Folie zum Fragebogen

Der x-Wert wird gleichméflig immer grof3er!

+1 41 4+ +1 4+ +1 41+
TXTITITITITITID

x |—4-3|-2|-11 0} 1|2 ]| 3|4

x+10l 6 | 7 | 819 10|11 1213 | 14

Ein Punkt bewegt sich gleichmaBlig, wenn
er auf seiner Bahn immer gleich schnell ist.
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Anhang C: Losungshaufigkeiten fur die einzelnen Iltems
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Item 1

Es wird eine Halbdrehung (Punktspiegelung) der schattierten
Figur um den Punkt 7 vorgenommen. -

a) b) ‘ c)

d)

Abb. 97: Formulierung des Items 1. Die richtige Auswahlantwort ist markiert.

Item 1

100%

90%

80%

70%

60%

OKKNT

50%
B UK NT

40%

30%
20%

10%

0%
ges. (N=78) + (N=28) 0 (N=27) ~ (N=23)

Abb. 98: Anteil der richtigen Losungen von Item 1 in Prozent
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Item 2

In dieser Zeichnung sind die Geraden 4B und
CD parallel.

Welche zwei Winkel ergeben zusammen 180°? Ve
a) Winkel 1 und Winkel 3
b) Winkel 4 und Winkel 6
¢) Winkel 2 und Winkel 5 6/5
d) Winkel 2 und Winkel 7
e) Winkel 1 und Winkel 8

Abb. 99: Formulierung des Items 2. Die richtige Auswahlantwort ist markiert.

Item 2

100% -

90%

80%
70%

60%

OKKNT

50%
B UK NT

40%

30%

20%

10%

0%
ges. (N=78) + (N=28) 0 (N=27) ~ (N=23)

Abb. 100: Anteil der richtigen Losungen von Item 2 in Prozent
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Item 3

Die abgebildeten Dreiecke sind kongruent
(deckungsgleich). Die Malle einiger Seiten
und Winkel sind angegeben. A

Wie grof} ist x?
a) 52 é
b) 55 o &
c) 65 52 ° 5 om
d) 73
e) 75

Abb. 101: Formulierung des Items 3. Die richtige Auswahlantwort ist markiert.

Item 3

100% -

90%

80%

70%

60%

OKK NT
B UKNT

50%

40%

30%

20%

10%

0%
ges. (N=78) + (N=28) 0 (N=27) ~ (N=23)

Abb. 102: Anteil der richtigen Losungen von Item 3 in Prozent
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Item 4

Dreieck ABC ist rechtwinklig-gleichschenklig mit dem rechten Winkel bei C. Falls
CE eine Seitenhalbierende des Dreiecks ist, dann hat CE die gleiche Linge wie

a) CcA
b) CB
c) AB
d) AE

Abb. 103: Formulierung des Items 4. Die richtige Auswahlantwort ist markiert.

Item 4

100% -

90%

80%

70%

60%

OKK NT
B UK NT

50%

40%
30%

20%

10%

0%
ges. (N=78) + (N=28) 0 (N=27) ~ (N=23)

Abb. 104: Anteil der richtigen Losungen von Item 4 in Prozent
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Item 5

Der Punkt C des zweiten Schenkels des Winkels o bewegt sich gleichméBig in Pfeil-
richtung auf dem Kreisbogen b bzw. der Geraden g.

Bei welcher Bewegung von C wird der Winkel a gleichméiBig grofier?
b)

Abb. 105: Formulierung des Items 5. Die richtige Auswahlantwort ist markiert.

Item 5
100%
90%
80%
70%
60%
s0% OKK NT
B UK NT
40%
30%
20%
10%
0%
ges. (N=78) +(N=28) 0 (N=27) —(N=23)

Abb. 106: Anteil der richtigen Losungen von Item 5 in Prozent
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Item 6

Kreislinie k. Dabei dndert sich die Lange der Strecke [PR].

wenigsten dndert?
a) Zwischen 1 und 2
b) Zwischen 2 und 3
¢) Zwischen 3 und 4
d) Zwischen 4 und 5
e) Zwischen 5 und 6
f) Zwischen 6 und 7
g) Zwischen 7 und 8

h) Zwischen 8 und 1

Der Punkt R des Dreiecks POR bewegt sich gleichméBig in Pfeilrichtung auf der

Zwischen welchen Punkten bewegt sich R, wenn sich die Lange der Strecke [PR] am

Abb. 107: Formulierung des Items 6. Die richtigen Auswahlantworten sind markiert.

Item 6

100% -

90%

80%

70%

60%

50%

OKK NT
B UK NT

40%

30%

20%

10%

B

0%
ges. (N=78) + (N=28) 0 (N=27)

- (N=23)

Abb. 108: Anteil der richtigen Losungen von Item 6 in Prozent
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Item 7A

Wir betrachten den Term x + 3.

Stelle dir vor, dass du den x-Wert, bei — 4 beginnend, gleichmiilig immer grofler
werden lisst, bis er + 4 erreicht.

Wie verhilt sich dabei der Termwert?

Der Termwert wird, bei gleichméfig zunehmendem x-Wert,
a) 1mmer kleiner. ¢) manchmal kleiner und
b) immer grifer. manchmal grofer.

Abb. 109: Formulierung des Items 7A. Die richtige Auswahlantwort ist markiert.

Item 7A

100% -

90% -+
80% -+
70% -+

60% T OKK VT
BKKNT
MUK VT

B UK NT

50% +—

40% +—

30% 1
20% +—
10% +—|

0%

ges. (N=78) + (N=28) 0 (N=27) ~ (N=23)

Abb. 110: Anteil der richtigen Losungen von Item 7A in Prozent
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Item 7B

Wir betrachten den Term x + 3.

Stelle dir vor, dass du den x-Wert, bei — 4 beginnend, gleichmiilig immer grofler
werden lisst, bis er + 4 erreicht.

Wie verhélt sich dabei der Termwert?

Der Termwert éindert sich, bei gleichméfBig zunehmendem x-Wert,

a) langsamer als der x-Wert. d) gleichmiBig.

b) schneller als der x-Wert. e) manchmal schneller und

¢) genau so schnell wie manchmal langsamer.
der x-Wert.

Abb. 111: Formulierung des Items 7B. Die richtigen Auswahlantworten sind markiert.

Item 7B

OKK VT
B KK NT
HUK VT
B UK NT

ges. (N=78) + (N=28) 0 (N=27) ~ (N=23)

Abb. 112: Anteil der richtigen Losungen von Item 7B in Prozent
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Item 8A

Wir betrachten den Term 3 — x.

Stelle dir vor, dass du den x-Wert, bei — 4 beginnend, gleichmiilig immer grofler
werden lisst, bis er + 4 erreicht.

Wie verhilt sich dabei der Termwert?
Der Termwert wird, bei gleichméfig zunehmendem x-Wert,

a) immer Kkleiner. ¢) manchmal kleiner und
manchmal grof3er.

b) immer groBer.

Abb. 113: Formulierung des Items 8A. Die richtige Auswahlantwort ist markiert.

Item 8A

100% -

90%

80%

70%

OKK VT
BKKNT
MUK VT
B UK NT

60% -+

50% +—

40% +—

30% 1
20% +—
10% +—|

0%

ges. (N=78) + (N=28) 0 (N=27) ~ (N=23)

Abb. 114: Anteil der richtigen Losungen von Item 8A in Prozent
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Item 8B

Wir betrachten den Term 3 — x.

Stelle dir vor, dass du den x-Wert, bei — 4 beginnend, gleichmiilig immer grofler
werden lisst, bis er + 4 erreicht.

Wie verhélt sich dabei der Termwert?

Der Termwert éindert sich, bei gleichméfBig zunehmendem x-Wert,

a) langsamer als der x-Wert. d) gleichmiBig.

b) schneller als der x-Wert. e) manchmal schneller und

¢) genau so schnell wie manchmal langsamer.
der x-Wert.

Abb. 115: Formulierung des Items 8B. Die richtigen Auswahlantworten sind markiert.

Item 8B

OKK VT
B KK NT
HUK VT
B UK NT

ges. (N=78) + (N=28) 0 (N=27) ~ (N=23)

Abb. 116: Anteil der richtigen Losungen von Item 8B in Prozent
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Item 9A

Es ist ein Dreieck ABC gegeben. Der Eckpunkt C wird auf der Geraden g in Pfeilrich-
tung bewegt. Wir unterscheiden je nach Lage von C drei Bereiche.
Bereich (1) Bereich (2) Bereich (3)

— g
C

A c B
Es gibt im Bereich (2) eine Lage von C, so dass zwei Seiten des Dreiecks, ndmlich
a) aund b, gleich lang sind, ¢) b und c, gleich lang sind.
b) a und c, gleich lang sind, d) Es gibt keine solche Lage fiir C.

Abb. 117: Formulierung des Items 9A. Die richtigen Auswahlantworten sind markiert.

Item 9A

OKK VT
B KK NT
BUK VT
B UK NT

ges. (N=78) +(N=28) 0 (N=27) ~ (N=23)

Abb. 118: Anteil der richtigen Losungen von Item 9A in Prozent
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Item 9B

Es ist ein Dreieck ABC gegeben. Der Eckpunkt C wird auf der Geraden g in Pfeilrich-
tung bewegt. Wir unterscheiden je nach Lage von C drei Bereiche.
Bereich (1) Bereich (2) Bereich (3)

— 9
C
b

A c B
Es gibt im Bereich (3) eine Lage von C, so dass zwei Seiten des Dreiecks, ndmlich
a) aund b, gleich lang sind, ¢) bund c, gleich lang sind.

b) a und c, gleich lang sind, d) Es gibt keine solche Lage fiir C.

Abb. 119: Formulierung des Items 9B. Die richtige Auswahlantwort ist markiert.

Item 9B
100% -

90%

80%

70%
OKK VT
BKKNT
SUK VT
MUK NT

ges. (N=78) +(N=28) 0 (N=27) ~ (N=23)

Abb. 120: Anteil der richtigen Losungen von Item 9B in Prozent
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Item 10A

Der Punkt C bewegt sich in Pfeilrichtung auf dem Kreis mit
Mittelpunkt 4 bis zur Stelle 4.

L ist der Schnittpunkt der Geraden AB mit dem von C auf die
Gerade 4B gefillten Lot.

Wie verdndern sich dabei die Langen der Strecken a, b und s?

Fiir die Liange der Strecke a gilt:
a) Sie wird immer lénger. e) Sie wird bis zur Stelle 2 linger und dann
bis zur Stelle 4 wieder kiirzer.

f) Sie wird bis zur Stelle 1 ldnger und dann
bis zur Stelle 2 wieder kiirzer.

g) Sie wird von Stelle 2 bis zur Stelle 3 langer
und dann bis zur Stelle 4 wieder kiirzer.

b) Sie wird immer kiirzer.
c) Sie bleibt immer gleich.

d) Sie wird manchmal
linger und manchmal
kiirzer.

Abb. 121: Formulierung des Items 10A. Die richtigen Auswahlantworten sind markiert.

Item 10A
100% -
90%
80%
70%
60% OKK VT
e
40% B UK NT
30% A
20%

10% +—

0%

ges. (N=78) +(N=28) 0 (N=27) ~ (N=23)

Abb. 122: Anteil der richtigen Losungen von Item 10A in Prozent
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Item 10B

Der Punkt C bewegt sich in Pfeilrichtung auf dem Kreis mit c
Mittelpunkt 4 bis zur Stelle 4.

L ist der Schnittpunkt der Geraden AB mit dem von C auf die

Gerade 4B gefillten Lot. 2 AT L & B
Wie verdndern sich dabei die Langen der Strecken a, b und s?

Fiir die Liange der Strecke b gilt:
a) Sie wird immer lénger. e) Sie wird bis zur Stelle 2 linger und dann
b) Sie wird immer kiirzer. bis zur Stelle 4 wieder kiirzer.

f) Sie wird bis zur Stelle 1 linger und dann
bis zur Stelle 2 wieder kiirzer.

¢) Sie bleibt immer gleich.

d) Sie wird manchmal lan-
ger und manchmal kiir- g) Sie wird von Stelle 2 bis zur Stelle 3 langer

und dann bis zur Stelle 4 wieder kiirzer.

ZCT.

Abb. 123: Formulierung des Items 10B. Die richtige Auswahlantwort ist markiert.

Item 10B

100% -

90%
80%
70%

OKK VT
B KK NT
SUK VT
B UK NT

60% +—
50% +—
40% +—

30% +—
20% +—
10% +—|

0%

ges. (N=78) +(N=28) 0 (N=27) ~ (N=23)

Abb. 124: Anteil der richtigen Losungen von Item 10B in Prozent
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Item 10C

Der Punkt C bewegt sich in Pfeilrichtung auf dem Kreis mit
Mittelpunkt 4 bis zur Stelle 4.

L ist der Schnittpunkt der Geraden AB mit dem von C auf die
Gerade 4B gefillten Lot.

Wie verdndern sich dabei die Langen der Strecken a, b und s?

Fiir die Lange der Strecke s gilt:

a) Sie wird immer lénger. e) Sie wird bis zur Stelle 2 linger und dann

b) Sie wird immer kiirzer. bis zur Stelle 4 wieder kiirzer.

¢) Sie bleibt immer gleich. f) Sie wird bis zur Stelle 1 linger und dann

d) Sie wird manchmal bis zur Stelle 2 wieder kiirzer.

linger und manchmal g) Sie wird von Stelle 2 bis zur Stelle 3 lan-
Kiirzer. ger und dann bis zur Stelle 4 wieder
kiirzer.

Abb. 125: Formulierung des Items 10B. Die richtigen Auswahlantworten sind markiert.

Item 10C
100% -

90%
80%
70%

60% OKK VT

S0% BKK NT
0

UK VT

40% B UK NT
30%
20%

ges. (N=78) + (N=28) 0 (N=27) - (N=23)

Abb. 126: Anteil der richtigen Losungen von Item 10C in Prozent
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Item 11A

Die Eckpunkte des Dreiecks ABC liegen auf dem Kreis.

Der Punkt C bewegt sich in Pfeilrichtung auf dem Kreis bis <\
kurz vor den Punkt 4. ‘
) n

Wie verhalten sich dabei die Winkel aund £? A ' B
Fiir den Winkel « gilt:
a) Er wird immer grofler. e) Er wird bis zu einer gewissen Stelle
b) Er wird immer kleiner. immer grofer und dann wieder kleiner.
¢) Er bleibt immer gleich. f) Er wird bis zu einer gewissen Stelle

immer kleiner und dann wieder grof3er.

d) Laésst sich so nicht sagen.

Abb. 127: Formulierung des Items 11A. Die richtige Auswahlantwort ist markiert.

Item 11A

100% -
90% ]

80%

70% T

OKK VT
B KK NT
SUK VT
B UK NT

60% -+
50% +—

40% +—

30% +—
20% +—
10% +—

0%

ges. (N=78) +(N=28) 0 (N=27) ~ (N=23)

Abb. 128: Anteil der richtigen Losungen von Item 11A in Prozent
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Item 11B

Die Eckpunkte des Dreiecks ABC liegen auf dem Kreis.
Der Punkt C bewegt sich in Pfeilrichtung auf dem Kreis bis <\
A‘ﬂ

kurz vor den Punkt 4.

Wie verhalten sich dabei die Winkel aund £? A ' B
Fiir den Winkel g gilt:
a) Er wird immer grofBer. e) Er wird bis zu einer gewissen Stelle
b) Er wird immer kleiner. immer grofer und dann wieder kleiner.
¢) Er bleibt immer gleich. f) Er wird bis zu einer gewissen Stelle

immer kleiner und dann wieder grof3er.

d) Laésst sich so nicht sagen.

Abb. 129: Formulierung des Items 11B. Die richtige Auswahlantwort ist markiert.

Item 11B

100% -

90%

80%

70% -+

OKK VT
B KK NT
MUK VT
B UK NT

60% T
50% 1
40% +—

30% -+
20% +—

10% +—|

ges. (N=78) + (N=28) 0 (N=27) ~(N=23)

Abb. 130: Anteil der richtigen Losungen von Item 11B in Prozent
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