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Wahrscheinlichkeiten verstehen:
Kernideen und geeignete Baumdiagramme nutzen

Abstract. Auch mit der Frage des Zugangs zur Wahrscheinlichkeit hat sich
Wilfried Herget in seinem umfangreichen Werk intensiv auseinandergesetzt und
wichtige stoffdidaktische Reflexionen sowie unterrichtspraktische Konzeptionen
in die Diskussion eingebracht. Im Vorwort des von ihm 2008 herausgegebenen
Sammelbands ,, Wege in die Stochastik schreibt er dazu u.a.: ,, Stochastik ist an-
gewandte Mathematik par excellence: Nicht aufs Rechnen kommt es an, sondern
aufs Modellieren und Interpretieren. Stochastische Phdnomene haben besondere
Eigenschaften und sie erfordern eine ganz eigene Art des Denkens, um sie ange-
messen zu erfassen und zu beschreiben.“ Wenn also ein Verstindnis fiir Wahr-
scheinlichkeiten entwickelt werden soll, muss die Mathematik-Brille aufgesetzt
werden. Es geht um einen Zugriff auf Kernideen der Stochastik anhand von Situ-
ationen, die leicht durchschaubar sind und als Verstindnisanker dienen kénnen.
Dies kann durch die Nutzung weniger, gut fassbarer Reprdsentationen, wie etwa
Baumdiagramme, gelingen, wenn diese flexibel als heuristische Werkzeuge ge-
nutzt und geeignet (dynamisch) dargestellt werden. Auch das muss man im Un-
terricht lernen. Im Beitrag wird ein Weg aufgezeigt, auf dem das Verstdindnis fiir
Wahrscheinlichkeiten und Baumdiagramme gemeinsam weiterentwickelt werden,
bis hin zur Nutzung von Doppelbdumen (doppelten Baumdiagrammen) im Zusam-
menhang mit bedingten Wahrscheinlichkeiten. Hier wird auch herausgestellt,
dass die Art der Darstellung der (doppelten) Baumdiagramme eine entscheidende
Rolle bei gelingender bzw. misslingender Verstdindnisentwicklung spielen kann.

1. Kernideen der Stochastik

Wenn Stochastikunterricht verstehensorientiert sein soll (Bender, 1997; Herget,
1997), dann muss er sich an Kernideen der Inhalte und den Lernenden ausrichten
(Roth, 2018). Der Fokus auf die Lernenden ist offensichtlich, da sie die Adressa-
ten des Unterrichts sind und ihr Lernen sowie ihre kognitive Entwicklung im Mit-
telpunkt aller Bemiihungen stehen. Kernideen umfassen nach Leuders et al.
(2011) gleichzeitig kontextbezogene subjektive und fachliche Aspekte. Sie bieten
einerseits Verstindnisanker (Roth und vom Hofe, 2023) fiir die Vorschauperspek-
tive der Lernenden, die das Wesen des Stoffgebiets als Ganzes schlaglichtartig
erfassen und sich von da aus das Gebiet erschlieBen wollen. Gleichzeitig sind sie
in der Riickschauperspektive der Lehrenden ein Vehikel um Konzepte der fertigen
Mathematik und normative Grundvorstellungen zu Inhaltsbereichen (Siller &
Roth, 2016) fiir lebensweltlich gepriagte Vorstellungen von Lernenden fassbar zu
machen. Vor diesem Hintergrund lohnt es sich, flir die weitere Diskussion in die-
sem Beitrag wesentliche Kernideen der Stochastik zusammenzustellen.
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Kernidee: Hypothetisch-prognostische Wahrscheinlichkeit

Die Kernidee der hypothetisch-prognostischen Wahrscheinlichkeit (vgl. Riemer,
2019, 2023; Ossadnik & Roth, 2026) umfasst zwei Perspektiven:

(1) Prognostische Perspektive: Wahrscheinlichkeiten sind mathematische Mo-
delle, mit denen vorhergesagt werden kann, um welchen Wert relative Haufigkei-
ten bei mehrfacher Versuchswiederholung zufallsabhingig schwanken werden.

(2) Hypothetische Perspektive: Modelle konnen angezweifelt und modifiziert
werden, wenn sie die Realitit bei mehrfacher Versuchswiederholung nicht ada-
quat abbilden.

Diese zentrale Kernidee der Stochastik fokussiert insbesondere auf das Wechsel-
spiel zwischen Realitit (Empirie, relative Haufigkeit) und Modell (Theorie,
Wabhrscheinlichkeit). Auf der Grundlage von Zufallsversuchen bzw. aus relativen
Haufigkeiten von Ereignissen in Stichproben kann man einerseits Modelle fiir
Wabhrscheinlichkeiten aufstellen, modifizieren und untersuchen. Andererseits las-
sen sich mit Hilfe von Wahrscheinlichkeitsmodellen in der Realitit auftretende
relative Haufigkeiten prognostizieren. Auch Simulationen erméglichen auf der
Basis von Wahrscheinlichkeitsmodellen virtuelle Empirie und sehr lange Ver-
suchsreihen. Diese kdnnen bei der Reflexion und ggf. Modifizierung des Wahr-
scheinlichkeitsmodells unterstiitzen konnen (vgl. Abbildung 1 und Eichler, 2014).

Theorie (Modell)
Wahrscheinlichkeit
eines Ereignisses

aufstellen . " i 1
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Relative Haufigkeit
eines Ereignisses

4

Abb. 1: Hypothetisch-prognostische Wahrscheinlichkeit als Vernetzung von Realitit und Mo-
dell. (J. Roth nach Eichler, 2014)

Kernidee: Konditionale Denkfigur

Fiir die Stochastik ist daneben die Entwicklung der Kernidee konditionale Denk-
figur im Sinne von ,,wenn ..., dann ...”-Strukturen wesentlich. Dies gilt etwa,
wenn ich weil}, dass das Ereignis A eingetreten ist, und mich frage, wie grof3 dann
die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses B ist. Man kann mit
Wahrscheinlichkeiten auch dadurch konditional umgehen, dass man von Wahr-
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scheinlichkeiten zu Anteilen (relativen Hiufigkeiten) iibergeht (vgl. Post und Pre-
diger, 2020) und sich dabei jeweils fragt, was dabei das Ganze und was der Teil
ist. So kann z. B. zwischen totalen Wahrscheinlichkeiten (das Ganze, die Bezugs-
grofle ist die Grundgesamtheit) und bedingten Wahrscheinlichkeiten (das Ganze,
die Bezugsgrofle ist die Teilmenge der Grundgesamtheit, die die Bedingung cha-
rakterisiert) unterschieden werden. Eine bedingte Wahrscheinlichkeit wird hier
im Sinne des Anteils der Teilgruppe A an der durch B eingeschrinkten Bezugs-
gruppe aufgefasst. Die Unterscheidung zwischen dem ,,Ganzen* (der Bezugs-
grofle) und dem ,,Teil ist dabei von entscheidender Bedeutung.

Neben den eben genannten Kernideen gibt es mit der Kernidee Reprdsentativitiit
und Variabilitdit von Stichproben-Daten und der Kernidee Verteilungen noch zwei
weitere flir die Stochastik wichtige Kernideen, die allerdings fiir die Diskussionen
im vorliegenden Beitrag keine entscheidende Rolle spielen. Fiir einen Uberblick
iber alle vier Kernideen sei auf Ossadnik und Roth (2026) verwiesen.

2. Mehrstufige Zufallsexperimente und Baumdiagramme

Um Zuginge zur Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten zusammen mit der Dar-
stellungsform Baumdiagramm zu erarbeiten, bietet es sich an {iberschaubare Si-
tuationen zu wéhlen, die auch gut experimentell untersucht werden konnen (vgl.
Herget, 1997). Im Folgenden werden drei sonderbare Wiirfel — dhnlich zu Efron-
Wiirfeln (vgl. Pundsack & Schlie, 2014) — eingesetzt, die durch Bekleben von
Holzwiirfeln mit entsprechenden Augenzahlen leicht hergestellt und experimen-
tell genutzt werden konnen (vgl. Abbildung 2). Sollte man diese Miihe scheuen,
kann man notfalls auch digitale Experimente mit entsprechend gestalteten
Gliicksradern (vgl. https://roth.tel/sonderbare wuerfel) nutzen.

A B

Aufgabe:

Zwei Spieler wahlen
nacheinander einen
Wirfel. Danach wirfelt
drei durch ihre
Netze beschrie-

bene Wiirfel.
‘._)

Abb. 2: Aufgabe zu sonderbaren Wiirfeln (J. Roth)

jeder einmal. Wer die

hohere Punktzahl hat,
gewinnt. Wie sind die

Gewinnchancen?

Zunichst sollte man das in Abbildung 2 beschriebene Spiel einige Male spielen.
Die dabei gesammelten Erfahrungen legen nahe, dass es zu jedem der drei Wiirfel
einen besseren gibt. Diese fiir Lernende iiberraschende Feststellung wird zum An-
lass genommen, in Gruppen anhand von Baumdiagrammen zu bestimmen, mit
welcher Wahrscheinlichkeit ein Wiirfel jeweils gegen einen anderen gewinnt. Die
Abbildungen 3 bis 5 visualisieren die jeweiligen Ergebnisse fiir die Wiirfelpaare

-B, B-C und C-A. Dabei werden die Pfadregeln (vgl. Abbildung 6) entweder
erarbeitet oder systematisch wiederholt und ihre jeweilige Herkunft festgehalten.
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Der Warfel A gewinnt mit einer

Wahrscheinlichkeit von 1—72 gegen
Wirfel B.

o
Der Wiirfel B gewinnt mit einer
Wahrscheinlichkeit von § gegen
. Gewinner:
Abb. 4: Sonderbare Wiirfel: Baumdiagramm zu B gegen C (J. Roth)
C

Der gewinnt mit einer

Wahrscheinlichkeit von % gegen
Wiirfel A. Gewinner:

Abb. 5: Sonderbare Wiirfel: Baumdiagramm zu C gegen A (J. Roth)

So ergibt sich die Produktregel (vgl. Abbildung 6) fiir die Pfadwahrscheinlich-
keit aus der von-Deutung, also der Grundvorstellung zur Multiplikation von Brii-
chen. So kann man sich anhand von Abbildung 4 die Pfadwahrscheinlichkeit des
Pfades iiber ! und 4 z. B. wie folgt klarmachen:

- Die Kernidee hypothetisch-prognostische Wahrscheinlichkeit hilft festzu-
stellen, dass die Wahrscheinlichkeit mit dem eine | zu wiir-

feln % ist; Da drei Seiten des Wiirfels mit | und ebenfalls drei mit 5 beschriftet
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sind und wegen der Symmetrie der Spielwiirfel ist das Laplace-Wahrschein-
lichkeitsmodell plausibel. Analog {iberlegt man sich, dass die Wahrschein-

lichkeit mit dem griinen Wiirfel eine 4 zu wiirfeln g ist.

- Die Kernidee konditionale Denkfigur unterstiitzt dabei die Pfadwahrschein-
lichkeit, also die Wahrscheinlichkeit P(1 N 4), dass die Ereignisse 1 (der
zeigt die Augenzahl 1) und 4 (der griine Wiirfel zeigt die

Augenzahl 4) gemeinsam auftreten, zu identifizieren. Denken wir Wahr-
scheinlichkeiten im Sinne von Anteilen, dann zeigt der in

einem Anteil von % aller Fille die Augenzahl 1 und von diesem Anteil zeigt

der griine Wiirfel in einem Anteil von % die Augenzahl 4. Im Sinne der von-

Deutung, also der Grundvorstellung zur Multiplikation von Briichen, ergibt

L1 1 1 2 1 21 1
sich-vonl==--1==-und-von-=--==-,
2 2 2 3 2

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist gleich
dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten entlang des
zugehorigen Pfades im Baumdiagramm. (f von i)

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist gleich
der Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Pfade,
die fir dieses Ereignis glnstig sind.  (Additivitat)

| =
W =

Die Summe der Wahrscheinlichkeiten an den
Asten, die von einem Verzweigungspunkt aus-
gehenist immer 1. (Normierung)

1 1
6 3
C

Abb. 6: Pfadregeln und ihre Herkunft (J. Roth)

Die Summenregel ist eine direkte Folge des Axioms der Additivitét fiir Wahr-
scheinlichkeiten und anschaulich plausibel: Weil sich verschiedene Pfade, die
zum selben Ereignis, in Abbildung 4 etwa das Ereignis, dass gewinnt,
fiihren, sich gegenseitig nicht beeinflussen.

Die Verzweigungsregel (vgl. Abbildung 6) folgt direkt daraus, dass irgendetwas
bei einen Zufallsversuch eintreten muss, die Wahrscheinlichkeit, dass irgendet-
was eintritt, also 1 ist (Axiom der Normierung). Die Wahrscheinlichkeiten flir die
einzelnen moglichen Elementarereignisse miissen sich also zu 1 summieren.

Werden die Ergebnisse der Gruppenarbeitsphase fiir die Gewinn-Wahrscheinlich-
keiten bzgl. der Wiirfelpaare A-B, B-C und C-A zusammengestellt werden, zeigt
sich das tiberraschende Gesamtergebnis von Abbildung 7: Die Gewinnwahr-
scheinlichkeiten sind nicht transitiv. Es gibt fiir jeden der drei Wiirfel jeweils ei-
nen besseren Wiirfel, dessen Gewinn-Wahrscheinlichkeit also grofB3er ist.
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A A Gewinnt gegen ,B Gewinnt gegen
B mit der Wahn C mit derWahr—

scheinlichkeit — scheinlichkeit

E
I—>Ill—> -
B =]

=)

.C Gewinnt gegen A mit der Wahrscheinlichkeit% :

Ergebnis: = Es gibt keinen besten Wiirfel. Man findet zu jedem Wiirfel einen ,besseren”.
m Der Spieler, der die zweite Wahl hat, istim Vorteil!

Abb. 7: Sonderbare Wiirfel: Wahrscheinlichkeiten sind nicht transitiv (J. Roth)

Anhand der sonderbaren Wiirfel lassen sich auch Problemlosestrategien fiir das
Bestimmen von Wahrscheinlichkeiten mit Baumdiagrammen erarbeiten. Bei-
spielsweise miisste man zur Losung der Aufgabe aus Abbildung 8 eigentlich einen
vollstindiges dreistufiges Baumdiagramm zeichnen. Geht man geschickt vor und
beginnt den Baum mit dem Wiirfel, mit der hochsten Augenzahl aller Wiirfel,
dann kann der Teilbaum beim Blatt mit dieser Zahl (hier 6) bereits beendet wer-
den, da die Augenzahlen aller anderen Wiirfel kleiner sind. Macht man anschlie-
end mit dem Wiirfel weiter, der die ndchsthohere Augenzahl trigt, kann man
analog vorgehen. Auf diese Weise lasst sich durch geschickte Ausfiithrung eines
unvollstindigen Baumdiagramms (vgl. Abbildung &) in manchen Féllen eine
schnelle und iibersichtliche Losung fiir Wahrscheinlichkeitsfragen erarbeiten.

Aufgabe: Wie grol? ist die Gewinn-Wahrscheinlichkeit fir
jeden der Wiirfel, wenn alle drei Wirfel geworfen werden?

P(,A gewinnt™) = — + =i+3_56=

Abb. 8: Geschickt dargestelltes unvollstindiges Baumdiagramm zur Problemldsung (J. Roth)
Baumdiagramme unterstiitzen auch bei komplexeren stochastischen Begriffen,
wie stochastische (Un-)Abhéngigkeit und bedingte Wahrscheinlichkeit.

3. Stochastische (Un-)Abhiingigkeit und Baumdiagramme

Vielen ist intuitiv klar, dass die Wahrscheinlichkeit fiir Regen unabhéngig von
unseren Wiinschen ist, aber die Zahl der Personen, die mit Regenschirm aus dem
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Haus gehen, abhéngig von der Wettervorhersage ist. Leider entzieht sich im All-
gemeinen die Frage ob Ereignisse stochastisch abhédngig oder unabhéngig sind,
einer intuitiven Zugriffsweise. Mit Hilfe des Urnenmodells (drei schwarze und
zwei rote Kugeln) zweimaliges Ziehen mit Zuriicklegen und zweimaliges Ziehen
ohne Zuriicklegen, bei dem der zweite Zug im ersten Fall unabhéngig und im
zweiten Fall abhingig vom ersten Zug ist, konnen Entscheidungskriterien fiir
stochastische (Un-)Abhingigkeit identifiziert werden. Wegen des engen Zusam-
menhangs zur bedingten Wahrscheinlichkeit wird stochastische Unabhingigkeit
zweier Ereignisse, hier S; ,,Schwarz beim ersten Zug* und S, ,,Schwarz beim
zweiten Zug®, oft ohne Nutzung der bedingten Wahrscheinlichkeit {iber
P(S;NnS,) =P(S,) - P(S,) definiert.

1. Zug

%50

Ereignis: ,Schwarz
beim ersten Zug”

Ereignis: ,Schwarz
beim zweiten Zug”

Ereignis: ,Schwarz
beim ersten und
beim zweiten Zug”

Abb. 9: Ziehen mit Zuriicklegen: Aus einer Urne mit zwei roten und drei schwarzen Kugeln
wird zweimal nacheinander eine Kugel gezogen. Vor jedem Zug wird gemischt. (Jiirgen Roth)

%552

Ereignis: ,Schwarz

1.Zu 2.Z2u 3

beim ersten Zug” P(S,) = % + %
6 3

Ereignis: ,Schwarz 10 5

beim zweiten Zug”

Ereignis: ,Schwarz

beim ersten und
beim zweiten Zug”

Abb. 10: Ziehen ohne Zuriicklegen: Aus einer Urne mit zwei roten und drei schwarzen Kugeln
wird zweimal nacheinander eine Kugel gezogen. Vor jedem Zug wird gemischt. (Jiirgen Roth)

Anhand der beiden Baumdiagramme in den Abbildungen 9 und 10, die mit Hilfe
von Laplace-Wahrscheinlichkeiten und Pfadregeln vollstindig erarbeitet werden
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konnen, und der offensichtlichen stochastischen Unabhéngigkeit (Ziehen mit Zu-
riicklegen) bzw. Abhdngigkeit (Ziehen ohne Zuriicklegen) fiir die Ereignisse S;
und S, kann die Bedingung P(S; N S,) = P(S;) - P(S,) fiir stochastische Unab-
hingigkeit plakativ herausgearbeitet und fiir eine Definition genutzt werden.

Die Analyse der beiden Baumdiagramme in den Abbildungen 9 und 10 zeigt noch
etwas anderes: Die Wahrscheinlichkeiten, eine schwarze Kugel nach einer roten
bzw. nach einer schwarzen Kugel zu ziehen, sind beim Ziehen mit Zuriicklegen
gleich grof3 und gleich der totalen Wahrscheinlichkeit fiir schwarz im zweiten Zug
(P(SZ|§1) = P(S,|5,) = P(SZ)). Beim Ziehen ohne Zuriicklegen gilt das dage-
gen nicht. Diese Feststellung kann zum Phédnomen der bedingten Wahrscheinlich-
keit tiberleiten, die im Riickblick die Gleichung in Klammern als weitere Defini-
tion fiir stochastische Unabhingigkeit ermoglicht (vgl. Wiesner & Binder, 2024).

Eine interessante Zugangsweise zu stochastischer (Un-)Abhéngigkeit iiber das
Wiirfeln mit einem fairen Wiirfel haben Tomlinson und Quinn (1998) vorgeschla-
gen. Dabei wird einerseits mit dem leicht zugénglichen Laplace-Modell fiir Wahr-
scheinlichkeiten gearbeitet, das es ermoglicht Wahrscheinlichkeiten vergleichs-
weise intuitiv zu bestimmen. Andererseits werden Ereignisse ausgewdhlt, bei de-
nen es intuitive nicht moglich ist, Aussagen iiber die stochastische Ab- bzw. Un-
abhéngigkeit zu treffen. Es handelt sich um folgende Ereignisse bzgl. der Augen-
zahl: X: ,,Gerade Zahl“, Y: , Zahl groBer als 2* und Z: ,,Primzahl“. Uber die Dar-
stellung der Seiten des Wiirfels in einem Rechteck konnen alle relevanten totalen
und Schnitt-Wahrscheinlichkeiten direkt abgelesen und daraus die interessieren-
den stochastischen (Un-)Abhéngigkeiten bestimmt werden (vgl. Abbildung 11).
Wenn die Darstellungen der Wiirfelaugen als Venn-Diagramme interpretiert wer-
den, kann diese Vorgehensweise grundsitzlich verallgemeinert werden.
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Abb. 11: Wiirfeln mit einem fairen Wiirfel: Stochastische Ab- bzw. Unabhanglgkelt der Ereig-
nisse bzgl. der Augenzahl: X: ,,Gerade Zahl®, Y: ,,Zahl groBBer 2, Z: ,,Primzahl®. (J. Roth)
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4. Bedingte Wahrscheinlichkeiten in Baumdiagrammen und Doppelbiumen

Die Auseinandersetzung mit stochastischer (Un-)Abhdngigkeit in Baumdiagram-
men fiihrt zur Erkenntnis, dass Wahrscheinlichkeiten an Asten der zweiten Stufe
eines Baumdiagramms vom Ereignis abhéngen (kénnen), das vorher auf der ers-
ten Stufe eingetreten ist. Weil diese Wahrscheinlichkeiten also von Bedingungen
abhdngen, nennt man sie bedingte Wahrscheinlichkeiten. Um diesem Phdnomen
nachzuspiiren, betrachten wir zuniachst weiterhin das Beispiel des Wiirfelns mit
einem Spielwiirfel und interessieren uns fiir die Frage, wie grof3 die Wahrschein-
lichkeit ist, dass die Augenzahl eine Primzahl (Z) ist, wenn man weil}, dass die
Augenzahl eine gerade Zahl (X) ist.

X: ,Gerade Zahl”

2 4
6
[5]1]
P(Z|X)
Z: ,Primzahl” _P(XnZ)
ol - T PX)
=) ¢ |

Abb. 12: Wiirfeln mit einem fairen Wiirfel: Bedingte Wahrscheinlichkeiten mit Baumdiagramm
und Pfadregeln bestimmen. (J. Roth)

Im Baumdiagramm von Abbildung 12 kann das dabei Interessante am obersten
Pfad abgelesen werden. Auf diesem Pfade finden sich dre1 Wahrscheinlichkeiten,
die liber folgende Fragen adressiert werden konnen (vgl. Post & Prediger, 2020):

(A) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass beim Wiirfeln mit einem Spiel-
wiirfel eine geworfene Augenzahl gerade ist?

(B) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass beim Wiirfeln mit einem Spiel-
wiirfel eine geworfene gerade Augenzahl eine Primzahl ist?

(C) Wie groB} ist die Wahrscheinlichkeit, dass beim Wiirfeln mit einem Spiel-
wiirfel eine geworfene Augenzahl gerade und eine Primzahl ist?

Wie Post und Prediger (2020) betonen fillt Lernenden bereits die sprachliche Un-
terscheidung der drei Fragen schwer. Teilweise werden inhaltlichen Unterschiede
gar nicht erkannt. Inhaltlich bezieht sich Frage (A) auf die totale Wahrscheinlich-
keit P(X), die am Ast der ersten Stufe des obersten Pfades steht. Frage (B) adres-
siert die bedingte Wahrscheinlichkeit P(Z|X), also die Wahrscheinlichkeit fiir Z
wenn man weil}, dass X eingetreten ist. Diese steht am Ast der zweiten Stufe des
obersten Pfades. Frage (C) zielt auf die Pfadwahrscheinlichkeit, also die Schnitt-
Wahrscheinlichkeit P(X N Z), also die Wahrscheinlichkeit, dass beide Ereignisse
gleichzeitig eingetreten sind.
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In der Darstellung in Abbildung 12 konnen die gemeinten Wahrscheinlichkeiten
im Sinne der Kernidee Konditionale Denkfigur durch Riickgriff auf die rot mar-
kierten Anteile vom jeweiligen Ganzen identifiziert werden. Fiir die Frage (A),
bezogen auf den Ast der ersten Stufe des Pfades, ist es der Anteil von drei geraden

Zahlen an allen sechs moglichen Zahlen, also % = % Bei Frage (B), bezogen auf
den Ast der zweiten Stufe des Pfades, geht es um den Anteil der einen Primzahl
unter den drei geraden Zahlen, also % Die Frage (C) adressiert die Pfadwahr-
scheinlichkeit, als den Anteil der einen geraden Primzahl, ndmlich 2, unter allen
moglichen sechs Augenzahlen des Wiirfels, also %.

Wenn nur die bedingte Wahrscheinlichkeit P(Z|X) aus Frage (B) unklar ist, kann
diese aus dem Baumdiagramm iiber die Pfadregeln, hier die Produktregel, herge-
leitet werden. Da sich die Pfadwahrscheinlichkeit P(X N Z) als Produkt aus den
Wahrscheinlichkeiten an den Asten des entsprechenden Pfades ergibt, gilt nach

Abbildung 12 hier also konkret P(X) - P(Z|X) = P(X N Z). Durch beidseitige

Division der Gleichung durch P(X) folgt unmittelbar P(Z|X) = PSE;)Z ) — %

Vervollstindigt man den Baum in Abbildung 12, kénnen an den Asten der zwei-
ten Stufe die vier bedingten Wahrscheinlichkeiten P(Z|X), P(Z|X), P(Z|X) und
P(Z|X) abgelesen bzw. iiber die Produkt- oder Verzweigungsregel berechnet
werden. Wie kann man aber bedingte Wahrscheinlichkeiten bestimmen, bei denen
das andere Ereignis, hier Z oder dessen Gegenereignis Z, die Bedingung ist, also
die Wahrscheinlichkeiten P(X|Z), P(X|Z), P(X|Z) und P(X|Z)?

3 3
X: ,Gerade Zahl” = Diagnostische Fragen
Z: Primzahl” 4 En > X z. B. P(X|Z) — Doppelbaum

Abb. 13: Wiirfeln mit einem fairen Wiirfel: Doppelbaum zur Darstellung aller totalen, bedingten
und Schnitt-Wahrscheinlichkeiten (J. Roth)

Offensichtlich bendtigt man dafiir einen anderen Baum, der in der ersten Stufe zu
den Ereignissen Z bzw. Z flhrt. Allerdings sind dafiir oft einzelne Wahrschein-

lichkeiten nicht bekannt. Wire z. B. die Wahrscheinlichkeit P(Z) nicht gegeben,
so konnte sie mit der Additionsregel und den Pfadwahrscheinlichkeiten P(X N Z)
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sowie P(X N Z) aus dem bisherigen Baum zu P(Z) = P(X N Z) + P(X N Z) be-
stimmt werden. Mit diesem Einstieg gelingt es recht gut, ein zweites Baumdia-
gramm zu den fehlenden bedingten Wahrscheinlichkeiten zu erstellen, wenn man
den zweiten Baum entgegengesetzt zum ersten Baum zu einem doppelten Baum-
diagramm, einem sogenannten Doppelbaum, aufbaut, wie in Abbildung 13. Dabei
kann man sic zu nutze machen, dass die Pfadwahrscheinlichkeiten jeweils die
Wahrscheinlichkeiten der Schnitte der Ereignisse auf den beiden Stufen des
Baumdiagramms sind. Wenn man also einen Pfad auf der ersten Stufe beim Er-
eignis Z beginnt und von da aus zum Ereignis X auf der zweiten Stufe weiterlduft
muss die Pfadwahrscheinlichkeit dieses Pfades die Schnitt-Wahrscheinlichkeit
P(X N Z) sein. Diese Schnittwahrscheinlichkeit gibt es aber schon im ersten, lin-
ken Teilbaum als Pfadwahrscheinlichkeit. Der Pfad im zweiten, rechten Teilbaum
sollte also bei eben dieser Schnittwahrscheinlichkeit enden (vgl. Abbildung 13).
Damit hat man aber schon alles zusammen um die bedingte Wahrscheinlichkeit
P(X|Z) zu bestimmen. Da sich die Pfadwahrscheinlichkeit des eben erstellten
Pfades im rechten Baum nach Produktregel zu P(Z) - P(X|Z) = P(X N Z) ergibt
und die Schnitt-Wahrscheinlichkeit P(X N Z) bereits als Pfadwahrscheinlichkeit

im linken Teilbaum berechnet wurde, ergibt sich direkt P(X|Z) = PSEQ)Z ) Alle

anderen Aste und Pfade sowie die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten des rech-
ten Teilbaums lassen sich jeweils analog durch Ausnutzung von Pfadregeln und
ggf. Riickgriff auf den linken Teilbaum bestimmen. Bei der hier genutzten Dar-
stellung der Ereignisse als Rechteckstruktur der Augenzahlen (oder allgemeiner
Venn-Diagramm) ermdglicht es die Ergebnisse auch als Anteile des jeweiligen
Ganzen zu bestimmen. Dies Zugangsweise fillt einzelnen Lernenden leichter und
ermdglicht eine eigenstindige Uberpriifung des Problemldseprozesses mit dem
Doppelbaum.

Wesentliche Uberlegungen, die beim Erstellen eines Doppelbaums relevant sind
und die vollstindige Entwicklung eines Doppelbaums aus einem einfachen
Baumdiagramm werden im Erklirvideo unter https://roth.tel/doppelbaum/video
am bekannten Taxi-Problem (Tversky & Kahneman, 1975) erldutert:

Taxi-Problem: Ein alter Mann wird Zeuge eines Autounfalls mit Fahrer-
flucht und berichtet, dass das fliichtende Auto ein blaues Taxi gewesen sei
(Behauptung b). Es gibt zwei Taxiunternehmen in der Stadt, die 15 blaue (B)
bzw. 85 griine (G) Taxis haben. In der Verhandlung wird die Sehfihigkeit
des Mannes gepriift und man bekommt heraus, dass er in 80% der Fille die
richtige Farbe zuordnen kann, d. h.: P(b|B) = P(g|G) = 0,8.

Auf der Grundlage dieser Kenntnisse muss der Richter sich mit der Frage ausei-
nandersetzen, wie grofl die Wahrscheinlichkeit ist, dass wirklich ein blaues Taxi
in den Unfall verwickelt war, wenn der alte Mann sagt es war ein blaues Taxi. In
unserer Notation sucht der Richter also den Wert der bedingten Wahrscheinlich-
keit P(B|b).
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Das Ergebnis dieses Prozesses, den zugehdrigen Doppelbaum, zeigt Abbildung
14. An ihm wird deutlich, dass

— anden Asten der ersten Stufen der beiden Teilbaume alle vier totalen Wahr-
scheinlichkeiten,

— an den Asten der zweiten Stufen der Teilbdume alle acht bedingten Wahr-
scheinlichkeiten und

— zwischen den beiden Teilbdumen als Pfadwahrscheinlichkeiten sowohl des
Pfades im linken Teilbaum als auch des Pfades im rechten Teilbaum, der
jeweils dorthin fiihrt, alle vier Schnitt-Wahrscheinlichkeiten enthalten sind.

Im Ergebnis liefert ein so aufgebauter Doppelbaum also alle sechzehn beteiligten
Wahrscheinlichkeiten. Der Doppelbaum in Abbildung 14 wurde so gestaltet, dass
auch absolute Héufigkeiten vorkommen, weil eine ganze Reihe von Lernenden
damit besser umgehen konnen als mit Wahrscheinlichkeiten. Dazu wurde eine
geeignete grofle Zahl (hier 10.000) als Eingangsgrofe, hier die Anzahl der Taxis,
gesetzt und damit weitergearbeitet. Wie diese absoluten Anzahlen beim Autbau
des Doppelbaums genutzt werden konnen, wird ebenfalls im Erklérvideo unter
https://roth.tel/doppelbaum/video konkretisiert.

P(2ng)
= 0,03
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g

1700 BLCHRED)
T — 0,17

6800 WLCI))
N = 0,68

P(Bnb) 012
P(b)y 0,29
Abb. 14: Doppelbaum zum Taxi-Problem (J. Roth)

P(b) =P(Bnb)+ P(GNh)

P(B|b) = =0,12+0,17 = 0,29

=~ 0,41

Mit Hilfe eines GeoGebra-Applets unter https://roth.tel/doppelbaum kann die
Entwicklung eines Doppelbaums schrittweise visualisiert und von Lernenden als
Kontrollmdglichkeit genutzt werden, nachdem sie selbststindig eigene Baumdia-
gramme im Rahmen des Problemldseprozesses der Bestimmung von (bedingten)
Wahrscheinlichkeiten bei zwei Ereignissen erstellt haben. Dazu konnen im Applet
die Bezeichner fiir die beteiligten Ereignisse frei gewahlt werden.

Sind die Ideen und Arbeitsweisen im Zusammenhang mit dem Doppelbaum ver-
standen, lohnt sich die Auseinandersetzung mit gesellschaftlich relevanten Fragen
zu bedingten Wahrscheinlichkeiten etwa im Zusammenhang mit medizinische
Tests (Pinkernell, 2006) anzugehen, die ebenfalls gut mit dem GeoGebra-Applet


https://roth.tel/doppelbaum/video
https://roth.tel/doppelbaum

Wahrscheinlichkeiten verstehen

zum Doppelbaum und ergidnzend ggf. der dynamischen Vierfeldertafel zu medi-
zinischen Tests (https://roth.tel/vierfeldertafel) strukturiert werden konnen.

5. Anmerkungen zur Darstellung von Doppelbaumen

Doppelbdume sind von Lernenden sehr gut nutzbare Diagramme, um Probleme
im Zusammenhang mit bedingten Wahrscheinlichkeiten zu 16sen. Empirischen
Ergebnisse von Binder, Steib und Krauss (2023) zeigen, auch im Vergleich zu
anderen Darstellungen, dass es sich lohnt Doppelbdume als Problemlosewerk-
zeuge im Unterricht zu bedingten Wahrscheinlichkeiten einzusetzen. Die positi-
ven empirischen Ergebnisse wurden allerdings mit Doppelbdumen erzielt, die
wichtige Eigenschaften der im vorliegenden Beitrag dargestellten Doppelbaume
gar nicht erfiillt. Es wére empirisch zu priifen, ob ein Arbeiten mit der hier vorge-
stellten Darstellung von Doppelbdumen (vgl. die Abbildungen 13 und 14) sogar
ein noch besseres Abschneiden von Lernenden bei Leistungstests ermdglichen
wiirde als die bisher hdufig in der Literatur genutzten Darstellungen von Doppel-
baumen.
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Abb. 15: Andere Doppelbdume — Links: Doppelbaum aus Tomlinson und Quinn (1998);
Rechts: Doppelbaum und Baumdiagramm aus Binder et al. (2023)

Im Folgenden sollen die Unterschiede in der Darstellung von Doppelbdumen kurz
erlautert werden. Abbildung 15 zeigt auf der linken Seite die Originalabbildung
des Doppelbaums aus dem Artikel von Tomlinson und Quinn (1998), der inhalt-
lich dem Doppelbaum in Abbildung 13 des vorliegenden Beitrags entspricht. Wie
man unschwer erkennt, wurden bei Tomlinson und Quinn die Blatter der zweiten
Stufen der beiden Teilbdume verschmolzen. Dies hat den Nachteil, dass die Pfad-
wahrscheinlichkeiten, das sind die Schnittwahrscheinlichkeiten P(X N Z),
P(XNnZ),P(XNZ)und P(X N Z) nicht mehr als solche erkennbar sind, sondern
an den Blittern ,,angeheftet werden®. In der Version des Doppelbaums von Bin-
der, Steib und Krauss (2023), die ebenfalls die Blitter der zweiten Stufe ver-
schmelzen (vgl. Abbildung 15 mittleres Diagramm), wird sogar noch weiter ge-
gangen. Dort werden die Schnittwahrscheinlichkeiten komplett weggelassen und
im Text wird sogar behaupten, dass Schnittwahrscheinlichkeiten in Doppelbéu-
men keinen Platz haben.

Daneben gibt es noch ein anderes Problem, das im direkten Vergleich des Baum-
diagramms und des Doppelbaums aus Binder, Steib und Krauss (2023) — vgl. in
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Abbildung 15 die rechten beiden Diagramme — sehr deutlich wird: In Baumdia-
grammen werden in Blittern jeweils einzelne Ereignisse bzw. deren Gegenereig-
nisse notiert, aber keine Schnittereignisse. Warum sollte das im Doppelbaum, der
sich ja aus zwei einzelnen Teilbdumen zusammensetzt, nun anders sein? Ein
Uberdenken der hiufig gewihlten Darstellung von Doppelbidumen mit Blick auf
eine bessere Verstidndlichkeit fiir Lernende erscheint hier naheliegend.
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