HENRIK OSSADNIK & JURGEN ROTH

Pandemien modellieren

1 Motivation

,,.Nach der Pandemie ist vor der Pandemie!“

In Anbetracht der vergangenen Jahre gibt es wahrscheinlich nur wenige Aussagen, die uns
noch mehr verunsichern konnten. Die durch SARS-CoV-2 ausgeldste, weltweite Corona-
Pandemie hat uns in den letzten Jahren so stark beeinflusst, eingeschrénkt und Verhaltens-
weisen nachhaltig verdndert wie kaum ein anderes Thema. Insbesondere die Epidemiologie,
die sich mit derartigen Krankheiten und insbesondere deren Ursachen, Ausbreitung, beein-
flussenden Faktoren sowie ihrer Bekdmpfung auseinandersetzt, spielte eine zentrale Rolle
bei der Ausgestaltung von Priventions- und EinddimmungsmafBnahmen. Doch ist es moglich,
die Entwicklungen des zukiinftigen Infektionsgeschehens mithilfe von Modellen vorherzu-
sagen? Wie sehen aussagekriftige mathematische Modelle fiir solche Phdnomene aus? Wel-
ches Vorhersage-Potential haben diese Modelle und welchen Beitrag leisten sie zur Analyse
von Pandemieverldufen? Diese Fragen lassen sich im Rahmen eines ficheriibergreifenden
Unterrichtsprojekts unter Beteiligung der Facher Biologie und Mathematik interdisziplinar
untersuchen. Die multiperspektivische Betrachtung fordert neben den fachspezifischen Kom-
petenzen auch spezielle Gestaltungskompetenzen, die {iber das Themengebiet und die bear-
beiteten Inhalte hinaus gehen, zur eigenen Urteilsbildung und dem eigenstdndigen Erschlie-
Ben eines komplexen Themengebiets beitragen und so insbesondere eine Bildung fiir nach-
haltige Entwicklung (BNE) vorantreiben (Grundmann 2017, S.2; PL RLP 2021, S.15, S.19,
S.30; Fehnker 2010, S.90). Zur Unterstiitzung eines solchen Projektunterrichts werden in
diesem Beitrag mathematische Grundlagen naturwissenschaftlich-mathematischer Modelle
zur Vorhersage von Epidemien zusammengestellt.

2 Mathematisch-Naturwissenschaftliches Modellieren

Der Einfluss von Modellen auf unseren Lebensalltag war wiahrend der Pandemie besonders
greifbar. Sie trugen zum Verstdndnis komplexer Sachverhalte bei und ermdglichten Abschiét-
zungen zum weiteren Verlauf des Infektionsgeschehens. Auf dieser Grundlage wurden von
der Politik Mafnahmenpakete zur Einddmmung der Pandemie beschlossen, die alle Men-
schen direkt und sehr personlich betrafen. Was aber macht ein solches Modell aus?

Bei mathematisch-naturwissenschaftlichen Modellierungen wird ein reales Phdnomen
durch die Wahl verschiedenster Modellierungsannahmen in ein mathematisches Modell
transferiert, mit dem man arbeiten kann. Dieses Modell wird im Anschluss in mehreren Zyk-
len sukzessive und systematisch optimiert, um immer bessere Vorhersagen treffen zu kon-
nen. Zur Visualisierung der Transfervorgénge werden diese oft in Modellierungskreisldufen
schematisch festgehalten. Wihrend rein mathematische Modellierungskreisldufe sich in der
Regel als Wechselspiel zwischen Realitit und Mathematik verstehen, schaltet das integrierte
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Abb. 1: Naturwissenschaftlich-mathematischer Modellierungskreislauf (eigene Darstellung, vereinfacht
nach Meister & Upmeier zu Belzen 2018). Dargestellt sind die Schritte: 1 Wahrnehmung des Phano-
mens, 2 Aktivierung von Erfahrungen, 3 Mathematisieren, 4 mathematische Kompetenzen nutzen, 5 In-
terpretieren, 6 Validieren, 7 naturwissenschaftliche Untersuchung durchfiihren, 8 Modell andern oder
beibehalten

Modell naturwissenschaftlich-mathematischer Modellierung (vereinfacht nach Meister &
Upmeier zu Belzen 2018) eine Modellebene dazwischen. Es unterscheidet zwischen mathe-
matischen und naturwissenschaftlichen Betrachtungen und eignet sich fiir den Einsatz in fa-
cheriibergreifenden Disziplinen wie der Epidemiologie.

Die Modellierung startet mit der Wahrnehmung eines realen Phinomens — hier der durch
SARS-CoV-2 ausgelosten Pandemie und der Motivation, das Infektionsgeschehen vorhersa-
gen zu konnen. Das mentale Modell, welches aus biologischen Grundlagen hervorgeht
(bspw. molekularer Aufbau - & Infektionsverhalten von SARS-CoV-2), miindet durch Ma-
thematisierungen in einem mathematischen Modell, welches durch Modellierungsannahmen
definiert wird. Das Modell ldsst sich mithilfe mathematischer Kompetenzen analysieren, die
gewonnenen Ergebnisse interpretieren und zu Resultaten oder Vorhersagen auflerhalb der
Mathematik Uibersetzen. Innerhalb des ,.kleinen Kreislaufs“ der Modellwelt (vgl. Abbildung
1) erfolgt eine Optimierung dieses grundlegenden Modells bis zu einem bestimmten
Exaktheitsgrad ggf. in mehreren Schleifen. Die mathematischen Hintergriinde, Herleitungen
und Interpretationen spielen dabei eine wichtige Rolle. AbschlieBend werden weitere denk-
bare Verbesserungen aufgegriffen, die zu einer addquateren Abbildung der Realitdt — jedoch
auch zu einem komplexeren Modell — fiihren wiirden. Gleichzeitig beriicksichtigt der Kreis-
lauf auch die Planung und Durchfiihrung einer naturwissenschaftlichen Untersuchung auf
Basis der interpretierten Resultate, wobei die dabei experimentell gewonnenen Daten als
Ausgangspunkt zur Verbesserung dienen.
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3 Anregungen zum fachlichen biologischen Hintergrund

Naturwissenschaftlich-mathematische Modellierungen beginnen mit der Wahrnehmung des
Phianomens und einer darauf aufbauenden Ausgestaltung eines mentalen Modells. Im Falle
von SARS-CoV-2 sind insbesondere Teile des biologischen Hintergrunds und daraus ableit-
bare Modellierungsannahmen interessant. Leitend konnen hier folgende Fragen sein:
e Wie wird SARS-CoV-2 iibertragen?
e Wie effektiv sind diese Ubertragungsmechanismen?
e Warum sind sie so effektiv? Welche biologischen Eigenschaften spielen eine Rolle?
e Wie hoch muss eine Impf-/Genesungsquote mindestens sein, damit von Her-
denimmunitét gesprochen werden kann? Ist diese Quote durch den Einsatz von Impf-
stoffen realisierbar?
Im Rahmen des Projektunterrichts bietet es sich an, diese Aspekte zundchst aus der Sicht des
Faches Biologie genauer zu beleuchten. Zum einen kann SARS-CoV-2 den Authénger dar-
stellen, um Viren allgemein, deren taxonomische Einordnung, die Entstehung von Zoonosen,
den charakteristischen Replikationsmechanismus von SARS-CoV-2, die dabei beteiligten
Proteine oder auch die Bekdmpfung von Viren mit Hilfe von Impfstoffen zu betrachten. Zum
anderen werden die getroffenen mathematischen Modellierungsannahmen dadurch unter-
mauert. Eine Zusammenstellung biologischer Grundlagen findet sich unter https://mathe-la-
bor.de/wp-content/uploads/stationen/corona 2022 zusatz_biologie.pdf.

4 Modellierungen in der Epidemiologie

Charakteristisch fiir Modellierungen in der Epidemiologie ist der Aufbau aussagekréftiger
Modelle. Sie entstehen im interdisziplindren Austausch zwischen verschiedenen wissen-
schaftlichen Fachgebieten. So sind beispielsweise mikrobiologische Erkenntnisse und das
Wissen um verschiedene epidemiologische Zustdnde als Modellierungsannahmen Grundla-
gen fiir mathematische Betrachtungen und den Aufbau mathematischer Modelle.

4.1 Grundlegende Modellierungsannahmen

Zur mathematischen Beschreibung von Infektionskrankheiten werden oft dynamische Mo-
delle verwendet. Sie unterteilen die Anzahl N der Personen der Gesamtbevolkerung nach
ihrem Gesundheitszustand (oft als epidemiologische Zusténde bezeichnet) in Gruppen. Jede
Person gehort zu jedem Zeitpunkt genau einer dieser Gruppen an, sodass sich zeitabhéngige
Funktionen ergeben. Nachfolgend werden die Gruppen Susceptible (Infizierbare) (S), Infec-
ted (Infizierte) (I) und Removed (Genesene und Verstorbene, im Folgenden kurz ,, Gene-
sene”) (R) in Abgrenzung zueinander beschrieben:

S(t): Anzahl der zum Zeitpunkt t noch potenziell fiir die Krankheit empfanglichen (infi-
zierbaren) Individuen in der Gesamtbevdlkerung (/nfizierbare).

I(t): Anzahl der zum Zeitpunkt t infizierten / ansteckenden Individuen in der Gesamtbe-
volkerung (Infizierte).

R(t): Anzahl der zum Zeitpunkt t genesenen bzw. verstorbenen Individuen in der Gesamt-
bevolkerung — diejenigen Personen, die keine Auswirkungen mehr auf das Infekti-
onsgeschehen haben (Genesene).
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Die Summe der Anzahlen der Individuen in den Gruppen entspricht zu jedem Zeitpunkt t der
Anzahl N aller Personen der Gesamtbevdlkerung:

SW+I)+R({)=N (1)
Modelle, die diese Gruppen beinhalten, werden aufgrund der oben gewihlten Bezeichnungen
oft als sogenannte SIR-Modelle bezeichnet (Murray, 2002, S. 319-320).
Wechselwirkungen und Interaktionen zwischen den Gruppen werden bei mathematischen
Modellierungen oft durch gewoéhnliche Differentialgleichungen (DGL) bzw. Systeme vonei-
nander abhingiger Differentialgleichungen definiert. Dabei handelt es sich um Gleichungen,
in denen sowohl eine Funktion y(t), als auch ihre Ableitungen y'(t), y" (t) vorkommen und
die in der Lage sind, die momentane Anderung einer GroBe y(t) zu beschreiben (Hiitt 2001,
33-31; Vogt 1994, S. 165). Diskret gedacht, werden aus momentanen Anderungen dann
,Anderungen in einer bestimmten Zeiteinheit“, diese sind leichter vorzustellen. Ein System
gekoppelter Differentialgleichungen liegt vor, wenn Differentialgleichungen in Kombination
miteinander vorkommen, voneinander abhéngig sind und sich gegenseitig beeinflussen.
Der Prozess § — I - R und die Wech-

Infektion

sel zwischen den einzelnen Gruppen
werden in Form eines Flussdiagramms
(vgl. Abbildung 2) festgehalten. Die
Wechsel finden nicht willkiirlich statt:
Der Wechsel von § nach I wird als /n-

fektlon und der We?hsel von I nach R Abb. 2: Schematische Darstellung des SIR-Modells als
als Genesung bezeichnet. Neben den Flussdiagramm

noch im System befindlichen Personen
sind insbesondere spezifische (als konstant angenommene) Ubergangsraten — fortan als In-
fektions- und Genesungsrate bezeichnet — fiir die Wechsel ausschlaggebend:

Infektionsrate k: Sie gibt die Anzahl effektiver Kontakte eines Individuums an. Also sol-
chen, bei denen es zu einer Infektion kommt, wenn der Kontakt zwischen
Individuen aus der Gruppe der Infizierbaren (S) und der Gruppe der Infi-
zierten (I) stattfindet. Sie berechnet sich demnach aus den durchschnittli-
chen Kontakten einer Person (k), und der Wahrscheinlichkeit einer Infek-
tion bei solchen Kontakten (p). Mathematisch formuliert entspricht dies
dem Produkt k = k - p.

Genesungsrate w: Sie gibt den Anteil der Individuen aus der Gruppe der Infizierten (I) an,
der in die Gruppe der Genesenen (R) wechselt und wird als Kehrwert der
Infektionsdauer definiert.

Es gilt k,w € R, mit k(t) > 0,w(t) > 0 fiir t = 0. Insbesondere die Infektionsrate muss
im Laufe einer Pandemie, beispielsweise durch gednderte (Einddmmungs-) MaBinahmen an-
gepasst werden (Wolff, 2020; Jones 2007)). Unter Beriicksichtigung der Wechsel zwischen
den Gruppen und in Erweiterung zu Gleichung (1) ergibt sich, dass alle Personen, die eine
Gruppe ,,verlassen einer anderen Gruppe hinzugefiigt werden miissen. Die Summe aller An-
derungen zwischen den Gruppen ist also Null, weil sich die Anzahl der Personen in der Ge-
samtbevolkerung in diesem Modell nicht dndert. Dies ldsst sich mathematisch wie folgt for-
mulieren:
AS(t) + AI(t) + AR(t) =0 (2)
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4.2 Zusitzliche Modellierungsannahmen
Zusatzlich miissen noch einige weitere wichtige Pramissen gekldrt werden, die insbesondere
der Komplexitétsreduktion und einer Minimierung des Rechenaufwands dienen. (1) Jede
Person besitzt im Rahmen der Modellierung das gleiche Infektionsrisiko und weist die glei-
chen Charakteristika gegeniiber der Krankheit auf, weshalb Infektions- und Genesungsrate
fiir die Bevolkerung als einheitlich angenommen werden kdnnen. Diese Bevolkerungsstruk-
tur bezeichnet man auch als homogen. Gleichzeitig wird von einer abgeschlossenen, isolier-
ten Population ausgegangen, die demographische Faktoren (Geburten, Migrationen etc.) au-
Ber Acht lasst. Da SIR-Modelle meist nur iiber kurze Zeitraume betrachtet werden — infolge
sich verdndernder Datenlagen, dem Auftreten neuer Mutationen und angepasster Malinah-
men — , sind beide Annahmen plausibel (Heidrich, 2021, S. 133). (2) Personen kdnnen nach
durchgestandener Infektion im Modell nicht mehr infiziert werden, d.h. sie verbleiben in der
Gruppe R der Genesenen. Auch diese Annahme ist fiir die Betrachtung kurzer Zeitrdume
realistisch (Murray, 2002, S. 319-320). (3) Personen sind unmittelbar nach ihrer Infektion
ansteckend und sind beim Wechsel von I nach R sofort immun gegeniiber der Krankheit.
Zusatzliche Gruppen (z. B. latent infizierte Personen) werden zur Minimierung des Rechen-
aufwandes auBer Acht gelassen. (4) Der Ausgangspunkt der Infektionsausbreitung wird von
der Wahl der Anfangsbedingungen beeinflusst. Es ist notwendig, dass sich mindestens eine
infizierte Person im System befindet, da sonst keine Infektionen und erst recht keine Epide-
mie ausgeldst wird. Zum Startpunkt der Betrachtungen t, = 0 gilt fiir die einzelnen Gruppen
(Wollff, 2020, 2ff):

S(ty) =Somit0 < S,

I(ty) =1, mit 0 < [

R(ty) = Ry mit 0 < R, im Regelfall gilt R, = 0

4.3 Basisreproduktionszahl und R-Wert
Zur Charakterisierung der Ausbreitungsgeschwindigkeit wird die Basisreproduktionszahl 7y,
verwendet. Sie gibt Auskunft {iber die mittlere Anzahl an Sekundirféllen, die eine infizierte
Person (wihrend sie ansteckend ist) in einer nichtimmunen Bevélkerung auslost. Jones
(2007) beschreibt ihre Abhéngigkeiten folgendermafen:
o~ (omirt) (et )" (rekton) 3)
Dementsprechend ist sie abhingig von der Wahrscheinlichkeit einer Infektion bei Kontakten
zwischen Personen aus Gruppe S und I, dem durchschnittlichen Kontakt zwischen diesen
Personen und der Dauer einer Infektion. Eine formalere Definition der Basisreproduktions-
zahl 7y, die sich im Verlauf der Pandemie nicht dndert, folgt spater. Um auch wihrend des
Infektionsgeschehens Auskunft dariiber geben zu konnen, wie viele Menschen von einer in-
fizierten Person im Durchschnitt angesteckt werden, wird der r-Wert (auch Nettoreproduk-
tionszahl) verwendet. Ohne MafBnahmen gilt:
S(t)
o ——
o N (4)
mit N = Anteil der Infizierbaren in der Gesamtbevdlkerung zum Zeitpunkt t

Ist r < 1 gehen die Fallzahlen zuriick, weshalb EindimmungsmaBnahmen das Ziel verfol-
gen, den Wert unter 1 zu senken und so das Infektionsgeschehen zu kontrollieren.
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5 Herleitung des SIR-Modells

Durch Optimierungen in mehreren Schritten innerhalb des ,kleinen Kreislaufs* der Modell-
welt der naturwissenschaftlich-mathematischen Modellierung (vgl. Abbildung 1) wird nun
schrittweise das SIR-Modell hergeleitet.

5.1 Infektionsausbreitung bei unbeschrinkter Gesamtbevoélkerung — Exponentiel-

les Wachstum
Im ersten Schritt wird dazu das exponentielle Wachstum betrachtet. Die Gruppe R der Ge-
nesenen wird zundchst auBBer Acht gelassen — es handelt sich lediglich um ein SI-Modell. Zur
Beschreibung der Infizierten zum néichsten Zeitpunkt t + At wird, ausgehend von einem
Startwert I, folgende rekursive Darstellung verwendet:

IE+A) =1()+k-I1(t) - At Q)

Der Wert der Infizierten im Zeitpunkt t + At ergibt sich aus der Summe der Infizierten zum
Zeitpunkt ¢ und einem prozentualen Zuwachs. Letzterer berechnet sich aus der Infektionsrate
k und der Schrittweite At, die den prozentualen Zuwachs auf einen Zeitschritt At bezieht. Je
kleiner At, desto genauer wird die Losung, d. h. desto mehr néhert sich diese Losung der
»exakten“ Losung an. Tatsdchlich wire das Resultat nach Umformungen und einem Grenz-
iibergang At — 0 eine Differentialgleichung, deren Losung die e-Funktion wire. Infolgedes-
sen handelt es sich bei der kumulierten Anzahl effektiver Kontakte der Gruppe / um expo-
nentielles Wachstum, welches die Infektionsausbreitung im Rahmen einer Pandemie jedoch
nur flir einen sehr kurzen Zeitraum sinnvoll abbildet. Dies kann gut anhand eines Zeitdia-
gramms wie in Abbildung 3 nachvollzogen werden. Hier zeigt sich: Je hoher die Infektions-
rate (und damit auch Basisreproduktionszahl) ist, desto stérker ist der Anstieg der Infizierten.
Fiir realistischere Pandemieverldufe miissen demnach mehr der zuvor genannten Annahmen
beriicksichtigt werden (nach Ableitinger, 2010, S. 74; Vogt, 1994, S. 166, S. 171-172).
Fiir den Schulunterricht und die Modellierung im Rahmen von Corona ist die Darstellung (5)
in Form einer Differenzengleichung vollkommen ausreichend, da Infektionszahlen immer in
entsprechenden zeitlichen Abstinden angegeben werden. Solche Differenzengleichungen
lassen sich zudem problemlos per Tabellenkalkulation implementieren, numerisch 16sen und
grafisch darstellen.
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Abb. 3: Darstellung der Modelle in Form von Zeitdiagrammen
(Es werden jeweils zwei exemplarische Lésungen dargestellt, eine mit durchgezogenen (—) und eine mit

gestrichelten (--+) Linien.) Dabei gelten folgende Parameter: N = 82 000 000, I, = 1000,

k—=0.33, k- = 0.231, w = 0.07 im SIR-Modell mit Immunisierung gilt in beiden Fallen k = 0.231,

jedoch Ry -+ = 24 600 000 (= 30%)
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5.2 Infektionsausbreitung bei beschrankter Gesamtbevoélkerung — Beschranktes
logistisches Wachstum

Auch in diesem Modell wird die Gruppe der R der Genesenen noch auler Acht gelassen.
Stattdessen wird das exponentielle Wachstum bei beschrankter Gesamtbevolkerung N unter-
sucht. In Analogie zur Erhaltungsgleichung (1) gilt hier:

N = S(t) + I(t) = const (6)
Anders als zuvor ist die Anzahl der Neuinfektionen nun proportional zum Produkt der Anzahl
der Infizierten /(t) und dem Anteil % der Infizierbaren an der Gesamtpopulation. Es kann

nicht mehr davon ausgegangen werden, dass jede Person gemil der Infektionsrate ansteckt,
da es vorkommen kann, dass Kontaktpersonen ab einem bestimmten Zeitpunkt bereits infi-
ziert sind und nicht erneut infiziert werden kénnen. Dieser Uberlegung, dass lediglich ein
Anteil der kumulierten Kontakte der Infizierten innerhalb eines Zeitschrittes auf die Kontakte

mit der Gruppe der Infizierbaren () zuriickgefiihrt werden kann, wird durch % Rechnung

getragen. Gleichung (5) lasst sich somit folgendermaf3en anpassen:
S(®)
1(t+At)=1(t)+k.I(t)-T-At (7)
Unter Beriicksichtigung der angepassten Erhaltungsgleichungen (2) ergibt sich daraus das
folgende System von Differenzengleichungen:

S(t)
S(t + At) =S(t)—k-1(t)-T-At

S(t)

I(t + At) = I(t)+k~1(t)-T-At
Dieses System beschreibt die Infektion (den Wechsel von S nach I), wobei die Richtung
durch das Vorzeichen festgelegt wird (Minuszeichen = Personen, die eine Gruppe verlassen,
Pluszeichen = Personen, die einer Gruppe hinzugefiigt werden). Demnach wird der Wechsel
von § nach I im zweiten Teil des Terms beriicksichtigt. Alle Personen, die die Gruppe S
verlassen werden der Gruppe I hinzugefiigt. Unter Beriicksichtigung der zum Zeitpunkt ¢ in
S bzw. I befindlichen Personen, ergeben sich daraus die Werte zum Zeitpunkt t + At.
Zur besseren Visualisierung wurden auch hier zwei mogliche Losungen in Abbildung 3 (SI-
Modell) in Form eines Zeitdiagramms dargestellt. Es wird keine Genesung der Infizierten
beriicksichtigt, sodass immer mehr Personen der Gesamtbevolkerung N der Gruppe I zuge-
horig sind. Eine hohere Infektionsrate beschleunigt die Infektionsausbreitung. Das Wachs-
tum verlangsamt sich jedoch mit sinkender Anzahl empfanglicher Personen im System, da
die Wahrscheinlichkeit eines infektidsen Kontakts zwischen Personen der Gruppe S und der
Gruppe I abnimmt.

(8)

5.3 Das SIR-Modell

Das zuvor erlduterte Modell wird nun zu dem von Kermack und McKendrick 1927 erstmals
verOffentlichten klassischen SIR-Modell erweitert. Hier wird nun auch die Gruppe R der
Genesenen beriicksichtigt, sodass die Ausbreitung von Epidemien mathematisch wie folgt
beschrieben werden kann:

S(t+At)=S(t)—k-1(t)‘¥-At (9)

21 MU 70(1) — 2024



Henrik Ossadnik, Jiirgen Roth Pandemien modellieren

S(t)
It +At) =1(t) + (k -1(t) W 1(t)>-At

R(t +At) = R(t) —w - I(t) - At
In den Anderungen von S und I wird das logistische Wachstum (Wechsel von S nach I)
beachtet. Gleichzeitig beschreibt der Term w - I(t) den Wechsel aus der Gruppe I der Infi-
zierten in die Gruppe R der Genesenen (Wolff, 2020).
In Abbildung 3 (SIR-Modell) sind zwei exemplarische Losungen des Systems (9) dargestellt.
Sie unterscheiden sich lediglich durch die Infektionsrate k und die davon abhéngige Basis-
reproduktionszahl ry. Je groBer die Infektionsrate k, desto mehr Personen werden innerhalb
eines kurzen Zeitraums infiziert — der Hohepunkt der Infektionen findet dann friiher statt und
fallt insgesamt hoher aus. Diese Erkenntnisse unterstiitzen die Argumentation im April 2020:
Ziel der ,,flatten the curve“-Strategie war es, den Hohepunkt der Infizierten hinauszuzégern
und méglichst niedrig zu halten, um eine Uberforderung des Gesundheitssystems unter allen
Umstédnden zu vermeiden.

5.4 Berechnung der Basisreproduktionszahl

Woran lésst sich aber erkennen, ob sich eine Infektion ausbreiten und damit womdglich auch
eine Epidemie stattfinden wird oder eben nicht? Kurz gesagt betrachten wir dazu, ob die
Anderung der Infizierten innerhalb eines Zeitschritts At gréBer als Null ist. Demnach also ob

fiir % aus (9) gilt % > 0 (dies entspricht dem letzten Teil der Gleichung):
S(t) k S(t)

k-I1(t)- N w-I(t) >0 @W-I(t)- N > I(t) (10)
Da zu Beginn einer Pandemie noch nahezu alle Personen der Gruppe S zugehorig sind, und
So = N angenommen werden kann, vereinfacht sich der Ausdruck dann zu

£>1mitr0=£ (11)

Dies deckt sich ebenfalls mit den zuvor getitigten Uberlegungen zu 7, (Kap. 4.3), da die
Infektionsrate k als Kontaktrate zwischen Personen von § und I und der Wahrscheinlichkeit
einer Infektion bei solchen Kontakten und gleichzeitig die Genesungsrate als Kehrwert der
Infektionsdauer definiert wurden (Jones 2007). Insgesamt macht das 7, zu einem wichtigen
Parameter fiir die Kontrolle einer Pandemie, da sie Riickschliisse auf notwendige Immuni-
sierungsquote und Vorhersagen fiir die Entwicklung des Infektionsgeschehens zulésst.

5.5 Magliche Verbesserungen des SIR-Modells

Impfungen konnen einen effizienten Weg zur Senkung der Basisreproduktionszahl r, bzw.
zur Minimierung des r-Wertes darstellen. Sie schiitzen einerseits vor schweren Verldufen
und tragen andererseits zu einer erheblichen Reduktion der Virustransmission bei. Dadurch
ergibt sich ein Schutzeffekt fiir die Gesellschaft — oft spricht man bei ausreichend hoher
Impfquote in diesem Zusammenhang von Herdenimmunitét. Im SIR-Modell ldsst sich der
Einfluss von Impfungen auf zwei verschiedene Weisen beriicksichtigen — wobei eine Kom-
bination ebenfalls denkbar wire:
1 Hinzufiigen eines Terms fiir die Verdnderung der Infizierbaren (S), der mit einer be-
stimmten Impfrate Personen einer neuen Gruppe ,,Geimpft* oder der Gruppe R der Ge-
nesenen zufiihrt.
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2 Verringerung der Infizierbaren (§) (um einen bestimmten Prozentsatz) bereits zu Beginn
des Infektionsgeschehens — bspw. durch Massenimpfungen. Personen gehdren dann
schon vor dem Ausbruch des Infektionsgeschehens einer neuen Gruppe ,,Geimpft* oder
der Gruppe ,,Genesene* (R) an und konnen dort keinen weiteren Beitrag zum Infektions-
geschehen leisten.

In Abbildung 3 (STR-Modell mit Immunisierung) ist Moglichkeit 2 realisiert. Die Infektions-
und Genesungsraten wurden nach den von Heidrich (2021, S. 146) vorgeschlagenen Werten
gewdhlt, wodurch der ry-Wert mit 3,3 beziffert wird. Zum Vergleich ist im Hintergrund (ge-
strichelt) der Infektionsverlauf des SIR-Modells mit Immunisierung dargestellt. Es ist zu
erkennen, dass eine hohere Impfquote zu Beginn des Infektionsgeschehens einen deutlich
gemifigteren Verlauf zur Folge hat bzw. im Falle einer Impfquote von 65 Prozent, die fiir
den Wildtyp von SARS-CoV-2 veranschlagt wurde, ein pandemischer Verlauf nahezu aus-
bleiben wiirde. Natiirlich kénnen die dargestellten Verldufe nur dann angenommen werden,
wenn keine Impfdurchbriiche, also Erkrankungen trotz Impfung, auftreten (dies war Model-
lierungsannahme, entspricht jedoch nicht der Realitit).

6 Umsetzung im Projektunterricht

Das Thema eignet sich fiir einen facheriibergreifenden, projektorientierten Unterricht ab der
10.Jahrgangsstufe. Dabei kénnen verschiedene Aspekte von einzelnen Gruppen detailliert
untersucht werden, sodass das Gesamtprodukt in einer naturwissenschaftlich-mathemati-
schen Modellierung miindet. Angedockt an die einzelnen Teilschritte der Modellierung bie-
ten sich dabei die Arbeit in folgenden Gruppen an:

¢ Gruppe 1: Detailliert mit molekularbiologischen Grundlagen von Viren — speziell von
SARS-CoV-2 — auseinandersetzen und Griinde fiir deren Verbreitung erarbeiten.

e Gruppe 2: Im Austausch mit Gruppe 1 Modellierungsannahmen und damit ein menta-
les Modell entwickeln, sowie Grundlagen fiir die Mathematisierung schaffen.

e Gruppe 3: Das System von Differenzengleichungen des SIR-Modells analog zu Kapi-
tel 6 mathematisch herleiten, durchdringen und die Abhéngigkeiten erfassen.

e Gruppe 4: Das SIR-Modell anhand einer visuellen Darstellung des Gleichungssystems
(9) analog zu Abbildung 3 mithilfe geeigneter Programme (bereits mit der Tabellenkal-
kulation in GeoGebra moglich) untersuchen und Auswirkung einzelner Parameter (In-
fektionsrate, Genesungsrate etc.) durch systematische Variation erkunden.

e Gruppe 5: Das SIR-Modell an reale Daten, die im Rahmen der Pandemie dokumentiert
wurden anzupassen, um daraus Zukunftsvorhersagen treffen und womdoglich verbes-
serte (bzw. sich zeitlich verdndernde) Infektions- und Genesungsraten ableiten.

7 Umsetzung innerhalb einer Lernumgebung

Fokus des Beitrags war es, die notwendigen (mathematischen) Grundlagen fiir einen Projekt-
unterricht aufzubereiten und zusammenzustellen. Alternativ zu dieser Umsetzung als Projekt
ist es auch moglich, bereits konzipierte und erprobte Materialien in Form einer Lernumge-
bung zu nutzen. Das Mathematik-Labor ,,Mathe ist mehr* der RPTU in Landau bietet eine
(digitale) Lernumgebung auf der Internetseite (https://mathe-labor.de/stationen/corona-
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2022/) an, die sich an den in Abbildung 1 vorgestellten Phasen einer angeleiteten naturwis-
senschaftlich-mathematischen Modellierung orientiert und die in Abschnitt 5 vorgestellten
Modelle unter Beachtung und Riickgriff auch auf den biologischen Hintergrund schrittweise
herleitet. Dort werden, zusédtzlich zu den Arbeitsauftragen, gestaffelte Hilfestellungen in ei-
nem Hilfeheft, Videos, Simulationen, Zusatzmaterial fiir den biologischen Hintergrund und
ein Verlaufsplan bereitgestellt. Zu den mathematischen Teilen dieser Lernumgebung kann
erginzend auf einen Praxisartikel (Ossadnik & Roth 2023) mit didaktischem Kommentar und
aufbereiteten Materialien zuriickgegriffen werden.

Alles in allem wurde in diesem Artikel eine Thematik vorgestellt, die unabhéngig von einer
Erarbeitung im Zuge eines Projektunterrichts oder einer Lernumgebung einen wichtigen Bei-
trag zu einer stirkeren Fokussierung einer BNE in der Schule leisten kann. Die mehrperspek-
tivische Betrachtung fokussiert vor allem die bereits angesprochenen Gestaltungs- bzw.
Nachhaltigkeitskompetenzen. Sie spielen eine wichtige Rolle bei der Erfassung und Bewil-
tigung von Herausforderungen, die sich nicht durch das Abarbeiten vorgefertigter Schemata
oder Algorithmen 16sen lassen und ermdglichen die ErschlieBung, Entwicklung und Inter-
pretation von naturwissenschaftlich-mathematischen Modellen und um Schlussfolgerungen
fiir die Realitét und das zukiinftige Handeln abzuleiten. Lernende kdnnen so auch bei der
Konfrontation mit dhnlichen Problemen oder Situationen diese durchdringen, Wissen iiber-
tragen und sich andere Thematiken selbst in analoger Weise erarbeiten (Grundmann 2017,
S.2; PL RLP 2021, S.15, S.19, S.30; Fehnker 2010, S.90).
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