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Verstandnisvoll lernen

Grundvorstellungen vernetzen und

Verstandnisanker nutzen

Werden mathematische Sachverhalte
komplexer, greifen wir auf auf elementare
Grundvorstellungen zuriick und vernetzen
diese. Passende Kontexte als ,Verstandnis-
anker“ helfen bei Aufbau und Rekonstruk-
tion der Grundvorstellungen.

Elementare Grundvorstellungen bilden die Basis
fiir die Entwicklung von inhaltlichem Verstdndnis.
Da mathematisches Wissen kumulativ aufgebaut
ist, reichen diese aber nicht fiir alle Bereiche der
Mathematik aus. Vielmehr greifen Grundvorstellun-
gen zu subjektiv neuen mathematischen Inhalten
oft auf elementare Grundvorstellungen zuriick und
vernetzen sie miteinander. Vernetzte Grundvorstel-
lungen entwickeln sich anhand einer prototypischen
Situation, in der wechselseitigen Interpretation die-
ser Situation und den Reprédsentationen des ihr
innewohnenden mathematischen Sachverhalts.
Solche prototypischen Situationen, an denen
Grundvorstellungen ausgebildet und rekonstruiert
werden konnen, nennen wir Verstindnisanker.

Verstandnisanker als Unterrichtselement

Spatestens dann, wenn die notwendigen Vernetzun-
gen von Grundvorstellungen komplexer werden,
sollte mit Verstindnisankern gearbeitet werden.
Verstindnisanker kdnnen auch schon weit vorher
beim Erarbeiten und Aktivieren von Grundvorstel-
lungen und beim Verstindnisaufbau eines mathe-
matischen Sachverhalts zielfiihrend sein.

Verstandnisanker 1

« Ein Verstandnisanker ist eine prototypische
Situation, an der Grundvorstellung und ein
damit verbundener Erkldrungskontext zu
einem mathematischen Sachverhalt ausge-
bildet werden.

« Prototypisch meint: Alle wesentlichen Struk-
turelemente zum mathematischen Verstand-
nis kommen in dieser Situation vor und kdn-
nen daran gedeutet werden.

« Eine Situation eignet sich als Verstandnisanker,
wenn sie leicht durchschaut werden kann.

« Lernende konnen einen Verstandnisanker
aufbauen und in neuen Situationen, in der
derselbe mathematische Sachverhalt eine
Rolle spielt, darauf zuriickkommen und,
durch Analogiebildung zum Verstéandnisan-
ker, passende Grundvorstellungen aktivieren.

Grundvorstellungen vernetzen in der
Sek. | am Beispiel Gleichungen

Bei den Grundvorstellungen zu Gleichungen (nach
Hischer 2021) handelt es sich um vernetzte Grund-
vorstellungen. Gleichungen bestehen aus zwei Ter-
men, die durch ein Gleichheitszeichen verbunden
sind und in der Regel Variablen enthalten (in Abb. 1
die Variable x). Zum Ausbilden von Grundvorstellun-
gen zu Gleichungen, und damit zur Verstidndnisent-
wicklung zu Gleichungen, muss folglich auf Grund-
vorstellungen zum Gleichheitszeichen, zu Variablen und
zu Termen vernetzend zuriickgegriffen werden.

Es gibt zwei Grundvorstellungen zu Gleichungen,
die grundlegend verschiedene Verwendungswei-
sen von Gleichungen adressieren (Hischer 2021):
»Gleich-Sein® und ,,Gleich-Werden“ (vgl. Abb. 2).

GV1 zu Gleichungen: Feststellen einer Gleichheit
Die erste Grundvorstellung zu Gleichungen ist das
Feststellen einer Gleichheit (,Gleich-Sein®). So wird mit

Gleichheitszeichen als
Vergleichszeichen

g

X
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Term Term
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Abb. 1: Bestandteile einer Gleichung
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Beispiele: Gesucht: Einsetzungen T
3+5=8 aus der Grundmenge, fiir

Lernziel:

a-(b+c)=ab+ac .
Erganzen um

die die beteiligten Terme
wertgleich werden.

Abb. 2: Grundvorstellungen zu Gleichungen (nach Hischer 2021) ~ Abb. 3: Grundvorstellungen zum Gleichheitszeichen

Gleichungen ohne Variable festgestellt, dass etwa
die Terme 3 + 5 und 8 wertgleich sind. Oder mit Glei-
chungen, wie sie in Rechengesetzen (Assoziativge-
setz, Distributivgesetz usw.) vorkommen, wird aus-

Grundvor-
stellung

Erldauterung der
Grundvorstellung zu Variablen

Unbestimmte Die Variable ist eine allgemeine Zahl, deren Wert

gedriickt, dass die beiden Terme auf der linkenund | pzw, allgemei- nicht gegeben bzw. zunéchst nicht von Interesse
rechten Seite des Gleichheitszeichens fiir alle mog- ne Zahl ist. (Beispiel: a-b=b - afiiralle a, b ausK)
lichen Einsetzungen aus der Grundmenge fiir die
vorkommenden Variablen wertgleich sind. . . S .

Unbekannte Die Variable ist ein Platzhalter fiir eine Zahl (oder

einen Term), deren Wert nicht bekannt ist, aber
prinzipiell bestimmt werden kann, etwa durch
regelgeleitete Umformungen.

(Beispiel: 2x+1 =7 kann zu x = 3 bestimmt werden.)

GV2 zu Gleichungen: Erreichen einer Gleichheit

Bei der zweiten Grundvorstellung zu Gleichungen,
dem Erreichen einer Gleichheit (,,Gleich-Werden®), wer-
den alle Einsetzungen fiir die Variablen der Glei-
chung aus der Grundmenge gesucht, fiir die die Ter-
me auf der linken und der rechten Seite der Glei-
chung wertgleich werden (z.B. x+3=6). Als Ver-

Die Variable ist eine Zahl oder GroRe, die
verschiedene Werte aus einem festgelegten
Bereich annehmen kann, also veranderlich ist.

Verdanderliche

Grafik: © Friedrich VerlagGmbH

standnisanker hierfiir eignet sich: Suche zu den
Funktionstermen x? und 2* die x-Werte, fiir die die Wer-
te beider Funktionsterme gleich sind! (vgl. Abb. 1).

Grundvorstellungen zu Variablen

Die Grundvorstellung Gleich-Werden zu Gleichungen
nutzt die Grundvorstellung Unbekannte zu Variablen,
wihrend die Grundvorstellung Gleich-Sein zu Glei-
chungen die Grundvorstellung Unbestimmte bzw. all-
gemeine Zahl zu Variablen bendétigt (vgl. Tab. 1).

Grundvorstellungen zum Gleichheitszeichen

Eine weitere elementare Grundvorstellung wird hier
implizit mit aufgegriffen, namlich die vom Gleich-
heitszeichen als Vergleichszeichen (bzw. Relationszei-
chen bei Barzel u. a. 2021, s. Abb. 3), das auf den Ver-
gleich der Werte der beiden Terme links und rechts
vom Gleichheitszeichen fokussiert. Dies ist bedeut-
sam, da Lernende aus der Grundschule hiufig aus-
schliefllich die andere Grundvorstellung, ndmlich
Gleichheitszeichen als Zuweisungszeichen (bzw. Opera-
tionszeichen bei Barzel u.a. 2021), verinnerlicht ha-
benund es in diesem Sinn nur als Aufforderung zum
»Ausrechnen” interpretieren. Diese Grundvorstel-
lung ist nur begrenzt tragfahig und muss sehr friih,
idealerweise schon in der Grundschule, spétestens
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(Beispiel: x¥ 2x + 1)

Tab. 1: Grundvorstellungen zu Variablen (vgl. Weigand u. a. 2022)

aber vor dem expliziten Arbeiten mit Gleichungen,
ergidnzt werden um die Grundvorstellung Gleich-
heitszeichen als Vergleichszeichen. Woran ist erkenn-
bar, dass die Grundvorstellung Gleichheitszeichen
als Vergleichszeichen individuell noch nicht ausge-
bildet wurde? Als ein Indiz kann gewertet werden,
wenn Lernende beim Gleichungsumformen nicht
nur zwischen die beiden umgeformten Terme ein
Gleichheitszeichen setzen, sondern bei jeder Um-
formung auch an den Anfang der Zeile ein weiteres
Gleichheitszeichen platzieren.

Grundvorstellungen zu Termen

Gleichungen vergleichen jeweils zwei Terme mitein-
ander - daher spielen auch die elementaren Grund-
vorstellungen zu Termen, ndmlich Term als Rechen-
schema und Term als Bauplan (s. Siller/Roth 2016 und
Tab. 2) beim Arbeiten mit Gleichungen eine wichti-
ge Rolle. Insgesamt wird deutlich, dass Grundvor-
stellungen zu Gleichungen auf mehrere elementare
Grundvorstellungen aufbauen und diese vernetzen.



Grundvorstellung

Erlduterung der Grundvorstellung (GV) zu Termen

Bauplan

Terme werden bei Suche nach der mathematischen
Struktur eines Phanomens oder eines Problems
entwickelt. Ein so entstandener Term kann als ma-
thematischer ,,Bauplan® fiir das Phanomen inter-
pretiert werden. Aus diesem Term ist die Struktur
des Phanomens direkt ablesbar.
Termumformungen sind in der Betrachtungsweise
dieser GV zuldssige Verdnderungen des ,Bauplans®.
Gleichheit von Termen meint in der Sichtweise die-
ser GV eine Strukturgleichheit.

Rechenschema

Hat man mit der Grundvorstellung ,,Bauplan® einen
Term fiir ein Phanomen bzw. ein Problem aufge-
stellt,dann mochte man ihn auch dazu nutzen, wie-
derholte gleichartige Berechnungen fiir verschie-
dene Werte schnell und einfach durchzufiihren.
Der Term wird als ,Rechenschema“ gesehen.
Termumformungen dienen in der Betrachtungswei-
se dieser GV dazu, Berechnungen von Zahlenwerten
zu erleichtern.

Gleichheit von Termen meint in dieser Sichtweise
eine Wertgleichheit.

Tab. 2: Grund-
vorstellungen
zu Termen (vgl.
Siller/Roth 2016)

10

Grundvorstellungen vernetzen in der
Sek. Il am Beispiel Integralbegriff

In der Oberstufe ist es zur Entwicklung von Grund-
vorstellungen zu neuen mathematischen Begriffen
oft notwendig, bereits vernetzte GV - etwa die des
Anderungsverhaltens von Funktionen (vgl. Roth/
Lichti 2021) - mit anderen Vorstellungen zu kombi-
nieren. Das Vernetzen von GV ist also auf einer ho-
heren Stufe durchzufiihren. Gerade wenn auf diese
Weise ein Grundverstdndnis zu einem Begriff auf-
gebaut werden soll, sind Verstandnisanker wichtig.

Grundvorstellungen zum Integral

Am Beispiel der Grundvorstellungen zum Integral,
und zwar Integrieren als

» Rekonstruieren des Gesamteffekts,

+ Bestimmen eines orientierten Fldcheninhalts,

+ Kumulieren (ansammeln) und

« Mitteln (bilanzieren),

(vgl. Roth/Siller 2016 und Greefrath u.a. 2016),
wird nun herausgearbeitet, wie ausgehend von ei-
nem Verstindnisanker solche Grundvorstellungen
durch Vernetzen elementarer und schon vernetzter
Grundvorstellungen entwickelt werden.

Verstandnisanker: Wassermenge im Becken bei
bekannter Zufluss- bzw. Abflussgeschwindigkeit

Ein moglicher Verstandnisanker fiir Grundvorstel-
lungen zum Integral ist die Frage nach der Fiillmenge

eines Waschbeckens bei bekannter Zu- und Abfluss-
geschwindigkeit. An die Waschbeckensituation kdn-
nen die Grundvorstellungen ,Integrieren als Rekonst-
ruieren des Gesamteffekts“ und ,Integrieren als Bestim-
men eines orientierten Flicheninhalts“ inhaltlich ange-
bunden werden.

— Waschbecken:
In ein leeres Waschbecken wird eine Minute lang Was-
ser mit konstanter Zuflussgeschwindigkeit von 10 Li-
tern pro Minute eingelassen, dann die Wasserzufuhr
gestoppt und gleichzeitig der Abfluss geoffnet, aus
dem Wasser mit einer Abflussgeschwindigkeit von 5
Liter pro Minute abfliefit. Nach weiteren 1,5 Minu-
ten wird der Abfluss wieder geschlossen. Wie ldsst sich
aus der Zufluss- bzw. Abflussgeschwindigkeit V'(t)
auf die Wassermenge V(t) im Waschbecken zum Zeit-
punkt t schliefSen? (vgl. Dankwerts/Vogel 2006, S. 96)

Um diese Situation inhaltlich zu erfassen, miissen
Lernende iiber die bereits vernetzte Grundvorstel-
lung Anderungsverhalten zu Funktionen verfiigen.
Diese hilft zu iiberlegen, dass bei einem Zufluss von
10 Litern pro Minute nach einer Minute 10 Liter in
das Waschbecken geflossen sind. Das entspricht im
Graphen der Zuflussgeschwindigkeit V'(f) - oben in
Abb. 4 - dem Flacheninhalt der Rechteckfldche un-
ter dem Graphen im Intervall Omin < ¢ < 1min. Fiir
jeden Zeitpunkt t in diesem Zeitintervall 14sst sich
die Wassermenge V(t) im Waschbecken durch V(t)
=10Liter/min -t bestimmen. Wegen der konstanten
Zuflussgeschwindigkeit nimmt die Wassermenge im
Becken gleichmal3ig zu. Dies ldsst sich im GeoGe-
bra-Applet https://fr-vlg.de/m1236appl beim Ziehen
am Punkt t durch die gleichmiRig wachsende griine
Rechteckfliche unter dem V(f)-Graphen und das line-
are Wachstum des V(t)-Graphen gut nachvollziehen.

Hiermit 14sst sich die Grundvorstellung Integ-
rieren als Rekonstruieren des Gesamteffekts anbah-
nen. Analog kann man die Wassermenge des aus-
flieRenden Wassers ebenfalls durch den Fldachen-
inhalt des Rechtecks zwischen dem V(t)-Graphen
und der Zeitachse bestimmen. Da es sich um aus-
flieBendes Wasser handelt, muss das negativ gewer-
tet werden. Hieran ldsst sich im Zusammenspiel
mit der Situation im Verstdndnisanker und der gra-
phischen Darstellung des funktionalen Zusammen-
hangs (Abb. 4) die Grundvorstellung Integrieren
als Bestimmen eines orientierten Fldcheninhalts
ausbilden. Die Wassermenge im Becken zum Zeit-
punkt tim Zeitintervall 1min < t < 2,5 min ist damit
V(t) = 10 Liter - 5 Liter/min - (- 1 min), also die in der
ersten Minute zugeflossenen 10 Liter minus die ab
Minute 1 ausfliefende Wassermenge bei einer Aus-
flussgeschwindigkeit von 5 Liter/min.

Die Wassermenge lédsst sich auch dann bestim-
men, wenn die Zuflussgeschwindigkeit gleichméaRig
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screenshots (Abb. 4,5,6) : © geogebra.org
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Abb. 4: Das GeoGebra-Applet visualisiert den
Vorstellungsanker der Aufgabe ,Waschbecken®.

VERSTANDNISVOLL LERNEN | BASISARTIKEL

Zuflussgeschwindsgheit V(t) in Fmin
o 1257 2ullussgeschwindigheit V(1) in Umin
4 "
¥ . Zeit tin min 251 A
L z 25 L Zeit tin min
* o 11 3
251
Wassarmenge Vit) in | |
. TWassermengs Vit) in |
] :
k =3 51
28 e s
e Zait tin min |
et z + s = Al i 5
28 s ! i : : |_ . i : ; o Zsittin min
] [ 7 s 7 75 3
5
Graph von V'(t) WWaseamenge VIO) in) Graph van V(t) Graph von V'(t) . Graph von V(t)
o zum Zeitpunkt t = 0 7 3
4 /| anzeigen [+#] anzeigen

Vi) =0
https://fr-vlg.de/ml236app2

Abb. 5: Hier lasst sich die Wassermenge V(0)
mit dem Schieberegler verandern. Bei welchem
Wert bleibt die Wassermenge V(t) stets im realis-

https://fr-vlg.de/ml236app3

Abb. 6: In diesem Applet kann liber den Schie-
beregler n die Anzahl der Rechteckstreifen fiir
die Untersumme verandert werden.

tischen Bereich nichtnegativer Werte?

grofler (oder kleiner) wird, etwa indem der Wasser-
hahn gleichmil3ig weiter aufgedreht wird, wie in der
ersten Minute des Zeitintervalls im V'(t)-Graphen
in Abb. 5. Nach einer Minute flie8t das Wasser mit
einer konstanten Rate ab. Der V(t)-Graph im App-
let https://fr-vlg.de/m1236app2 (Abb. 5) zeigt dabei
ab Minute 2 negative Werte fiir die Wassermenge
im Becken an: Aus der bekannten Zufluss- bzw. Ab-
flussgeschwindigkeit kann zwar die Zufluss- bzw. Ab-
flussmenge rekonstruiert werden, die Wassermenge
im Becken allerdings nur bis auf eine Konstante (die
die zu Beginn bereits im Waschbecken befindlichen
Wassermenge V(0) repréasentiert). Dies entspricht
der Integrationskonstanten beim unbestimmten In-
tegral, die also ebenfalls anhand des Verstdndnisan-
kers interpretiert und verstanden werden kann.

Variierende Zu- bzw. Abflussgeschwindigkeit
Wie lasst sich aber die Wassermenge im Wasch-
becken aus der Zu- bzw. Abflussgeschwindigkeit re-
konstruieren, wenn jemand am Wasserhahn bzw.
am Stopsel spielt, die Zuflussgeschwindigkeit al-
so stidndig variiert, wie das im V'(¢)-Graphen in
Abb. 6 der Fall ist (vgl. das Applet https://fr-vlig.de/
ml236app3)? Die grundlegende Idee besteht darin,
dass die Zuflussgeschwindigkeit in einem sehr klei-
nen Zeitintervall anndhernd konstant ist (Anndhe-
rungsvorstellung als Grundvorstellung zum Grenz-
wertbegriff, vgl. Greefrath u.a. 2016). Man bildet
also kleine Teilintervalle, ndhert in diesen den Zu-
bzw. Abfluss als konstant (Grundvorstellung Anné-
herung zum Grenzwertbegriff) und kann die resul-
tierende Zufluss- (bzw. Abfluss-)Menge wieder iiber
die Grundvorstellung Integrieren als Bestimmen ei-
nes orientierten Flacheninhalts erhalten.

Die Summe dieser Rechteckflacheninhalte ist
dann ein Ndherungswert fiir zuflieBende bzw. ab-
flieRende Wassermenge. Verkleinert man die
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Teilintervalle, dann wird die Ndherung fiir die zuflie-
Rende bzw. abfliefende Wassermenge immer besser
(Anndherungsvorstellung zum Grenzwertbegriff).

Riickblick auf die vernetzte Grundvorstellung
Integrieren als Rekonstruieren des Gesamteffekts
Die Grundvorstellung Integrieren als Rekonstruie-
ren des Gesamteffekts setzt einerseits auf die be-
reits vernetzte Grundvorstellung Anderungsver-
halten bzw. Kovariation zu Funktionen auf, nutzt
dariiber hinaus aber insbesondere auch noch
die Grundvorstellung Integrieren als Bestimmen
eines orientierten Fldcheninhalts sowie die An-
ndherungsvorstellung als Grundvorstellung zum
Grenzwertbegriff.

Erst in der Gesamtsicht dieser iiber den Ver-
stindnisanker ,Waschbecken“ greifbaren vernetz-
ten Grundvorstellungen kann sich ein Grundver-
stdndnis zum Integral konstituieren. Die Grundvor-
stellungen, die dazu notwendig sind, lassen sich in
neuen Situationen, in denen ein Integral eine Rolle
spielt, durch Analogiebildung zum Verstdndnis-
anker wieder abrufen.
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