Funktionales Denken fordern

Computer-Simulationen oder gegenstandliche Materialien nutzen?

Michaela Lichti, Jiirgen Roth

Funktionales Denken ist grundlegend da-
fUr, dass Schulerinnen und Schler im Ma-
thematikunterricht erfolgreich mit jeder Art
von funktionalen Zusammenhéngen ar-
beiten kénnen. Die hier beschriebene Un-
tersuchung setzt sich daher mit der Frage
auseinander, wie eine umfassende Foérde-
rung des Funktionalen Denkens gestaltet
sein sollte und ob bzw. auf welche Weise
die Verwendung von Computer-Simulatio-
nen und gegenstandlichen Materialien hier-
zu beitragen kann.

Funktionale Zusammenhange sind ein we-
sentlicher Bestandteil des Mathematikun-
terrichts. Bereits in Jahrgangsstufe 5 wer-
den sie implizit thematisiert. So missen
sich Schulerinnen und Schiler z. B. mit
der Frage befassen, wie sich der Flachen-
inhalt eines Quadrats verandert, wenn man
eine Seite verlangert. Explizit sind funkti-
onale Zusammenhange ab spéatestens
Jahrgangsstufe 8 nicht mehr aus dem Un-
terricht wegzudenken. Nach der Beschaf-
tigung mit linearen Zusammenhangen fol-
gen in Klasse 9 bereits die quadratischen,
in Klasse 10 werden Exponential- und Lo-
garithmusfunktionen zum Thema. Obwohl
funktionale Zusammenhéange im Unterricht
allgegenwartig sind und trotz ihrer Bedeu-
tung auch fur den Alltag — man denke nur
an die Tasse Kaffee, die abkuhlt, und den
Zusammenhang von Zeit und Temperatur
beinhaltet — zeigen Studien immer wieder,
dass Schilerinnen und Schiler nicht ad-
aquat mit ihnen arbeiten kénnen. Fehlvor-
stellungen wie zum Beispiel der Graph-
als-Bild-Fehler, der die Schilerinnen und
Schuler dazu verleitet, einen Graphen als
Bild statt als Darstellung eines funktiona-
len Zusammenhangs zu interpretieren, ste-
hen ihnen im Weg. Ihr Funktionales Den-
ken, das fur ein erfolgreiches Arbeiten mit
funktionalen Zusammenhangen unum-
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ganglich ist, scheint nicht entsprechend
ausgebildet zu sein. Daher war es das Ziel
der hier beschriebenen Studie, eine mog-
lichst umfassende und effektive Férde-
rung des Funktionalen Denkens zu gestal-
ten und auf ihren Erfolg hin zu Uberprifen.
Die Férderung sollte moéglichst frih zu Be-
ginn der expliziten Thematisierung funktio-
naler Zusammenhange im Mathematikun-
terricht einsetzen. So soll eine Grundlage
fur das weitere Arbeiten mit Funktionen ge-
schaffen werden.

Funktionales Denken

Funktionales Denken umfasst drei wesent-
liche Grundvorstellungen, die Lernende be-
nétigen, um adaquat mit funktionalen Zu-
sammenhangen arbeiten zu kénnen (vgl.
hierzu Hans-Jurgen Vollrath ,Funktionales
Denken* in Journal fur Mathematikdidak-
tik, Heft 10, 1989). Es handelt sich um die

Grundvorstellungen Zuordnung, Kovariati-
on und Funktion als Objekt (Abb. 1).

Der Zuordnungsaspekt umfasst dabei den
Gedanken der Eindeutigkeit. Die Schule-
rinnen und Schiler sollen verstehen, dass
jedem Element x der Definitionsmenge
genau ein Element y der Wertemenge zu-
geordnet wird.

Kovariation beschreibt das Verstandnis des
Anderungsverhaltens: Wie andert sich die
abhangige Variable, wenn die unabhéngi-
ge Variable verandert wird?

Die Funktion als Ganzes oder als Objekt zu
erfassen, geschieht dann, wenn beispiels-
weise der Funktionsgraph in seiner Ganze
interpretiert wird oder aber verschiedene
Funktionen in ihrer algebraischen Darstel-
lung addiert oder subtrahiert werden.

Um Funktionales Denken greifbar zu ma-
chen, ist es des Weiteren erforderlich, die
verschiedenen Darstellungen fir funktio-
nale Zusammenhénge zu betrachten. Sind
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die Lernenden in der Lage, sowohl mit Gra-
phen, Tabellen, Funktionsvorschriften und
situativen Beschreibungen angemessen
umzugehen, diese also zu lesen, zu inter-
pretieren und eine Darstellung in eine ande-
re zu Ubertragen, so kann dies als Hinweis
fir ein in adaquater Weise ausgebildetes
Funktionales Denken gedeutet werden.
Fordern — aber wie?

Eine Férderung des Funktionalen Den-
kens bereits in den unteren Jahrgangsstu-
fen lasst sich mit Experimenten verwirkli-
chen. Denn so, wie bei einem funktionalen
Zusammenhang der unabhangigen Vari-
ablen durch Anwenden der Funktionsvor-
schrift eine abhangige Variable zugewiesen
wird, wird zu einer AusgangsgroBe durch
die Durchflhrung eines Experiments eine
zugeordnete GroBe erzeugt. Experimente
kann man klassisch mit gegenstandlichen
Materialien durchfihren. Gerade mit Blick
auf die hinsichtlich des Bildungssystems
gewunschte Digitalisierung muss man aber
auch in Erwagung ziehen, Experimente auf
den Bildschirm zu verlagern. Simulationen,
erstellt mit einem Programm wie GeoGeb-
ra, machen dies mdglich. Dabei ist der Ein-
satz beider Medien vielversprechend.

Gegenstandliche Materialien bieten die
Moglichkeit, einen funktionalen Zusam-
menhang im wortlichen Sinne zu begrei-
fen. Man kann ganz real die unabhangige
Variable verwenden, um die abhangige zu

generieren. Beispielsweise kann nach dem
Einflllen einer bestimmten Menge Wasser
in ein Glas durch Messen die erreichte Full-
héhe bestimmt werden (Abb. 2a). Diese
Informationen kénnen dann in einer Tabel-
le gesammelt und in einen Graphen tber-
setzt werden.

Den Schilerinnen und Schulern sollte so
besonders nachhaltig bewusst werden, aus
welchen Werten ein Wertepaar bzw. der zu-
gehorige Punkt im Funktionsgraphen sich
zusammensetzt und wie ein solches Wer-
tepaar Uberhaupt entsteht. Nicht zu ver-
gessen ist auch der SpaB, den die Arbeit
mit gegenstandlichen Materialien mit sich
bringt und der entsprechend zu Motivati-
on fuhrt.

Computer-Simulationen haben ebenfalls
eine Reihe von Vorteilen flr die Vermitt-
lung des Verstédndnisses funktionaler Zu-
sammenhénge. Eingebettet in ein dynami-
sches Mathematik-System wie GeoGebra
lasst sich eine Simulation beispielsweise
mit einem weiteren Graphikfenster ver-
netzen (Abb. 2b), in dem der zugehdrige
Graph des simulierten Zusammenhangs
abgebildet wird.

Im Beispiel ,GefaBe fullen” erzeugen die
Schulerinnen und Schuler den der Was-
sermenge zugeordneten Wert, die H6-
he des Fullstands, nun nicht mehr durch
die Vorgange des tatsachlichen Einflllens
und Messens. Stattdessen wird durch ein
Klicken auf den entsprechenden Button

FORTBILDUNG

(,+20 ml“, vgl. Abb. 2b) das GefaB mit
Wasser geflllt. Durch Bewegen des Line-
als mit der Maus kann dann auch die Full-
héhe in der Simulation gemessen werden.
Es folgt das Erstellen einer Tabelle.

Die Vorgange sind also vergleichbar, ob-
wohl sie auf den Bildschirm verlagert wur-
den. Um die Vernetzung des Graphen mit
der Simulation besonders deutlich zu ma-
chen und so den Fokus der Schilerinnen
und Schiler direkt auf das Wesentliche
zu lenken, kdnnen des Weiteren Fokus-
sierungshilfen verwendet werden. Durch
Verbindungslinien zwischen den zwei
Fenstern und eine entsprechende Farb-
gebung wird kenntlich gemacht, wie die
einzelnen Punkte zustande kommen, aus
welchen Werten sie sich zusammensetzen
bzw. wie die Werte entstanden sind. Auch
hier ist zu hoffen, dass ein nachhaltiger
Zusammenhang zwischen dem Ursprung
der Wertepaare und ihrer Darstellung als
Punkte entsteht.

Beide Medien scheinen daher geeignet, zur
Férderung des Funktionalen Denkens ein-
gesetzt zu werden.

Ob aber Lernumgebungen, die Experimen-
te mit gegensténdliche Materialien oder
Computer-Simulationen beinhalten, einen
unterschiedlichen Lernerfolg im Funktiona-
len Denken erzielen, bleibt bis hierher of-
fen. Dieser Frage wurde in einer entspre-
chend gestalteten Interventionsstudie in
Jahrgangsstufe 6 nachgegangen.
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des Graphen mit der Simulation
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3a | Holzkreisscheiben zur Ermittlung
von Durchmesser und Umfang

Die Lernumgebung

Ziel der Lernumgebung sowohl unter Ver-
wendung von gegenstandlichen Materia-
lien als auch von Computer-Simulationen
ist es, den Schulerinnen und Schulern die
Moglichkeit zu geben, ihr Funktionales Den-
ken in eigenstandiger Arbeit ohne Unter-
stltzung durch eine Lehrkraft zu schulen.
Waurden Lehrkrafte unterstitzend eingrei-
fen, wére der Vergleich der beiden Lern-
umgebungen nicht mehr méglich.

Die Umgebung besteht daher aus einer
Vielzahl an Arbeitsauftradgen, die die Ler-
nenden durch insgesamt finf Experimen-
te realer bzw. digitaler Natur hindurchfuh-
ren. Zu jedem Experiment gibt es eine
Reihe von Aufgaben, die in der vorgege-
benen Reihenfolge bearbeitet werden mus-
sen. Die Aufgaben unterteilen sich in die Be-
reiche (i) Vorbereiten, (ii) Experimentieren
und (iii) Nacharbeiten. Unter den Bereich
»Vorbereiten® fallen Aufgaben zum Schat-
zen und Vermuten, der Bereich ,,Experimen-
tieren® unterteilt sich in Messreihen erstellen
und Graphen zeichnen oder beobachten.
»Nacharbeiten“ umfasst vier Unterpunkte:
Punkte und Graphen verstehen, Zusam-
menhang begreifen, Anwenden, Transfer.
Das erste Experiment, das den Zusammen-
hang von Durchmesser und Umfang eines
Kreises thematisiert, beginnt entsprechend
mit einer Schéatzaufgabe.

Anhand von Kreisscheiben aus Holz
(Abb. 3a) bzw. einer entsprechenden Ab-
bildung sollen die Schilerinnen und Schu-
ler schétzen, wie gro3 der Umfang zu einem
gegebenen Durchmesser ist. Erfahrungsge-
maB schatzen die Lernenden an dieser Stel-
le den Umfang deutlich zu klein. Durch den
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3b | Oberflache der Simulation ,Kreise abwickeln“ mit zwei Graphikfenstern

so bei der Uberpriifung durch Messen ent-
stehenden kognitiven Konflikt soll Interesse
geweckt und der Faktor 3.14, der den Zu-
sammenhang von Durchmesser und Um-
fang charakterisiert, besonders eindriick-
lich vermittelt werden.

Der Vorgang des Messens ist in der realen
und der digitalen Umgebung vergleichbar
gestaltet. Die Lernenden sollen den Umfang
der Kreise ,,abwickeln®. Hierzu rollen sie in
der materialgestltzten Lernumgebung die
Holzscheiben tatsachlich an einem Lineal
entlang, bis eine Umdrehung vollendet ist.
Als Hilfestellung haben die Holzscheiben
kleine Einkerbungen (vgl. Abb. 3a).

In der Simulation wird der Abrollvorgang
durch ein Klicken ausgel6st. Es schlieBt
sich in beiden Lernumgebungen das Erstel-
len einer Wertetabelle an. In der materialge-
stiitzten Lernumgebung werden die Schi-
lerinnen und Schuler dann aufgefordert,
basierend auf ihren Werten einen Graphen
zu erstellen. In der simulationsgestttzten

Umgebung wird der Graph den Schiilerin-
nen und Schulern in Kombination mit der si-
mulierten Situation prasentiert. Kreisschei-
be fir Kreisscheibe erscheint ein weiterer
Punkt des Graphen (Abb. 3b).

Der Ablauf ,Schatzen — Experimentieren —
Wertetabelle — Graph“ ist auch Teil des Ex-
periments ,GefaBe flllen® (Abb. 2a und b)
sowie des Experiments , Wirfel bauen (Zu-
sammenhang der Anzahl kleiner Wurfel an
der Kante eines groBBen Wiirfels und der Ge-
samtzahl kleiner Wrfel, aus denen der gro-
Be Wiurfel besteht) (Abb. 4).

Besonders mit Blick auf das Wurfelexperi-
ment wird die Frage nach der Sinnhaftigkeit
einer Verbindungslinie zwischen den einzel-
nen Punkten der Zuordnung thematisiert.
Mittels eines weiteren Experiments zum
Flllen von GeféaBen wird in einem weiter-
fUhrenden Schritt der Zusammenhang des
Durchmessers eines Glases und der Ge-
schwindigkeit, mit der das gleichmaBig ein-
gefllite Wasser steigt, behandelt.
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Den Abschluss bildet das Experiment ,,Blei-
stifte spitzen®, in dem der Anzahl der Spit-
zumdrehungen die verbleibende Ldnge des
Stiftes zugeordnet wird (vgl. Artikel ,Bleistift-
spitzen® von Holger Klapp in ,Mathematik
5-10%, Heft 30). Es greift nochmals bereits
gewonnene Erkenntnisse Uber lineare Zu-
sammenhange auf und vertieft die Idee der
unterschiedlich starken Anderung mittels ei-
ner Transferaufgabe.

Zu jedem Kontext gibt es auch Anwen-
dungs- und Transferaufgaben. Sie kénnen
ohne das Material oder die Simulation ge-
|6st werden und sind daher in beiden Lern-
umgebungen véllig identisch. Hinsichtlich
des GefaBe-Experiments muss beispiels-
weise als Transferaufgabe abschlieBend
die Zuordnung verschiedener Fullgraphen
zu den Abbildungen der zugehérigen Ge-
faBe vorgenommen und begrindet werden
(Abb. 5).

Die Studie

Um herauszufinden, wie groB3 der Lerner-
folg mit denen von uns gestalteten Lernum-
gebungen im Funktionalen Denken ist und
ob dieser je nach Medium eventuell unter-
schiedlich ausfallt, haben wir im Sommer
2016 elf 6. Klassen von vier Gymnasien in
Rheinland-Pfalz Uber vier aufeinanderfol-
gende Schulstunden in Einzelarbeit an un-
seren Arbeitsauftragen arbeiten und die Ex-
perimente durchflihren lassen. Die Halite
jeder Klasse verwendete gegenstandliche
Materialien, die andere Halfte nutzte Com-
puter-Simulationen. Insgesamt handelte es
sich um 234 Schulerinnen und Schuler.
Der Lernerfolg wurde mit einem speziell fur
diese Studie entwickelten Test zum Funktio-
nalen Denken ermittelt, den die Lernenden
vor und nach der Intervention bearbeiteten.
Basierend auf diesem Test konnte jedem
Kind ein Wert fur Funktionales Denken zu-
gewiesen werden, der den Vergleich des
Lernerfolgs durch die beiden Lernumge-
bungen erméglichte.

Die Auswertung ergab, dass mit beiden
Lernumgebungen ein groBer und signifikan-
ter Zuwachs des Funktionalen Denkens er-
zielt werden kann. Der Unterschied im Zu-
wachs des Funktionalen Denkens zwischen
den Lernumgebungen war ebenfalls groB
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Hinweis: Samtliche Auf-
gaben und Simulationen
finden sie in Form eines
GeoGebra-Books unter

https://www.geogebra.

Follvolumen_in mil

d org/m/NgVxutUB.

und signifikant. Simulationen erzeugen ei-
nen deutlich starkeren Zuwachs des Funk-
tionalen Denkens als das Arbeiten mit ge-
genstandlichen Materialien.

Resiimee

Basierend auf unseren Ergebnissen lasst
sich schlussfolgern, dass sowohl gegen-
standliche Materialien als auch Compu-
tersimulationen dafirr geeignet sind, das
Funktionale Denken von Sechstklasslern
zu férdern. Jedoch scheint sich der Einfluss
von Computer-Simulationen positiver aus-
zuwirken. Eine im Anschluss an die Uber-
prifung der Wirksamkeit der Lernumgebun-
gen durchgefiihrte Analyse der schriftlichen
Schulerantworten zeigte jedoch, dass Ma-
terial und Simulationen unterschiedliche
Grundvorstellungen des Funktionalen Den-
kens anzusprechen scheinen. So fanden
sich Hinweise darauf, dass der Einsatz von
Materialien die Kinder besonders auf die
Eindeutigkeit der Zuordnung blicken l&sst.
Dies lasst sich mit dem bewussten und ak-
tiven Generieren der abhangigen zu den
unabhangigen Werten gut erklaren. Simu-
lationen scheinen den Schulerinnen und
Schulern hingegen die Kovariation beson-
ders vor Augen zu fuhren und sie stérker da-
zu zu ermuntern und auch zu beféhigen, mit
der Repréasentationsform Graph zu arbei-
ten. Dies l&sst sich eventuell durch die ani-
mierte Darstellung des Graphen in Zusam-

menhang mit der Simulation begrinden.
Als Konsequenz unserer Studie muss man
daher festhalten, dass flr eine umfassende
Férderung des Funktionalen Denkens bei-
de Medien in entsprechender Weise kom-
biniert werden sollten.

Zu empfehlen waére ein Einstieg mittels ei-
nes realen Experiments, das die Motivati-
on und das Interesse der Schulerinnen und
Schiuler weckt und zunachst verdeutlicht,
was Funktionen tun: Sie ordnen einem Wert
der unabhéngigen Variablen genau einen
zugehdrigen Wert der abhéngigen Variab-
len zu. Besonders deutlich wird dies am Bei-
spiel des GefaBe Fullens: Durch Einftillen
einer festen Menge Wasser (unabhangige
Variable) erzeugt man eine eindeutige Full-
héhe (die abhangige Variable). Aufsetzend
auf ein solch reales Experiment kann man
eine simulierte Version dieses Experiments
verwenden, um den Zusammenhang von
Graph und Situation sichtbar zu machen.
So kann ein Fokus auf die Kovariation ge-
legt werden, da die Anderung sowohl im
Graphen als auch in der Simulation nach-
verfolgbar wird. Basierend auf dem dann
vorliegenden Graphen lassen sich Fragen
zur Funktion als Objekt anschlieBen. Durch
das so ermdglichte Ineinandergreifen bei-
der Medien und damit ihrer Starken lasst
sich eine Grundlage fiir ein umfassendes
Funktionales Denken und damit den ad-
aquaten Umgang mit funktionalen Zusam-
menhangen legen.
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