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Jurgen Roth
Wirksamer Mathematikunterricht — Ausrichtung an Kernideen der mathematischen
Inhalte und den Lernenden

Welches fachwissenschaftliche und fachdidaktische Wissen und Kénnen der Lehrperson sind
aus lhrer Sicht fur die Qualitat des Mathematikunterrichts besonders wichtig?

Fur einen wirksamen Mathematikunterricht muss die Lehrperson selbst so tief in die
Fachwissenschaft Mathematik eingedrungen sein, dass sie aus eigener Erfahrung weil}, was
mathematisches Arbeiten bedeutet. Diese vertiefte Auseinandersetzung mit der Mathematik
kann durchaus exemplarisch erfolgt sein. Noch viel wichtiger ist aus meiner Sicht aber die
Durchdringung der Schulmathematik vom héheren Standpunkt. Hierzu gehért das vertiefte
Wissen darlber, wie die Inhalte der Schulmathematik in spateren Klassen und in der Hoch-
schulmathematik aufgegriffen und elaboriert werden. Nur auf dieser Basis sind adaquate
didaktische Reduktionen moglich, die den mathematischen Inhalt nicht verfélschen. Aus
dieser stoffdidaktischen Perspektive lassen sich Kernideen der Lehrplaninhalte herausarbei-
ten. Gallin und Ruf (1994) haben das Konzept der Kernidee in die didaktische Diskussion ein-
gebracht haben und damit die jeweils individuelle Perspektive der Lernenden und Lehrenden
auf den Grundgehalt, ,,das Ganze“, eines Stoffgebietes gemeint. Sie pladieren fur einen
»unterricht, der die Suche nach sach- und schilergerechten Kernideen an den Anfang stellt
(...). Die Lehrperson ist aufgefordert, Kernideen zu formulieren, die dem Anfanger einen
Blick aufs Ganze des Fachs oder eines groRRen Stoffgebiets ermdglichen” (Gallin & Ruf 1994,
S. 53). Lernende werden diese Kernideen aufgreifen und eigene Ideen zum Stoffgebiet
formulieren, die sehr produktiv sein kénnen. Der Umgang damit erfordert von der Lehrperson
»hicht nur Geduld und Zuriickhaltung, sondern auch die Fahigkeit zur Ubersetzung singularer
Sehweisen und Ideen aus der oft noch sehr rudimentaren Sprache der Lernenden in fachlich
ergiebige Fragestellungen® (Gallin & Ruf 1994, S. 53). Mit Leuders et al. (2011) bin ich der
Meinung, dass Kernideen gleichzeitig (kontextbezogene) subjektive und fachliche Aspekte
umfassen. Sie bieten damit einen Anker fur die VVorschauperspektive der Lernenden, die das
Wesen(tliche) des Stoffgebiets als Ganzes schlaglichtartig erfassen und sich von da aus das
Gebiet erschlielen wollen. Gleichzeitig sind sie in der Riickschauperspektive der Lehrenden
ein Vehikel um Konzepte der fertigen Mathematik und normative Grundvorstellungen zu
Inhaltsbereichen (vgl. Siller & Roth 2016) fur lebensweltliche Vorstellungen von Lernenden
fassbar zu machen.

Kernideen sind wichtig, um (1) Aufgaben und Lernumgebungen zu entwickeln, die es
Lernenden ermdglichen selbst das Wesentliche eines mathematischen Inhaltsbereichs zu erar-
beiten, (2) den erreichten Erkenntnisstand von Lernenden zu diagnostizieren und ihnen adéa-
quate Hilfen anbieten zu kdnnen und (3) den erarbeiteten Wissensstand mit hilfreichen Vor-
stellungsankern geeignet zu sichern sowie mit verwandten mathematischen Inhalten zu ver-
netzen. Um dies leisten zu kénnen, mussen sich Lehrpersonen im Rahmen ihrer Aus- und
Weiterbildung, vom hdéheren fachlichen Standpunkt und mit fachdidaktischer Perspektive,
intensiv und explizit mit der Schulmathematik sowie deren Vernetzungen auseinandersetzen.
Um einen wirksamen Mathematikunterricht umsetzen zu konnen, missen Lehrpersonen
diesen nicht nur an fachwissenschaftlich und stoffdidaktisch fundierten Kernideen, sondern
auch an den Lernenden ausrichten. Dies gelingt nur, wenn flr alle Lernbereiche typische
systematische Schulerfehler bekannt sind, anhand von geeigneten Aufgabenstellungen als
solche identifiziert und mit adaquaten Grundvorstellungen kontrastiert werden kénnen (vgl.
Siller & Roth 2016 fur den Inhaltsbereich Terme). Es ist aber auch notwendig, verschiedene
Zugangsweisen und Reprasentationen zu einem mathematischen Inhalt zu kennen und deren
jeweilige gemeinsame Strukturen identifizieren und ineinander Ubersetzen zu kdnnen. Eine
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geeignete mathematikdidaktische Ausbildung muss die Grundlagen dafiir legen und die
Lehrpersonen dazu beféhigen, sich im Sinne des lebenslangen Lernens (neue) mathematik-
didaktische Erkenntnisse zu den aktuell unterrichteten Inhalten selbst anzulesen und in
Unter-richtshandeln umzusetzen.

Welche Qualitatsmerkmale halten Sie flir den Mathematikunterricht fir essenziell?

Um der Frage nach Qualitdtsmerkmalen des Mathematikunterrichts nachzuspiren, kann es
hilfreich sein, die Perspektive der Lernenden einzunehmen. Oft wird Mathematik von
ihnen als Fach wahrgenommen, in dem man die Inhalte ,verstehen* muss und nicht
»einfach lernen” kann. Dies deckt sich mit der Wahrnehmung der Mathematik als
Wissenschaft von den Mustern und Strukturen, die — einmal in ihrem Kern erfasst —
vielfaltig genutzt und angewandt werden konnen.  Dementsprechend  wird
Mathematikunterricht von Lernenden dann als gelungen wahrgenommen, wenn die
Lehrperson ,.erklaren” kann. Hinter solchen Schileraussagen steht in der Regel nicht
der Wunsch nach Frontalunterricht, sondern vielmehr nach kognitiver Aktivierung und
individueller sowie passgenauer Unterstitzung im Lernprozess. Die Qualitdt des
Mathematikunterrichts macht sich also daran fest, ob er an Kernideen der Inhalte
ausgerichtet ist und den Lernenden so ermdglicht, diese als vernetzt und spiralig
aufeinander bezogen =zu erfahren. Dazu missen geeignete Lernumgebungen zum
Entdecken sowie Aufgaben zum Diagnostizieren, Sichern und Leisten ausgewahlt,
konzipiert und weiterentwickelt werden. Gerade die Orientierung an Kernideen und
Grundvorstellungen erleichtert nicht nur die Konzeption von Lernumgebungen und
Aufgaben, sondern ist auch die Basis der Schiilerorientierung. Kernideen sind Ausgangs-
und Endpunkt jedes Unterrichts, der die Heterogenitdt der Lernenden ernst nimmt und
versucht diese individuell zu fordern und zu fordern. Auf Kernideen basierende
Problemstellungen ermdglichen allen Lernenden ggf. mit verschiedenen  Zugangswei-
sen einen  Zugriff zum  Wesentlichen der dahinterliegenden mathematischen
Struktur. Sie sind h&ufig Ausgangspunkt von jeweils individuell sehr unterschied-
lichen  Vertiefungen. Auf diese Weise lassen sich ,Verstdndnisanker* ent-
wickeln, die spater bei der Systematisierung und Sicherung des erarbeiteten Wissens
eine zentrale Rolle spielen und — etwa im Wissensspeicher — unbedingt mitgesichert werden
miussen. Das zentrale Qualitdtsmerkmal fur alle Phasen (Erarbeitung, Systematisieren und
Sichern, Vertiefen) des Mathematikunterrichts ist also die Orientierung an Kernideen des
mathematischen Inhalts und an den Lernenden. Letzteres l&sst sich nur bei einem echten
Interesse der Lehrperson an den Personlichkeiten und den individuellen Bedirfnissen
der Lernenden und einem dazu forderlich gestalteten Klassenklima erreichen.

Welche Lernumgebungen und Lehr-/Lernformen halten Sie fur einen wirksamen Mathematik-
unterricht als besonders bedeutsam?

Eine Ausrichtung des Unterrichts an mathematischen Kernideen hilft, die gesteckten Inhalts-
ziele des Unterrichts fest im Auge zu behalten. Auf dieser Basis kann es gelingen, eine gesun-
de Mischung zwischen Konstruktion und Instruktion zu realisieren. Fur die Selbsterar-
beitungsphasen der Schiler/innen sind Lernumgebungen hilfreich, die nach Kernideen
und Grundvorstellungen strukturierte Aufgaben, enaktiv nutzbare Materialien und/oder
Computersimulationen sowie individuell abrufbare Hilfen umfassen. Wichtig ist auch, dass
die Lernenden angehalten werden ihren Arbeitsprozess in Lernprotokollen schriftlich
festzuhalten. In diese Lernprotokolle gehdren Vorhersagen zum erwarteten Ergebnis von
Experimenten, die Vorgehensweisen beim Erarbeiten und die Erarbeitungsergebnisse. Erst
auf dieser Grundlage sind eine intensive Reflexion und ein Austausch tber Kernideen der
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untersuchten mathematischen Zusammenhédnge sinnvoll maoglich. Beispiele fir derartige
Lernumgebungen koénnen auf der Internetseite zu unserem Mathematik-Labor ,,Mathe ist
mehr* unter http://mathe-labor.de eingesehen und die Materialien dort auch flr den eigenen
Unterricht heruntergeladen und genutzt werden.

Nach dem Arbeiten an Lernumgebungen sollten wesentliche Ergebnisse und Verstandnis-
anker, die hdufig aus Skizzen und/oder ausgearbeiteten Beispielen bestehen, in Wissensspei-
chern festgehalten werden. Hier ist die Expertise der Lehrperson gefragt, wenn es darum geht,
die individuellen Erkenntnisse der Lernenden mit den gesicherten mathematischen Fach-
strukturen abzugleichen und koharent zu verbinden. Als strukturierendes Element hat sich
dabei das Ich-Du-Wir-Prinzip (vgl. Barzel et al. 2007, S. 118-123) bewéhrt. Die Wissensspei-
cher dienen der langfristigen Sicherung von Grundvorstellungen, Grundwissen und Grundfer-
tigkeiten, die regelmaRig — etwa durch geeignete Kopfubungen — aufgefrischt, wachgehalten
und mit den aktuellen Kernideen vernetzt werden missen.

Wie sieht eine gute Differenzierung/Individualisierung lhrer Meinung nach im Mathematik-
unterricht aus?

Fur den Mathematikunterricht ist der Kern der Differenzierung ein Unterricht, der fir alle
Lernenden auf inhaltliches Verstehen abzielt und kognitiv aktivierend gestaltet ist.
Inhaltliches Verstehen macht sich daran fest, ob der Unterricht an Kernideen ausgerichtet ist
und den Aufbau von Grundvorstellungen anregt. Wesentlich dabei ist, dass alle, auch
vermeintlich schwéchere Lernende, auf dieser Basis unterrichtet und nicht mit ,,Rezepten*
abgespeist werden. Letzteres ware nicht nachhaltig und wirde sich im weiteren Lernprozess
sehr schnell rachen. Die kognitive Aktivierung lasst sich im Mathematikunterricht durch pro-
blemorientiertes VVorgehen und die konsequente Einforderung von Argumentationen sowie
das schriftlichen Festhalten von Vorhersagen, Vorgehensweisen und Ergebnissen von
(Gruppen-)Arbeitsprozessen erreichen. Gute Differenzierung zeichnet sich dadurch aus, dass
sie adaptiv ist, also den Bedirfnissen, Lernstdnden und Zugangsweisen von Lernenden
individuell angepasst ist. Dieser hohe Anspruch l&sst sich in Reinform kaum erreichen, kann
aber durch konsequentes Arbeiten an Kernideen und Grundvorstellungen sowie der
lebenslangen Weiterentwicklung der diagnostischen Kompetenz von Lehrenden unterstutzt
werden. Auf dieser Basis kann der Lernprozess von Lernenden durch passgenaue Feedbacks
und Leitfragen von Lehrenden adaptiv gestaltet werden. Mittel und langfristig ist es dabei
notig, die Verantwortung fiir den Lernprozess mehr und mehr in die Eigenverantwortung der
Lernenden zu Ubergeben. Der Weg dahin ist lang und muss durch geeignete methodische
Settings und die sich mehr und mehr zuriicknehmende — eben adaptive — Begleitung durch die
Lehrenden unterstutzt werden.

Welche immer wiederkehrenden fachspezifischen Herausforderungen im Unterrichtshandeln
mussen lhrer Meinung nach die Lehrpersonen beherrschen, um im Mathematikunterricht eine
angemessene Unterrichtsqualitat garantieren zu kénnen?

Herausforderungen fir den Mathematikunterricht sind vielfaltig. Sie beginnen mit (1) der
Gestaltung von Lernumgebungen fir selbstandige (Gruppen-)Arbeitsphasen von Lernenden
die an Kernideen der jeweiligen fachlichen Inhalte orientiert sind und beim Bearbeiten das
Herausarbeiten von zentralen Grundvorstellungen ermdglichen. (2) Entscheidend fir die
Qualitat des Unterrichts ist auch die Fahigkeit jeweils geeignete Aufgaben zum Lernen und
zum Leisten (also fur Prifungen) auszuwéhlen und weiterzuentwickeln bzw. zu entwickeln.
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(3) Innerhalb der Arbeitsphasen der Lernenden ist eine passgenaue Unterstiitzung der
Lernenden wesentlich. Dies erfordert Diagnosekompetenz seitens der Lehrenden auf der Basis
von sicherem Vernetzungswissen zu den fachlichen Inhalten und der Kenntnis von typischen
Schilerfehlern, geeigneten Représentationsformen sowie zentralen Grundvorstellungen. Pass-
genaue Unterstitzung kann hdufig bedeuten eben nicht zu intervenieren, weil die Lernenden
auf einem guten Weg sind, aber ggf. auch geeignete Feedbacks zu geben bzw. weiterfiihrende
Denkfragen zu stellen. (4) Nach jeder Erarbeitungsphase ist es essentiell die individuell erar-
beiteten Ergebnisse zusammenzufiihren und Kernideen herauszuarbeiten, zu systematisieren
und festzuhalten. Dies stellt eine grol3e Herausforderung fir Lehrende dar und gelingt nur auf
der Grundlage einer fundierten fachlichen und fachdidaktischen Vorbereitung. (5) Neben
allen diesen zentralen Aspekten sollte die Lehrperson in der Lage sein, Wesentliches mit Hilfe
geeigneter Reprasentationen und vielfaltig vernetzt in einem Lehrervortrag darstellen und auf
den Punkt bringen zu kénnen. (6) All das Vorgenannte gelingt nur, wenn die Lehrperson
empathisch auf alle Lernenden eingehen und ein gutes Unterrichtsklima herstellen kann.

Worauf gilt es bei der Entwicklung und dem Einsatz von Aufgaben bzw. Aufgabensets im
kompetenzorientierten Mathematikunterricht besonders zu achten?

Wie ich bereits mehrfach betont habe, mussen sich Aufgaben an Kernideen ausrichten und
inhaltliche Argumentationen einfordern. Das gilt nicht nur fur Lernaufgaben, sondern auch fur
Leistungsaufgaben, die qualitativ dasselbe er- und einfordern sollten, wie der vorausgehende
Unterricht. Qualitdtsmerkmale von Aufgaben sind deren Authentizitét, eine den Lernenden
und der Sache angemessene Offenheit und ihre differenzierende Anlage in gestuften
Anforderungsniveaus oder durch ihre selbstdifferenzierende Gestaltung. Wesentlich ist die
Einbeziehung von experimentellen Vorgehensweisen an gegenstédndlichen Materialien
und/oder Simulationen. Fur das Uben missen Aufgaben zur Automatisierung von
Grundwissen und Grundfertigkeiten mit Umkehraufgaben, Kontrastaufgaben und Aufgaben
zum inhaltlichen Argumentieren, Interpretieren und niveauangemessenen Problemldsen
angereichert werden, um alle wesentlichen Aspekte mathematischen Arbeitens abzudecken.
Dies gilt in analoger Weise fur Leistungsaufgaben in Prifungen. Ergdnzend mochte ich darauf
hinweisen, dass nicht alles, was inhaltlich wesentlich fiir den Mathematikunterricht ist, in den
iblichen Klassenarbeiten gepriift und in kleinschrittigen Ubungsaufgaben erarbeitet werden
kann. Es muss daneben auch langerfristige Problemldse- und Modellierungsphasen im
Mathematikunterricht geben, die freies und kreatives Arbeiten ermdglichen.

Welche Schritte empfehlen Sie aufgrund lhrer wissenschaftlichen bzw. erfahrungsbasierten
Expertise als ,,first steps* fiir angehende Mathematiklehrer/-innen, die sie fir guten Mathe-
matikunterricht umsetzen kénnen?

Der erste und wichtigste Gedanke mit Blick auf erste Schritte in der Konzeption und Um-
setzung guten Mathematikunterrichts ist die fachlich sowie fachdidaktisch fundierte VVorbe-
reitung und die Konzentration auf die Arbeit an Kernideen sowie inhaltlichen Grundvor-
stellungen. Diese Perspektive ist die Grundlage aller weitergehenden Fragen des Mathema-
tikunterrichts: Sie ermdglicht (1) fundierte Diagnosen des Leistungsstands der Lernenden, (2)
ein adaptives Feedback, (3) die sinnvolle Gestaltung von Arbeitsauftrdgen und Lernumge-
bungen, (4) die Identifizierung von geeigneten Représentationen fiir den Lerngegenstand, (5)
die Entwicklung von Vorstellungsankern fir den Wissensspeicher, (6) die Bewertung und
Auswahl geeigneter Unterrichtsmethoden und vieles mehr. Der erste und wichtigste Schritt,
aus dem sich alles Weitere fiir einen wirksamen Mathematikunterricht ableiten 1&sst, ist also
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die Ausrichtung an Kernideen der mathematischen Inhalte und den Lernenden sowie deren
individuellen Bedrfnissen.

Was ist Ihrer Ansicht nach das Besondere am Mathematikunterricht?

Das Besondere am Fach Mathematik ist meiner Meinung nach, dass es logisch aufgebaut ist
und alle Argumente — soweit sie dem Gegenstand und den handelnden Personen sowie deren
Vorwissen angemessen sind — jederzeit direkt und selbststandig Gberprifbar sind. Ein Ver-
trauen auf Expertenaussagen ist somit in der Mathematik nicht notwendig. Sie ist vielmehr
sehr demokratisch angelegt und prinzipiell von jeder Person inhaltlich (er-)fass- und versteh-
bar. Bei einer Ausrichtung des Mathematikunterrichts an Kernideen und einer konsequenten,
verstehensbasierten VVorgehensweise werden Féhigkeiten entwickelt, die freies und selbsténdi-
ges, strukturiertes Denken ermdglichen und fordern. So erworbene spezifische mathematische
Denkweisen lassen sich auch sehr gut auf Fragen und Probleme im Alltag und anderen
Inhaltsbereichen anwenden. All das ist besonders am Mathematikunterricht und sollte dort
immer wieder explizit werden.
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