JURGEN ROTH UND HANS-STEFAN SILLER

Bestand und Anderung

Grundvorstellungen entwickeln und nutzen

Bestand und Anderung sind fiir den Alltag
wichtige aber auch fehleranfallige Kon-
zepte. Es ist deshalb eine Daueraufgabe
des Mathematikunterrichts, Grundvorstel-
lungen zu Bestand und Anderung aufzu-
bauen und regelmafig zu nutzen. Nur so
haben Schilerinnen und Schiiler die
Chance, inhaltlich angemessen mit dem
wichtigen Konzept des funktionalen Zu-
sammenhangs umzugehen und damit zu
argumentieren.

Funktionale Zusammenhénge kommen fast (berall
vor — im Alltag ebenso wie innerhalb der Mathema-
tik. Trotzdem fallt es vielen Menschen schwer, in
und mit solchen Zusammenhéngen zu denken. Eine
Schwierigkeit, die beim Denken in funktionalen Zu-
sammenhdngen auftritt, besteht darin, den Unter-
schied zwischen Bestand und Anderung richtig zu
beurteilen (vgl. Sweeney/Sterman 2000; Ossimitz
2003).

Zu den Begriffen Bestand und Anderung

Der Bestand (auch als BestandsgroRe oder Zu-
standsgroRe bezeichnet) hat zu jedem Zeitpunkt ei-
nen bestimmten Wert und wird durch Zu- bzw. Ab-
flusse verandert. Mit Anderung sind die absolute
Anderung in einem Zeitintervall wie auch die rela-
tive Anderung pro Zeiteinheit (Anderungsrate) ge-
meint.

BestandsgrofRe

Zuflisse Abflisse

Anzahl der Studierenden

Immatrikulationen | Exmatrikulationen

Tanken an der

Treibstoffmenge im Tank Treibstoffverbrauch
Tankstelle
Kontostand Zubuchungen Abbuchungen
k d
Anzahl der Hotelgéaste ar1 ommende abreisende Géaste
Gaste

Staatsverschuldung

Staatseinnahmen | Staatsausgaben

Tab. 1: Beispiele fiir Bestandsgréen und zugehérige Zu- bzw. Abfliisse.

Wie die Beispiele in Tab. 1 illustrieren, sind Be-
stande und ihre Anderungen (Zu- und Abfliisse) im
Alltag weit verbreitet. Trotzdem haben Schilerin-
nen und Schiiler — und auch viele Erwachsene — er-
hebliche Probleme, sich z. B. aus Zu- und Abfliissen

den daraus resultierenden Bestand zu erschlieRen.
Wer diese Aufgabe bewaltigen mdchte, muss tber
drei notwendige Kernféhigkeiten zur gedanklichen
Auseinandersetzung mit Anderungen (vgl. Roth
2005a) verfiugen:

Kernféhigkeiten zur gedanklichen Auseinander-

setzung mit Anderungen

= In eine Situation eine Anderung hineinsehen
und damit argumentieren,

= den Gesamtzusammenhang erfassen und ana-
lysieren,

= das Anderungsverhalten erfassen und beschrei-
ben.

Es scheint insbesondere die Fahigkeit ,,Anderungs-
verhalten erfassen und beschreiben® zu sein, welche
die entscheidenden Probleme verursacht. Diese
Kernféhigkeit wird in der Aufgabe in Abb. 1 (Ossi-
mitz 2003, S. 61) gezielt angesprochen: Ein Dia-
gramm? zeigt die Ankinfte und Abreisen in einem
Hotel wéhrend eines bestimmten Zeitraums. Die
Ankinfte und Abreisen der Géste sind jeweils als
Anderungen der Hotelgaste-Anzahl zu interpretie-
ren. Und man muss erfassen, dass die Anzahl der
Gaste bis zu dem Zeitpunkt steigt, an dem die Zahl
der Abreisen erstmals die der Anreisen Ubersteigt.
Dies ist am 27. Dezember der Fall.

Ankiinfte und Abreisen
im Alpenhotel

D
o

N
o

0 O+ T

18. Dez. 25. Dez. 1. Jan. 8. Jan.

Ankinfte/Abreisen pro Tag

Ankiinfte (Anzahl am Tag)
Abreisen (Anzahl am Tag)

Wann waren die meisten Giste im Hotel?

Abb. 1: Bei dieser Aufgabe ist es erforderlich, Anderungsver-
halten zu erfassen und zu beschreiben.
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Genauer betrachtet spielen bei dieser Aufgabe
alle Kernfahigkeiten fiir den Umgang mit Anderun-
gen eine Rolle: Zunéchst missen die Daten der Gra-
phik als Anderung interpretiert werden. Dann ist der
Gesamtzusammenhang zu erfassen und zu analysie-
ren, d. h. die beiden Anderungen des Systems ,,Ho-
tel* missen in ihrer Gegenl&ufigkeit erfasst und ge-
meinsam (als Anderungssaldo) verstanden werden.
Erst beide Gedankengénge zusammen gestatten eine
Aussage iiber das Anderungsverhalten.

In einer Studie haben nur 22 % die Aufgabe in
Abb. 1 richtig beantwortet?. 60 % gaben an, der Tag
mit den meisten Ankinften im Hotel sei der Tag, an
dem das Hotel die meisten Géaste beherbergt (vgl.
Ossimitz 2003). Hingegen erhielt man auf die Frage
nach dem Tag, an dem die meisten Géste abreisen,
fast durchweg korrekte Antworten. Die Befragten
scheinen also Maxima eines (Funktions-)Graphen
relativ sicher angeben zu kdnnen, sind aber mehr-
heitlich nicht in der Lage, das Maximum einer Be-
standsgroRe (Funktionswert) vom Maximum einer
zugehorigen Anderung unterscheiden zu kénnen.

Wo liegen die Schwierigkeiten?

Es bestehen also erhebliche Probleme bei der Diffe-
renzierung zwischen einer Grofle (bzw. ihrem Be-
stand) und ihrer (zeitlichen) Anderung. Insbeson-
dere der Schluss von einer Anderungsrate auf den zu
Grunde liegenden Bestand fallt vielen schwer, meist
werden die Werte der Anderungsrate und des Be-
stands einfach gleichgesetzt.

Absolute und relative Anderungen sind sprach-
lich nur schwer fassbar. Dies ist einerseits eine
Schwierigkeit bei der Formulierung einer Aufgabe
zum Anderungsverhalten — es ist nicht ganz einfach,
diese sprachlich so zu formulieren, dass sie eindeu-
tig und gleichzeitig gut verstandlich sind. So ist
etwa nicht intuitiv klar, was mit einer ,,gleichmafi-
gen“ Anderung gemeint ist. Andererseits ist es
wichtig, dass Lehrkréfte adéquate Versprachlichun-
gen fiir das Anderungsverhalten verwenden, die fiir
Schilerinnen und Schiler verstdndlich und mathe-
matisch tragfahig sowie anschlussfahig sind (vgl.
Funktionen beschreiben Veranderungen in die-
sem Heft).

Dieser Artikel ist ein Pladoyer, solche Probleme
durch friihzeitige und durchgangige Schulung von
Grundvorstellungen® (Kasten 1) zu Bestand und
Anderung im Sinne des Spiralprinzips zu mindern.
Der Beitrag Unterscheiden von Bestand und An-
derung zeigt, wie friihzeitig Grundvorstellungen
zum funktionalen Zusammenhang angebahnt wer-
den konnen. Entscheidend hierbei ist der Aufbau
von inhaltlichem Versténdnis, das an konkreten Si-
tuationen festgemacht wird. An dieses Verstandnis
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kann Wissen angelagert und abgerufen werden.
Derart vertieft erarbeitete Erfahrungsbereiche lassen
sich dann auch auf andere, strukturdhnliche Situati-
onen Ubertragen.

(1) Wissenswert

Grundvorstellungen

Grundvorstellungen reprasentieren abstrakte Begriffe anschaulich und er-
moglichen Verbindungen zwischen Mathematik und Anwendungssituationen.
Es gibt zwei Typen von Grundvorstellungen:

Primare Grundvorstellungen

haben ihre Wurzeln in gegenstandlichen Handlungserfahrungen aus dem
Unterricht oder dem Alltag. So kénnen Kinder z. B. Grundvorstellungen zur
eindeutigen Zuordnung einer Funktion bereits im Kindergarten, beim Aufhan-
gen ihrer Jacke an den mit ihrem Bild versehenen Haken der Garderobe er-
werben.

Sekundéare Grundvorstellungen

werden, insbesondere bei komplexeren mathematischen Zusammenhéngen,
mit mathematischen Darstellungsmitteln (Zahlenstrahl, Koordinatensystem,
Graph, Term ...) reprasentiert und durch (gedankliche oder reale) Operatio-
nen mit ihnen erworben sowie vertieft. Eine sekundéare Grundvorstellung zur
Anderungsrate einer linearen Funktion kann z. B. anhand eines Steigungs-
dreiecks am Funktionsgraphen erworben und mental ,gespeichert werden.

Um den Aufbau und die Vernetzung adaquater Grundvorstellungen zu for-
dern, sind drei Aspekte wichtig:

e Sinnzusammenhé&nge herstellen, durch Anknlipfen an bekannte (inner-
und aufBermathematische) Situationen oder Handlungsvorstellungen.

e Visuelle Reprasentationen aufbauen, die mentales operieren mit ihnen
ermdglichen und als Verstandniskerne dienen kénnen.

e Anwenden auf die Wirklichkeit, indem die entsprechende mathemati-
sche Struktur in Sachzusammenhangen erkannt oder beim Modellieren
genutzt wird.

Bei Grundvorstellungen unterscheiden wir zwischen individuellen Grund-
vorstellungen (also solchen, die die Schiilerinnen und Schiiler jeweils indivi-
duell entwickeln) und normativen Grundvorstellungen, die sich im fachdi-
daktischen Diskurs als tragféhige inhaltliche Basis fir das jeweils
zugrundeliegende mathematische Konzept herauskristallisiert haben. Gute
Aufgaben und Lernumgebungen sind so gestaltet, dass Schilerinnen und
Schiiler daran individuelle Grundvorstellungen ausbilden kénnen, die kon-
form mit normativen Grundvorstellungen sind. Normative Grundvorstellungen
sind daher Bezugspunkte fur einen auf inhaltliches Verstehen ausgerichteten
Unterricht.

Orientierung an der Leitidee Funktionaler
Zusammenhang

In den Bildungsstandards Mathematik ist der wich-
tigste Bezugspunkt fiir die Aspekte Bestand und An-
derung die Leitidee Funktionaler Zusammenhang.
Hiernach werden zunéchst Grunderfahrungen zum



Arbeiten mit Reprasentationen funktionaler Zusam-
menhénge (Tabelle, Graph, verbale Beschreibung,
Term) ermdglicht und darauf aufbauend primare so-
wie sekunddre Grundvorstellungen zu folgenden
drei Aspekten funktionalen Denkens (normativen
Grundvorstellungen) erarbeitet: Zuordnung, Kova-
riation und Sicht als Ganzes (nach Vollrath 1989,
vgl. Roth 2014)

1. Zuordnung:

Durch Funktionen werden Zusammenhange zwi-
schen GroéRen beschrieben oder gestiftet: Einer
GroRe ist eine zweite, von ihr abhangige Grole zu-
geordnet.

Im Unterricht: Die Schilerinnen und Schuler laufen
so schnell wie mdglich eine lange Treppe nach oben.
Sie messen nach dem Lauf ihren aktuellen Puls (15
sec. z&hlen, das Ergebnis vervierfachen) und wie-
derholen die Messung in Abstédnden von 30 sec. So
erleben sie, wie einem Zeitpunkt jeweils der aktuelle
Puls zugeordnet wird und halten diesen Zusammen-
hang in einer Tabelle fest.

2. Anderungsverhalten/Kovariation:

Durch Funktionen wird deutlich, wie sich die Ande-
rung einer GroRe auf eine von ihr abhangige GroRe
auswirkt.

Im Unterricht: Wie &ndert sich der Puls, wenn er in
gleichen Zeitschritten (hier 30 sec) gemessen wird?
Andert er sich auch gleichmaRig, oder nimmt er zu-
néchst langsamer ab und dann schneller, oder umge-
kehrt? Zur Beantwortung dieser Fragen reicht es
nicht mehr, einzelne Wertepaare (Zeitpunkt | Puls)
zu betrachten. Hier missen mehrere benachbarte
Wertepaare zueinander in Beziehung gesetzt wer-
den.

3. Sicht als Ganzes:

Mit Funktionen sieht man einen Zusammenhang als
etwas Ganzes. Man betrachtet nicht mehr nur ein-
zelne Wertepaare, sondern die Menge aller Werte-
paare.

Im Unterricht: Fir das Erfassen des funktionalen
Zusammenhangs zwischen der verstreichenden Zeit
und der Pulsfrequenz des Laufers nach einem Trep-
penlauf muss man systematisch Daten aufnehmen,
in einer Tabelle erfassen und anschliefend in einen
Graphen umsetzen. Erst auf dieser Basis konnen der
funktionale Zusammenhang zwischen Zeit und Puls
eines Laufers als Ganzes betrachtet und die Graphen
fur verschiedene Laufer anhand der Gesamtverlaufe
verglichen werden — auch im Hinblick auf deren je-
weilige Fitness (vgl. Abb. 2).

Puls

Schiiler 1 140

120
Schiiler 2

100
Schiiler 3 g
Ruhepuls Schiler 1
60
i, . 40
" 20

Ruhepuls Schiler 2 und 3

Messung (alle 30 Sekunden)

B
10 0 4 . '
(’) 1 2 3 4 5 6

7

8

Abb. 2: Anhand der Puls-Messpunkt-Graphen (Pulsverlaufe) jeweils

als Ganzes lasst sich die Fitness der Laufer vergleichen.*

An der Leitidee Funktionaler Zusammenhang
wird im Sinne des Spiralprinzips in allen Jahrgang-
stufen — bereits ab der Grundschule — gezielt gear-
beitet. So erfolgt eine systematische, kumulative
Begriffsbildung zum Funktionsbegriff. Bestand und
Anderung sind in diesem Zusammenhang Kernbe-
griffe, die sich auch in anderen Leitideen (Messen
sowie Daten und Zufall) wiederfinden. Dabei gilt
auf jedem Niveau: Ohne den Aufbau und die Nut-
zung von Grundvorstellungen kann eine verstand-
nisorientierte Bearbeitung von Problemen zu Be-
stand und Anderung nicht gelingen.

Dynamische Reprasentationen helfen
beim Aufbau von Grundvorstellungen

Gerade wenn Schlerinnen und Schiler Verstéandnis

fur Anderungen entwickeln sollen, kénnen leicht

verénderbare Darstellungen auf der Basis dynami-

scher Mathematiksysteme, wie etwa GeoGebra,

sehr gute Dienste leisten. Solche dynamischen Re-

prasentationen dienen als

= Kontrollinstanz, wenn ,,im Kopf*“ abgelaufene
Denkprozesse mit ihrer Hilfe auf ihre Tragfahig-
keit hin Gberpriift und kritisch hinterfragt wer-
den,

= Kommunikationsmittel, um die Aufmerksamkeit
zu fokussieren und insbesondere das Anderungs-
verhalten durch ,,Vorfihren* von Veranderun-
gen veranschaulichen und damit erst kommuni-
zierbar machen zu kénnen,

= ,Denkzeug“, mit dessen Hilfe die Komplexitat
eines Phdnomens reduziert, das Gedéchtnis ent-
lastet und so die Konzentration auf Planung,
Analyse und Argumentation erleichtert werden
kann.

Dynamische Reprasentationen sollten dosiert und

Uberlegt eingesetzt werden, damit sie wirklich zum

Denken anregen und nicht zum ,,Auslagern® des

Denkens oder zum planlosen Agieren fiihren (Roth

2005b, 2005c).
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Grundvorstellungen x19)-x(0s) _ Pm-0’m _ ,m
; 1s-0s 1s-1s S

zur Ableitung und zum Integral K49 209 _ #mim_ cm
4s-1s  4s-1s s

Auch in der Oberstufe miissen Grundvorstellungen

(GV) zu funktionalen Zusammenhangen aufgegrif-

fen und u.a. mit Hilfe von dynamischen Représenta-

tionen (weiter-)entwickelt werden. So fordern die

Bildungsstandards zu Allgemeinen Hochschulreife

u.a. die Entwicklung folgender Féahigkeiten im Zu-

sammenhang mit der Leitidee Funktionaler Zusam-

menhang (KMK 2012, S. 20):

= Die Ableitung insbesondere als lokale Ande-
rungsrate deuten.

= Anderungsraten funktional beschreiben.

Auch im Rahmen der Leitidee Messen sollen Féahig-

keiten mit klarem Bezug zu Bestand und Anderung

ausgebildet werden (ebd. S. 19):

= Anderungsraten berechnen und deuten.

= Bestande aus Anderungsraten und Anfangsbe-
stand berechnen.

Im Folgenden stellen wir fiir die Thematik ,,Bestand

und Anderung“ wesentliche Grundvorstellungen zur

Die mittlere Geschwindigkeit ist also im zweiten
hier betrachteten Zeitintervall gréRer. Wenn man
wissen mochte, wie hoch die aktuelle Geschwindig-
keit zu einem bestimmten Zeitpunkt (Momentange-
schwindigkeit) ist, dann kann man das Zeitintervall
in dem man die mittlere Geschwindigkeit untersucht
immer kleiner machen und dabei den Zeitpunkt der
interessiert als eine Grenze der untersuchten Inter-
valle festhalten. Dieses Vorgehen wird exempla-
risch in Tabelle 2 durchgefiihrt. Je kleiner das Inter-
vall [t, to] wird, je ndher also t an to heranrickt,
desto naher kommt die mittlere Geschwindigkeit in
unserem Fall dem Wert 2 m/s bzw. allgemein der
Momentangeschwindigkeit. Sie kommt ihm bzw.
ihr beliebig nahe. Den Wert der dabei angenéhert
wird, nennt man lokale Anderungsrate. Mit diesem
Vorgehen ist es moglich den Grenzlibergang intuitiv
nachzuvollziehen.?

Ableitung und zum Integral aus einer fachdidakti- Tttt Mittlere Geschwindigkeit
schen Perspektive dar (vgl. Greefrath u. a. 2016a). [t to] 2()=x®) o x(t) = 12 - ¢2
! t—to - &

GV: Ableitung als lokale Anderungsrate [0s;15s] Lm-0’m _  m
Die Grundvorstellung ,,Ableitung als lokale Ande- L5 LS s
rungsrate lasst sich am Beispiel eines startenden | [0,9s;1 s] % = 1,9%
Porsche erarbeiten, fir den die Geschwindigkeit zu 2 —

. R . . 1°m-0,99°m m
einem bestimmten Zeitpunkt bestimmt werden soll. | [0,99s;1 s] Toooes = 1997
Die Anfangsbeschleunlgqu ist apnéhernd konstar?t 0999 s: 1 12m—0,999%m _ 1999™
und betragt etwa 2 m/s2. Uber eine bekannte Glei- [0,999 5;1 5] Ts—09%9s _ 77775
chung aus der Physik I&sst sich damit der zurlickge- ~ Tab. 2: Die mittlere Geschwindigkeit im Zeitintervall [¢, t,]

H Anci H i Atio_ nahert sich bei Verkleinerung des Zeitintervalls immer
IEgte V_Veg X n Abhanglgkelt von der dafir benotlg mehr einer Geschwindigkeit, der Momentangeschwin-
ten Zeit t wie folgt berechnen: digkeit zum Zeitpunkt ¢, an.
1 m m .
x(t) = 5 25—2- t? = 15_2 - t2 Abb. 3 fasst den Weg zusammen, den man bei der

Entwicklung der Grundvorstellung ,,Ableitung als
lokale Anderungsrate” beschreitet (vgl. auch
Danckwerts/\VVogel 2006, S. 57).

Die Geschwindigkeit lasst sich (iber die Wegande-
rung (absolute Anderung) abschétzen. In der ersten
Sekunde legt der Porsche den Weg x(1s)—

x(0s)=1%2-(1s)2-1%-(0s)?=1m— Beschrei- :
s S bungsebene ST
0m = 1m zurlick. Zwischen der ersten und der

. ) . ) — Fix) L (o)
vierten Sekunde sind es x(4s) —x(1s) =13 symbolisch fGo)  fO) - fx) JLi(U) P ]inm £ — F(xo)
. f&) — f(x0)

(45)>-182.(1s)?=16m—-1m=15m. In P x%  X—Xo
s . . relativer
welchem Zeitintervall [ti; t2] ist der Porsche aber im A
. . absoluter . - : momentane
Mittel schneller gefahren, in der ersten Sekunde o- Bestand = oche M Zeitinter- (lokale)
. . . inhaltlich zZum . ; vall [xp, x] A
der in den folgenden drei Sekunden? Um diese Zeitpunktx, nderZeit o iere i Anderungsrate
Frage zu beantworten, reicht es nicht mehr die abso- vonXo DIS X hinderungs. i Z24M Zeiteunkt xo
luten Weganderungen zu vergleichen. Man muss sie Siferons d rate)
. . . . o . B - - Imerenz der - :
vielmehr auf die dafiir jeweils bendtigte Zeit bezie- termino- Funktions- "¢ “ .- o Differenzen- : Ableltung
hen, also die relative Anderung bzw. die Anderungs- logisch wert werte quotient :
rate bestimmen. Man interessiert sich also fiir die algebraisch } analytisch

mittleren Geschwindigkeiten in den jeweiligen Zeit-

i N N K Abb. 3: Schematische Darstellung der Schritte bei der Entwicklung der Grundvor-
intervallen. Dafir ergibt sich:

stellung ,Ableitung als lokale Anderungsrate*
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Die Verstandnisentwicklung kann dabei durch eine
parallele Darstellung der dort angegebenen Be-
schreibungsebenen unterstiitzt werden. Ein Beispiel
fir die Umsetzung anhand von GPS-Daten einer
Autofahrt findet sich im Beitrag Mit Vollgas in die
Differentialrechnung in diesem Heft.

Abb. 4a: Geometrische Sicht: Abb. 4b:

Tangente als globale Stutzgerade

Analytische Sicht: Tangente
als lokale Schmieggerade

Sekantensteigung:
Pz, flay)) 15 f(-i‘) — ,ﬁ-f'n)_

Q. f(z)) J(@) grmmmmemmmme oo R
10 Tangentensteigung:

li flz) = [(zo)
] F() — f(xo) .
flxo) P
R —— ;
-2 ym:, 2 x 4 6 8

» Beispiel: f:R - R}, x - x?

> P(1,1);Q(x. f(x)) x %1
D> Sekantensteigung: f() -1 x*-1_ (x+1) (x—1) £
= = =(x+1)
x—1 x—=1 x—1
i : -1 -1
> Tangentensteigung: |, feo-1_ lim ® lim(+1)=2
x>l x—1 =1x—1 x=

Abb. 5: Von der Sekanten- zur Tangentensteigung

| /
| B Stequngsdeiecke zeigen Sekinten zeigen
|
|
ehanienae —

fx) = 0.5x% - x

Abb. 6: Funktionenlupe

GV: Ableitung als Tangentensteigung

Die Grundvorstellung ,,Ableitung als Tangenten-
steigung® néhert sich der Ableitung geometrisch.
Lernende kennen den Begriff der Tangente aus der
Sekundarstufe | als eine Gerade, die den Kreis in ge-
nau einem Punkt beriihrt. Diese Sicht der Tangente
als lokale Stltzgerade muss — im Sinne des Spiral-
curriculums — hin zur analytischen Sichtweise der
Tangente als lokale Schmieggerade (vgl. Blum/Toér-
ner 1983, S. 94) ausgescharft werden (Abb. 4a und
Abb. 4b). Andernfalls sind Missverstandnissen im
Sinne der ,,Ein-Punkt-Beriihrung“ vorprogrammiert
(vgl. Dankwerts/Vogel 2006, S. 46; Greefrath u. a.,
2016b, S. 150).

Der Klassische Zugang zur Tangente an den
Funktionsgraphen wird in der Regel geometrisch
mit Hilfe von Sekanten des Funktionsgraphen moti-
viert, deren Steigung lber die Koordinaten der bei-
den Schnittpunkte mit dem Funktionsgraphen leicht
bestimmt werden kann (Abb. 5). Hier greift man auf
die Erfahrungen zur Steigungsbestimmung linearer
Funktionen Uber Steigungsdreiecke zuriick. Wird
der zweite Schnittpunkt mit entsprechender Mathe-
matiksoftware ,,dynamisiert”, so lasst sich eine An-
néherung an die Tangentiallage von links und von
rechts dynamisch erforschen — auch hinsichtlich der
Auswirkungen auf die Schmiege-Eigenschaft und
die Werte der jeweiligen Differenzenquotienten
(Abb. 5).

Der dynamische Zugang verdeutlicht: Es liegt
im Differenzenquotienten

F)=f(xo)
X—Xq

eine Definitionsliicke an der Stelle x = x, vor. Dies
deckt sich mit der geometrischen Tatsache, dass
eine Gerade (hier die Tangente) durch einen Punkt
nicht eindeutig definiert ist. Trotzdem néhert sich
der Wert des Differenzenquotienten bei einer Anna-
herung von x gegen x, von beiden Seiten demselben
Wert beliebig nahe an. Gleichzeitig wird die
Schmiege-Eigenschaft der Sekanten bei dieser An-
néherung beliebig gut. Dieses VVorgehen ermdglicht
Schilerinnen und Schiilern eine intuitive Vorstel-
lung vom Grenzprozess, der dann mit der Schreib-
weise

F(x)=f(x0)

X=Xq

lim
X-X0

knapp dargestellt wird.

GV: Ableitung als lokale lineare Approximation

Diese Grundvorstellung geht auf Arnold Kirsch zu-
riick, der sie noch ,,Funktionenmikroskop* genannt
und mit Serien von OHP-Folien gearbeitet hat
(Kirsch 1979). Die Grundidee besteht darin, die
Steigung einer Funktion an einer Stelle dadurch zu
erfassen, dass man um diese Stelle des Funktions-
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graphen herum in diesen hineinzoomt (Funktionen-
lupe). Dabei stellt man (bei an dieser Stelle differen-
zierbaren Funktionen) fest, dass der Graph dabei mit
jeder Zoom-Stufe ,linearer” wird (Abb. 6). Dies
lasst sich heute gut mit dem Rechner dynamisch um-
setzen (s. Elschenbroich u.a. 2014 und http://funk-
tionenlupe.de).

GV: Ableitung als ,,Anderungsdetektor*

Mit dieser auch als ,,Verstarkungsfaktorvorstellung*
bezeichneten Grundvorstellung (vgl. Greefrath u. a.
20164a) lassen sich Auswirkungen kleiner Anderun-
gen der unabhangigen Variable auf die abhangige
Variable erschlieRen. Dies wird in Abbildung 7
(vgl. Dankwerts/VVogel 2006, S. 61f) als Antwort auf
folgende Frage konkretisiert: ,,Warum ist die lokale
Anderungsrate des Flacheninhalts eines Quadrats
der Kantenldnge x gleich seinem halben Umfang?“
Im Beitrag Anderungsraten und Bilanzen wird
dieser Aspekt anhand weiterer Beispiele Ausfilhr-
lich dargestelit.

» Inhaltliches Verstandnis von Ableitungsregeln
> ,Die Ableitung von x? ist 2x" wird oft rein syntaktisch verstanden.
> Inhaltlich: Warum ist die lokale Anderungsrate des

Flacheninhalts eines Quadrats der Kantenlange x
gleich seinem halben Umfang?”

> Absolute Anderung des Flacheninhalts: T h

Fir kleine h im Wesentlichen
die schattierten Rechtecke.

> Relative Anderung des Flacheninhalts
(mittlere Anderungsrate): @

Fir kleine h im Wesentlichen
gleich dem halben Umfang.
rs 2
> Naherung “—* ~ 2 ist beliebig h
gut, wenn h hinreichend klein ist.

> Analog fir inhaltliches Verstehen von ,die Ableitung von x* ist 3x%*

Abb. 7:  Ableitung als Anderungsdetektor

Grundvorstellungen zum Integral

In enger Anlehnung, an die Ausfilhrungen zu den
Grundvorstellungen zur Ableitung, gilt es auch
Grundvorstellungen zum Integral auszubilden. Ei-
nen Uberblick tiber identifizierte normative Grund-
vorstellungen zum Integral geben wir in Tabelle 3
auf Seite 9 (vgl. Greefrath et al, 2016b). Dort benen-
nen wir jeweils die ldee der Grundvorstellung und
bieten eine Visualisierung an, sodass Anknlpfungs-
punkte zur Ausbildung der Grundvorstellung gebo-
ten sind.

Zusammenhang zwischen den Grundvor-
stellungen zur Ableitung und zum Integral

,,Die Schilerinnen und Schiler kénnen den Haupt-
satz als Beziehung zwischen Ableitungs- und Integ-
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ralbegriff begrinden“ (KMK 2012, S. 22ff). So lau-
tet wichtiges Ziel der Bildungsstandards fiir den ho-
heren Schulabschluss. Es kann nur erreicht werden,
wenn mindestens einige der Grundvorstellungen zu
Bestand und Anderung aktiviert werden. Erst auf
dieser Grundlage l&sst sich der Hauptsatz als Binde-
glied zwischen Differenzial- und Integralrechnung
erfassen. Der Hauptsatz der Differenzial- und Integ-
ralrechnung (HDI) umfasst zwei Aussagen, sodass
eigentlich von zwei Hauptsatzen gesprochen wer-
den misste (Walter 2004, S. 259). Dies kann fiir die
Schule z. B. wie in Kasten 2 aufbereitet werden.

Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung (HDI)

1.Sei f: | - R eine auf einem Intervall | stetige Funktion und a < |.
Dann ist die Integralfunktion F, auf | differenzierbar und sie ist
eine Stammfunktion vonf, d.h. F'=f.

2.5ei f. | - R eine auf einem Intervall | stetige Funktion und F
eine Stammfunktion von f.

Dann gilt fur allea, b < I
b

J 1 ax = Fo) - Fea
Anschauliche Uberlegung (mit Beweis-Grundidee)
Ohne Einschrankung verlaufe der Graph von f oberhalb der x-Achse
undesseih>0mitx +h el
F,(x + h) —F_(x) hat die Breite h und naherungsweise die Hohe f(x),
d.h. esistF,(x + h) - F,(x) = fx) - h.

F,x+ h) - F,(x)

Flr h — 0 konvergiert also h gegen f(x).

f(x)-

Y

= an

(2) Wissenswert

In der Schule wird der HDI gerne mit Hilfe geeig-
neter Applets aufbereitet; auch um Zusammenhénge
zwischen Grundvorstellungen zu erarbeiten und zu
vernetzen. Der Beitrag Mit Wasserhahn-Applets
zur Integralrechnung beschreibt einen solchen
Unterrichtsgang.


http://funktionenlupe.de/
http://funktionenlupe.de/

Bestand und Anderung - eine erweiterte Sichtweise
Bestande und Anderungen spielen auch bei Diffe-
renzen- und Differenzialgleichungen eine wesentli-
che Rolle. Die KMK-Standards fiir die Allgemeine
Hochschulreife nennen als Ziel zu diesem Themen-
gebiet: ,,Die Schilerinnen und Schiler kdénnen in
einfachen Fallen Verkniipfungen und Verkettungen
von Funktionen zur Beschreibung quantifizierbarer
Zusammenhédnge nutzen.* (KMK 2012, S. 20). In
BIFIE (2014, S. 14) wird gefordert das ,,systemdy-
namische Verhalten von GréRen durch Differenzen-
gleichungen beschreiben bzw. diese im Kontext
deuten“ gekonnt wird. Das Wechselspiel von Be-
stand und Anderung wird hier offensichtlich und
kann z. B. mit Hilfe von Aufnahme- und Abbaupro-
zessen (z. B. Schoberleitner/Siller 2015) themati-
siert werden. Grundvorstellungen zu Bestand und
Anderung sind wichtig fiir die Beurteilung von sol-
chen Phé&nomenen wie sie in diesem Zusammen-
hang auch in der Finanzwelt auftreten und die Auf-
bereitung fur Prifungen - vgl. nachfolgende
Aufgabe (BIFIE, 2015, S. 19) zeigt:

— Ein langfristiger Kredit soll mit folgender Be-
dingung getilgt werden: Der offene Betrag
wird am Ende eines jeden Jahres mit 5 % ver-
zinst, danach wird jeweils eine Jahresrate von
20.000 € zuriickgezahlt.

y» stellt die Restschuld nach Bezahlung der
zweiten Rate zwei Jahre nach Kreditaufnahme
dar, ys die Restschuld nach Bezahlung der
dritten Rate ein Jahr spater.

Stellen Sie y3 in Abhangigkeit von y, dar!

Die Lésung y3 = 1,05y, + 20.000 konnte nur von
knapp 58% (vgl. Sattlberger 2016) der Priiflinge im
Haupttermin 14/15 angeben. Dies kénnte als fehlen-
des Bewusstsein fir Bestands- und Anderungspro-
zesse interpretiert werden. Durch die Orientierung
an Grundvorstellungen zu Bestand und Anderung
kann auch das Thema der Differenzengleichungen
in den Mathematikunterricht integriert werden (vgl.
den Beitrag Ein Experiment zu Bestand und An-
derung in diesem Heft).

Wir haben in diesem Beitrag wesentliche Grund-
vorstellungen konkretisiert. Die weiteren Beitrdge
stellen Vorschlage zum Aufbau und Erarbeitung
dieser zusammen.

Anmerkungen

1 Es handelt sich hier um eine diskrete Funktion. Insofern
besteht der Funktionsgraph nur aus den jeweiligen Punk-
ten. Um die beiden Graphen einfacher zueinander in Be-
ziehung setzen zu kénnen (manchmal auch um Anderun-
gen hervorzuheben), kann es dennoch sinnvoll sein, die
Punkte des Graphen miteinander zu verbinden. Entschei-
dend ist, dass die Nutzer keine Zuordnungen im Bereich
der Verbindungslinien zwischen den Datenpunkten hinein-
sehen, wo gar keine sind.

2 Im Test von Ossimitz (2003) wurden die Antworten
,27.12., ,28.12.“ und ,Die Nacht vom 27. auf den 28.12.“
als richtig gewertet.

3 Zum Grundvorstellungskonzept vgl. vom Hofe/Hattermann
2014. Der Aufbau von Grundvorstellungen ist eine wesent-
liche Voraussetzung, um mit Begriffen verstandnisvoll um-
zugehen, denn: ,Eine Grundvorstellung zu einem mathe-
matischen Begriff ist eine inhaltliche Deutung des Begriffs,
die diesem Sinn gibt.“ (Greefrath u. a. 2016b, S. 17).

3 Dass der Begriff der Rate bzw. der Anderungsrate keines-
falls so intuitiv ist, wie er oft dargestellt wird, zeigt beispiels-
weise eine Studie von Herbert und Pierce (2012).
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Grundvorstellung Idee Visualisierung
m_Zuﬁussgeschwmougkeu in Umin ! chenbRanz q
75 1.5
Rekonstruktion des Bestandes aus der s =
gegebenen Anderung ” t ' Zeitin min
Integral als Konstruktion der Stammfunktion aus 9 O ‘ g 2 28
Rekonstruktion des einer gegeben Funktion (Herford/Rein- | s
Gesamteffekts hard 1980, S. 98) o
Bestimmung des Flacheninhalts unter gof "ooermenge Vg e e eees
einer Kurve tiber Produktsummen " g I
25 — -
0 05 1 s 2 z.'ls'eIt —

Integral als
Mittelwertbildung

guantitative Beschreibung der Flache
unter einer Kurve uber ein flachenglei-
ches Rechteck im betrachteten Intervall
(Intervalllange als Grundseite und Mit-
telwert aller Funktionswerte als zweite
Seite des Rechtecks)

Mittelwertbildung einer diskreten
Messreihe mit anschlieRender Deutung
als diskrete Realisierung eines stetigen
Funktionsverlaufs

> Gesucht: Mittelwert einer Massreihe aus
n Messwerten y,, ¥, .., ¥, ZU dquidistanten
Zaitpunkten x;, X3, .., X,.

» Ergebnis: Der gesuchte Mittelwert ist das

arithmetische Mittel der Messwarte ¥y, y2. ..., ¥a Y| e ¥n
1 1w
F=o it =1 -Z}.-
= X Xz X Xn
> Messwerte als diskrete Realisierung
eines stefigen Funktionsverlaufs [ /n\\r

[+ Algebraischa Umformung der
arithmetischen Mittels liefert:
n ]

1 1 i
3'==;'Z-‘" _u.ZHX'} ¥ Y2 Yn

=1

1 = b—a 1
= h_“-Z}(L] "% b-a fab)
=

Integral als
Kumulation

Summation einzelner Produkte betont
dabei den Prozess und nicht das Ergeb-
nis des Integrierens

geometrische Veranschaulichung die-
ser Vorstellung durch ,,Integral als
Grenzwert einer Summe von Recht-
ecksflachen(inhalten), wobei die Stu-
fen dieser Treppenfiguren beim Grenz-
prozeR beliebig schmal werden*
(Blum/Tdrner 1983, S. 163)
konsequente Umsetzung des Hauptsat-
zes der Differenzial- und Integralrech-
nung

o
L4

LS
T

IS

c=939
[JObersumme

-4 -2 o 2 4 3 8 10 12

-2 [W]Untersumme

-6

Integral als
(orientierter)
Flacheninhalt

Vorstellung zum orientierten Flachen-
inhalt bzw. zur Flachenbilanz

L= 5, ist der Inhalt der Flache, die vom Graphen G, der Funktion f,
von der x-Achse und der Geraden x = a eingeschlossen wird.

[» 8, ist der Inhalt der Flache, die vom Graphen G der Funktion f,
von der x-Achse und der Geraden x = b eingeschlossen wird.
> Esista<bund0 <8, <5, '.} Gy
= Der Wert des Integrals
[: f(x) dx ist dann:
a) §5.+5,
b) $;-5, a |

y = fl)

c) 5,8, ‘ b
) , 5

d) |5y —Sql !

e) ,l (§y+52)

(vgl. Baumert et al, 1999, S. 80)

Tabelle 3: Grundvorstellungen zum Integral
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