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Max Bill: Geometrische Komposition

Flacheninhalte geometrischer Figuren an einem Kunst-
werk erforschen und vergleichen

Jurgen Roth Im Geometrieunterricht sollen sich
die Schulerinnen und Schuler mit geometrischen
Figuren und deren Flacheninhalten auseinan-
dersetzen. Dazu gehoren die Flacheninhalts-
messung Uber das Auslegen mit einer Einheits-
flache und insbesondere ein flexibler Umgang
mit Flacheninhaltsvergleichen. Hier wird ein
Einstieg in diese Thematik tGber eine Analyse
des Kunstwerks ,Geometrische Komposition*
von Max Bill vorgestellt. Als bedeutender Vertre-
ter der konkreten Kunst ist es ihm wichtig, seine
Kunstwerke auf der Grundlage mathematischer
Ideen zu entwickeln. Dies lasst sich fur den
Mathematikunterricht in fruchtbarer Weise nut-
zen.

Max Bill, ein Vertreter der Konkreten
Kunst

Eine bedeutende Kunstrichtung des 20. Jahr-
hunderts ist die Konkrete Kunst. Max Bill, einer
ihrer bekanntesten Vertreter ist der ,auffassung,
es sei moglich, eine kunst weitgehend aufgrund
einer mathematischen denkweise zu entwi-
ckeln.” (Bill, 1977) Konkrete Kunstler wollen in
der Regel, dass die Betrachter ihrer Kunstwerke
die bei der Konstruktion zugrunde gelegten
mathematischen Uberlegungen wieder entde-
cken und herausarbeiten kdnnen. Aus diesem
Grund lassen sich Kunstwerke der Konkreten
Kunst sehr gut als Grundlage fir Lernumgebun-
gen im Mathematikunterricht nutzen. In diesem
Artikel wird eine Unterrichtseinheit vorgestellt, in
der das Kunstwerk ,Geometrische Komposition*
von Max Bill aus dem Jahr 1992 (vgl. Abb. 1)
analysiert und dabei Flacheninhalte einfacher
geometrischer Figuren (hier sind es Quadrate,
Rechtecke und Dreiecke miteinander verglichen
werden.

Flacheninhalte vergleichen
Der Vergleich von Flacheninhalten kann auf
vielfaltige Art und Weise geschehen. Man kann

Flachen im einfachsten Fall direkt vergleichen,
indem man sie aufeinander legt. Haufig lasst
sich dann sofort erkennen, welche Flache den
gréReren Inhalt hat. Manchmal werden aber
auch von beiden Flachen Teile jeweils tber die
andere Flache hinausstehen. Wie soll man da-
mit umgehen? Man kann Uberstehende Stiicke
etwa abschneiden und wieder auf die andere
Flache legen. Das fiihrt im Idealfall zur Erkennt-
nis, dass die Figuren zerlegungsgleich sind.
Daneben kann man auch versuchen, unter-
schiedliche Figuren so um jeweils deckungsglei-
che Figuren zu ergénzen, dass zueinander
deckungsgleiche neue Figuren entstehen. Dies
ist die Idee der Erganzungsgleichheit. Schliel3-
lich ist es zum Flacheninhaltsvergleich auch
maoglich eine der Flachen mit mehreren identi-
schen Reprasentanten der anderen Flache
auszulegen und abzuzéhlen, wie oft die eine
Flache in die andere hineinpasst. Dies ist die
Idee des Messens als Auslegen mit einer Ein-
heit.

Abb. 1: Max Bill: Geometrische Komposition, 1992
(Nachkonstruktion des Autors)

Das Kunstwerk ,,Geometrische Kom-
position* analysieren

In der hier vorgestellten Unterrichtseinheit geht
es darum, dass die Schilerinnen und Schiiler
die genannten Mdglichkeiten des Vergleichs von
Flacheninhalten weitgehend selbstandig intuitiv
erarbeiten.

Einstieg

Als Einstieg wird das Kunstwerk der Klasse
direkt auf einer Folie prasentiert. Die Lehrkraft
erzahlt kurz von Max Bill, der seine Bilder nach
mathematischen Ideen konstruiert. Sie fordert
die Schulerinnen und Schiler auf, das Bild ge-
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nau zu betrachten und gibt ihnen folgenden
Arbeitsauftrag:

Welche geometrischen Figuren, die ihr schon
kennt, kénnt ihr auf dem Kunstwerk erkennen?
Versucht sie zu beschreiben.

Nachdem sie eine angemessene Zeit hatten,
das Bild auf sich wirken zu lassen und die Figu-
ren zu erkennen, werden einzelne Schulerinnen
und Schiler gebeten jeweils eine Form auf den
Bildern zu beschreiben und falls méglich auch
zu benennen. Die anderen Kinder der Klasse
unterstiitzen und ergénzen die Darstellung ge-
gebenenfalls. Dabei wird herausgearbeitet, dass
es von den Dreieckstypen jeweils vier de-
ckungsgleiche in verschiedenen Farben gibt. Es
handelt sich um folgende Dreieckstypen:

gleichschenklig-
rechtwinkliges
Dreieck

stumpfwinkliges
Dreieck

rechtwinkliges
Dreieck

Je nach Leistungsstand der Schilerinnen und
Schiiler kann es sinnvoll sein, bereits zur Bear-
beitung dieses Arbeitsauftrags das unten be-
schriebene Puzzle des Kunstwerks zur Verfu-
gung zu stellen. Gegebenenfalls kann es dann
reichen, die verschiedenen Dreieckstypen an-
hand der Puzzleteile nur nach Typ sortieren zu
lassen. Eine Benennung der Dreieckstypen wie
in der obigen Tabelle ist in der Regel nicht er-
forderlich, kann aber zur Differenzierung nach
oben genutzt werden.

Rechteck

Quadrat

Manche Schilerinnen bzw. Schiler erkennen
auch, dass jeweils drei verschiedene Dreiecke
zusammen ein Rechteck bilden, von denen es
wieder vier deckungsgleiche im Kunstwerk gibt.
Daneben wird deutlich, dass sich in der Mitte
des Kunstwerks ein kleines gelbes Quadrat
befindet und dass das ganze Kunstwerk (vgl.
Abb. 1) ein Quadrat ist. Einzelne entdecken evtl.
auch rechtwinklige Trapeze. Aus dem Rechteck
in obiger Tabelle kann man etwa durch Ab-
schneiden des gleichschenklig-rechtwinkligen
Dreiecks ein rechtwinkliges Trapez herstellen.

Es ist wichtig, dass alle Schulerinnen und Schi-
ler die von einzelnen vorgebrachten Entdeckun-
gen in den Plenumsphasen nachvollziehen kdn-
nen. Dazu sollte das Kunstwerk entweder als
Puzzle in einem grofRen Format fir die Tafel vor-
liegen, oder die Simulation unter www.juergen-
roth.de/dynageo/kunst/kunst07.html mit Hilfe
eines Beamers oder eines Interaktiven White-
boards prasentiert werden. In beiden Fallen
beginnt man mit dem aus den einzelnen Puzzle-
teilen zusammengesetzten Kunstwerk und lasst
die jeweiligen Schiilerinnen und Schiler die
entdeckten Figuren aus dem Kunstwerk heraus-
nehmen. Als Strukturierungshilfe ist es sinnvoll
in den Hintergrund die Begrenzungslinien der
einzelnen Teilflachen des Kunstwerks zu legen
(vgl. Abb. 2).

Abb. 2: Max Bill: Geometrische Komposition, 1992 — Struktur
des Kunstwerks

Erarbeitung 1: Vergleichen durch Auslegen
Die Erarbeitungsphase beginnt damit, dass alle
Kinder in Vierergruppen eingeteilt werden. Jede
Schiilerin und jeder Schiiler erhalt gedruckt auf
einen in der Breite halbierten Papierstreifen aus
mdglichst schwerem Papier (mindestens 160
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g/m2) jeweils zweimal das Kunstwerk und einmal
neun kleine gelbe Quadrate. Jedes Kind zer-
schneidet eines seiner Kunstwerke in die farbi-
gen Einzelteile und trennt auch die neun Quad-
rate voneinander. Nach dieser Vorbereitung
erhalten alle folgenden Arbeitsauftrag:

Das ganze Kunstwerk von Max Bill ist ein Quad-
rat. Vergleicht zusammen mit eurem Banknach-
barn die GroéRRe des kleinen gelben Quadrats mit
der GrofR3e des Kunstwerks. Ihr kdnnt dazu ger-
ne die Puzzleteile verwenden.

Es ist spannend zu beobachten, wie die Schile-
rinnen und Schiler mit diesem Arbeitsauftrag
umgehen. Bei manchen Partnern wird die Sei-
tenlange des gelben Quadrats mit der Seiten-
lange des Kunstwerks durch mehrfaches Anle-
gen verglichen. Dabei stellen Sie fest, dass jede
Seite des Kunstwerks genau dreimal so lang ist
wie eine Seite des gelben Quadrats. Andere
legen &hnlich wie in Abbildung 3 das Kunstwerk
mit den gelben Quadraten aus und stellen dabei
durch vollstandiges Auszéahlen fest, dass dazu
genau neun gelbe Quadrate bendtigt werden.

Abb. 3: Auslegen des Kunstwerks mit einer selbstgewéhlten
Einheit

Vereinzelt wird sogar schon geschickt gezahilt,
indem nur die Anzahl der Quadrate in einer
Reihe und anschlie3end die Anzahl dieser Rei-
hen bestimmt werden. Es gibt also drei Reihen

mit je drei Quadraten, es werden also 3-3 =9
gelbe Quadrate zum Auslegen des Kunstwerks
bendétigt.

Die Schiler haben so die Idee des Messens fiir
sich erfasst und entweder eine Lange oder ei-
nen Flacheninhalt in Abhangigkeit von einer
selbst gewahlten Einheit (hier die Kantenlange
bzw. der Flacheninhalt des kleinen Quadrats)
bestimmt. Im Plenum werden die gewonnenen
Ergebnisse vorgestellt und der Unterschied bei
Kantenlange und Flacheninhalt gemeinsam
herausgearbeitet: Die Kantenldnge des grof3en
Quadrats ist dreimal so grof3 wie die Kantenlan-
ge des gelben Quadrats. Der Flacheninhalt des
Kunstwerks ist sogar neunmal so groR3 wie der
des gelben Quadrats.

Erarbeitung 2: Flacheninhalte der Teilfiguren
mit dem des Einheitsquadrats vergleichen
Auf der Grundlage dieser Erkenntnisse aufbau-
end, wird der Flacheninhalt des gelben Quad-
rats gemeinsam als Einheit fur die weiteren
Flacheninhaltsvergleiche festgelegt. Die Vierer-
gruppen nahern sich der Lésung folgenden
Arbeitsauftrags problemlésend an.

Vergleicht die Flacheninhalte der verschiedenen
Teilfiguren des Kunstwerks mit dem Flachenin-
halt des gelben Quadrats.

Um diese Arbeit zu erleichtern erhalten die
Schilergruppen jeweils zwei Arbeitsvorlagen
(s. u.) im DIN A4-Format. Auf ihnen ist ein
Quadratraster in der Grof3e des gelben Ein-
heitsquadrats, eine entsprechend dimensionier-
te Abbildung des Kunstwerks und eine Struktur-
skizze abgedruckt, die nur die Begrenzungsli-
nien der Teilflachen des Kunstwerks enthalt.
Dadurch steht den Schilerinnen und Schilern
eine Strukturierungshilfe zur Verfliigung, auf der
sie mit Hilfe ihrer Puzzleteile arbeiten kdnnen.
Es gibt vielfaltige Mdglichkeiten diese Verglei-
che vorzunehmen. Der Kreativitat der Schiile-
rinnen und Schuler sollte hier nicht durch gut-
gemeinte Hilfen vorgegriffen werden. Wenn es
Schwierigkeiten gibt, kann aber z. B. angeregt
werden zunéchst die kleinen gleichschenklig-
rechtwinkliges Dreiecke mit dem gelben Ein-
heitsquadrat zu vergleichen. Anschlieend bie-
ten sich die grofReren rechtwinkligen Dreiecke
zum Vergleich an. Sollte es in einzelnen Grup-
pen groRere Schwierigkeiten mit dem Vergleich
von einzelnen Flacheninhalten geben, liegen am
Lehrerpult (am besten laminierte) Hilfekértchen
aus (Vorlagen s. u.), die die Gruppen dort ein-
sehen kdnnen. AnschlieRend gehen sie zu ih-
rem Gruppentisch zuriick und versuchen die
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gesehenen Ideen selbst mit den Puzzleteilen
umzusetzen, zu verstehen und daraus die jewei-
lige VergleichsgroRRe abzuleiten.

Sicherung: Vorstellung der Ergebnisse

Im Anschluss an diese Gruppenarbeitsphase
stellen die Gruppen im Plenum nacheinander
jeweils eine von ihnen gefundene Vergleichsme-
thode vor. Dabei wird zur Visualisierung wieder
ein groRes Exemplar des Puzzles oder die oben
erwahnte Simulation genutzt. Die Ergebnisse
nehmen die Schilerinnen und Schiler als Ar-
beitsblatt (vgl. unten) mit nach Hause, auf dem
die Ideen in Bilderfolgen dargestellt sind.

Hausaufgabe: Inhaltsgleiche Flachen finden
Als Hausaufgabe sollen die Schiilerinnen und
Schiiler einige Ideen des Flacheninhaltsver-
gleichs durch folgenden Arbeitsauftrag vertiefen:

Male alle Teilflachen der (groRen) Quadrate, die
denselben Flacheninhalt haben, jeweils mit der-
selben Farbe aus.

Abb. 4: Hausaufgabenvorlage

Flacheninhaltsvergleich: Methoden

Im Folgenden werden verschiedene Moglichkei-
ten des Flacheninhaltsvergleichs anhand der
oben erwahnten Hilfek&rtchen vorgestellt und
erlautert.

Abb. 5: Hilfekartchen 1

Direktes Vergleichen und Auslegen

Wie in Abbildung 5 auf der rechten Seite er-
kennbar, lasst sich das gelbe Einheitsquadrat
mit zwei der gleichschenklig-rechtwinkligen
Dreiecke auslegen. Also besitzt ein solches
Dreieck die Halfte des Flacheninhalts des gel-
ben Quadrats.

Ganz analog funktioniert das mit den grof3en
rechtwinkligen Dreiecken. Legt man eines davon
in das Quadratraster, so stellt man fest, dass
man ein zweites so erganzen kann, dass genau
zwei Einheitsquadrate bedeckt sind. Damit muss
eines der grofRen rechtwinkligen Dreiecke den-
selben Flacheninhalt wie ein Einheitsquadrat
besitzen.

Mit derselben Idee kann man auch den Fléchen-
inhalt der stumpfwinkligen Dreiecke bestimmen.
Zwei Einheitsquadrate lassen sich namlich mit
allen Dreiecken des Kunstwerks in derselben
Farbe auslegen. Dazu gehort ein gleichschenk-
lig-rechtwinkliges Dreieck mit dem Flacheninhalt
ein Halb, einem grof3en rechtwinkligen Dreieck
mit dem Flacheninhalt eins und einem stumpf-
winkligen Dreieck (vgl. Abbildung 6). Durch
Subtraktion erkennt man, dass der Flacheninhalt
des stumpfwinkligen Dreiecks auch dem eines
halben Einheitsquadrats entspricht.

Abb. 6: Hilfekartchen 2

Zerlegungsgleichheit:

Abschneiden und Umlegen

Wenn man mutig ist und nicht davor zurtick-
schreckt einzelne Puzzleteile zu zerschneiden,
dann gibt es noch eine ganz andere Méglichkeit
um die Flacheninhalte zu vergleichen. Legt man
das groR3e rechtwinklige Dreieck auf das gelbe
Quadrat, dann steht ein Teil des Dreiecks Uber
das Quadrat hinaus. Schneidet man diesen Teil
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ab und legt ihn zusatzlich auf das Quadrat, dann
wird es von den beiden Teilen des urspringli-
chen rechtwinkligen Dreiecks genau bedeckt
(vgl. Abbildung 7). Mit diesen beiden Teilen
kann man also sowohl das das gelbe Quadrat
als auch das rechtwinklige Dreieck puzzeln.
Also haben beide Figuren denselben Flachenin-
halt. Man sagt auch sie sind zerlegungsgleich.

Abb. 7: Hilfekartchen 3

Dieselbe Methode funktioniert auch fur den
Vergleich der Flacheninhalte des gleichschenk-
lig-rechtwinkligen und des stumpfwinkligen
Dreiecks. Wie Abbildung 8 zeigt, sind auch
diese beiden Dreiecke zerlegungsgleich. Sie
haben also beide den Flacheninhalt des gleich-
schenklig-rechtwinkligen Dreiecks, das genau
den halben Flacheninhalt des Einheitsquadrats
besitzt.

Abb. 8: Hilfekartchen 4

Erganzungsgleichheit

Eine weitere Methode des Flacheninhaltsver-
gleichs, ist die Idee der Erganzungsgleichheit.
Man kann z. B. wie in Abbildung 9 zwei der
stumpfwinkligen Dreiecke zusammenlegen und
deren gemeinsamen Flacheninhalt mit dem des
gelben Quadrats vergleichen.

Abb. 9: Hilfekartchen 5

Es fallt zunachst auf, dass man die aus den
beiden stumpfwinkligen Dreiecken gebildete
Figur durch Hinzufuigen von zwei gleichschenk-
lig-rechtwinkligen Dreiecken zu einem Rechteck
mit dem doppelten Flacheninhalt eines gelben
Dreiecks erganzen kann. Auch ein gelbes Quad-
rat lasst sich durch dieselben beiden gleich-
schenklig-rechtwinkligen Dreiecke zu demsel-
ben Rechteck ergénzen. Also sind die Figur aus
den beiden stumpfwinkligen Dreiecken und das
gelbe Quadrat erganzungs- und damit flachen-
inhaltsgleich. Folglich besitzt eines der stumpf-
winkligen Dreiecke den halben Flacheninhalt
des gelben Quadrats.

Zusammenfassung

Die hier vorgestellte Unterrichtseinheit soll den
Schiilerinnen und Schiiler im Rahmen einer
Lernumgebung (vgl. Vollrath und Roth, 2012, S.
150ff) einen Uberblick iiber Méglichkeiten des
Vergleichs von Flacheninhalten ermdglichen.
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Arbeitsvorlage
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