Jurgen Roth

Ahnlichkeit verstehen - Den Jakobsstab
nutzen

Lerngruppe: 9. Klasse

Idee: Mit Hilfe des Begriffs Ahnlichkeit erarbeiten sich die Schiilerinnen und
Schiler die Hohenmessung mit dem Jakobsstab und leiten dabei
selbststandig die Strahlensatze her.

Material: Alle Materialien stehen unter www.mathe-labor.de/simulation/strahlensaetze/
zur Verfugung.

Zeitbedarf: 6 Unterrichtsstunden

Begriffe verstehen

Wann haben Schiler einen Begriff verstanden? Diese Frage ist entscheidend beim
Unterrichten von Begriffen und muss immer wieder neu gestellt werden. Bei Vollrath und
Roth (2011, S. 82) findet sich folgende Antwort darauf: ,Begriffe verstehen, heif3t
Eigenschaften zu kennen, Beziehungen zu sehen und mit Begriffen arbeiten zu konnen.“ Nach
Weigand et al. (2009, S. 110) gehéren zum Verstehen eines Begriffs auch Féahigkeiten im
Umgang mit dem Begriff, wie z. B. ,,Fahigkeiten zum Problemldsen‘. Wesentliche Voraus-
setzungen flr das Verstandnis eines Begriffs sind sicher grundlegende Kenntnisse zu seinen
Eigenschaften und dessen Beziehungen zu anderen Begriffen. Dies allein reicht aber noch
nicht aus, um von einem sicheren Verstandnis sprechen zu kénnen. Im Folgenden wird das
Verstehen eines Begriffs mit der Fahigkeit verknlpft diesen Begriff in neuen Zusammen-
héngen als relevant erfassen und fir Problemlésungen sowie neue Erkenntnisse nutzen zu
konnen. Im Artikel geht es um den Begriff der Ahnlichkeit und seine Nutzung fir Ver-
messungsaufgaben mit dem Jakobsstab. Eine Strategie fur eine Vertiefung des Verstandnisses
des Ahnlichkeitsbegriffs ist die Vernetzung von Medien (Simulationen auf der Basis von
GeoGebra, ein gegenstandliches Modell eines Jakobsstabs sowie eine Videosequenz) und von
Inhalten des Themenkomplexes der Ahnlichkeit (ahnliche Figuren, zentrische Streckung,
Strahlensétze). Auf diese Weise erarbeiten sich die Schilerinnen und Schiler im Rahmen
einer Unterrichtssequenz in arbeitsgleicher Gruppenarbeit selbststdndig die Strahlensatze.
Dazu gibt es Arbeitshefte, in denen Arbeitsauftrdge formuliert sind und Ergebnisse von
Schilerinnen und Schilern protokolliert werden. Zur Unterstiitzung der selbstdndigen Arbeit
werden schriftliche, gestufte Hilfen bereitgestellt, die teilweise in Form eines gedruckten
Hilfehefts und teilweise innerhalb der Simulationen von den Schilerinnen und Schiilern nach
Bedarf abgerufen werden kénnen. Alle Materialien zu dieser Unterrichtssequenz finden sich
unter www.mathe-labor.de/simulation/strahlensaetze/. Das Konzept wurde zunéchst fur eine
Laborstation des Mathematik-Labors ,,Mathe ist mehr* der Universitat Landau entwickelt und
kann dort, nach Anmeldung, mit Schulklassen auch durchgefuhrt werden. Die Materialien
kénnen aber auch unabhéangig vom Mathematik-Labor online genutzt, heruntergeladen und
fiir den eigenen Unterricht angepasst werden. Als Ersatz fur die Jakobsstabe aus Holz die im
Mathematik-Labor Verwendung finden, wird deshalb auch eine Bastelanleitung fir
Jakobsstébe aus Pappe zur Verfiigung gestellt.
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Der Jakobsstab - ein Messgerit des Mittelalters

Die Unterrichtssequenz ist in eine Problemstellung eingebunden. In einem Film beobachten
die Schilerinnen und Schiiler zum Einstieg einen mittelalterlichen Lehrer und seinen Schiiler,
die die Hohe eines Turms mit Hilfe eines Jakobsstabs bestimmen wollen (vgl. Abb. 1 bis Abb.
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Abb. 1: Turm mit dem Jakobsstab anvisieren Abb. 3: Abstand zum Turm messen

Im Film ist zu sehen, wie der Jakobsstab benutzt wird und welche Langen gemessen werden
oder bekannt sind (Querstablange, Abstand Auge-Querstab, Abstand messende Person-Turm).
Der Film endet damit, dass der Schuler fragt, wie daraus die Hohe des Turms bestimmt
werden kann.

Wissen reaktivieren

Um diese Frage beantworten zu konnen, werden die Schilerinnen und Schuler aufgefordert
unter anderem anhand von zwei auf dem dynamischen Mathematiksystem GeoGebra
basierenden Simulationen ihr Wissen tiber wesentliche Eigenschaften ahnlicher Figuren und
der zentrischen Streckung aufzufrischen und sich die Eigenschaften gegenseitig zu erklaren.
In der ersten Simulation (vgl. Abb. 4) missen Dreiecke nach Ahnlichkeit sortiert und auf
dieser Grundlage wesentliche Eigenschaften von ahnlichen Dreiecken zusammengestellt
werden. Die zweite Simulation ist eine GeoGebra-Datei in der ein Dreieck zentrisch gestreckt
und die entstehende Konfiguration systematisch variiert werden muss (vgl. Abb. 5). Die
Ergebnisse werden im Anschluss an die Gruppendiskussion jeweils im Arbeitsheft in Form
eines Ergebnisprotokolls festgehalten.
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@ wHilfe 1 Um das Dreieck zu streck‘en geht ihr wie folgt vor: Achtung: Klickt
~Hilfe 2 1) Klickt auf den Knopf ,+*. wenn ihr fertig seid,
2) Klickt das zu streckende Dreieck ABC an. 2um Weiterarbeiten
@ I Hilfe 3) Klickt Idas Str(.eckzentrum Zan. | auf den Kopf & .
4) Gebt in das Eingabefenster k als Streckfaktor ein.
Abb. 4: Dreiecke nach Ahnlichkeit sortieren Abb. 5: Zentrische Streckung erforschen

Auf diese Weise werden die Kenntnisse reaktiviert, die bendtigt werden um zu kldren, wie die
Menschen im Mittelalter mit Hilfe des Jakobsstabs Hohen gemessen haben.

Hohenmessung mit dem Jakobsstab inhaltlich erarbeiten

Dazu wird die Messsituation aus dem Film noch einmal in einer Simulation nachgestellt, in
der alle dort bestimmten L&ngen enthalten sind. Die Schilerinnen und Schiler jeder Gruppe
entscheiden nun, ob sie sich dem Ph&dnomen (ber die Eigenschaften zueinander ahnlicher
Dreiecke oder der zentrischen Streckung eines geeigneten Dreiecks ndhern wollen. Dies
erlaubt einen Zugang von zwei verschiedenen, inhaltlich aber analogen Richtungen und



ermoglicht es in einem Unterrichtsgesprach, diese Zugéange rickblickend zu vergleichen. In
beiden Fallen wird in der Simulation jeweils eine entsprechende Konfiguration zur Verfuigung
gestellt, die auf die konkrete Situation angepasst werden muss (vgl. Abb. 6 und Abb. 7).
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Veréndert die beiden Dreiecke so, dass sie Verschiebt das Streckzentrum Z und die Punkte A, B, C
2zueinander dhnlich sind und ihr die Lingen so in die Zeichnung, dass die bekannten Seiten q, |, d und
q, | und d sowie die gesuchte Héhe h als die gesuchte Héhe h den Dreiecksseiten des
Seiten der Dreiecke wiederfindet. . roten und blauen Dreiecks entsprechen.
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Abb. 7: Ansatz Uber zentrische Streckung

Zu jeder wahlbaren Zugangsweise gibt es innerhalb der Simulation bei Bedarf abrufbare
gestufte Hilfen, sowie Rickmeldungen zur korrekten Positionierung der jeweiligen
Konfiguration. Im Gegensatz zu vielen Schulbuchaufgaben, die die nétige Konfiguration zum
Aufstellen der entsprechenden Verhaltnisgleichung bereits vorgeben, missen die
Schilerinnen und Schiler hier zundchst noch einmal an den Verstdndnisgrundlagen zu den
Begriffen Ahnlichkeit bzw. zentrische Streckung arbeiten. Im einen Fall miissen zwei
Dreiecke so positioniert bzw. verformt werden, dass sie zueinander &hnlich sind und die
bekannten bzw. gesuchten Langen als Streckenléngen ihrer Seiten représentieren. Im anderen
Fall muss das Streckzentrum fiir die Situation geeignet positioniert, das zu streckende Dreieck
so verformt und ausgerichtet werden, dass bekannte L&ngen als Streckenlédngen seiner Seiten
realisiert sind und schlielflich ein geeigneter Streckfaktor gewahlt werden, so dass das
Bilddreieck der zentrischen Streckung richtig liegt. Dabei werden Kenntnisse zu dhnlichen
Dreiecken bzw. zur zentrischen Streckung aktiviert und miteinander in Beziehung gesetzt.

Die so gewonnene Konfiguration wird als
Zeichnung in das Arbeitsheft Ubertragen (vgl.
Abb. 8). Erst auf dieser Basis entwickeln die
Schilerinnen und Schiller aus den bekannten
GroRen (Querstablange ¢, Langsstablange I,
Abstand messende Person-Turm d, Turm(teil)-
hohe h) eine Verhéltnisgleichung Uber die
Eigenschaften dhnlicher Dreiecke oder der zen-

trischen Streckung, wie z. B.
h d h gq

5 = 7 bzw. P = T
Auch hier konnen in Abhéngigkeit von der
gewdhlten Zugangsweise gestufte Hilfen aus
dem Hilfeheft abgerufen werden. Die Verfligbarkeit von Hilfestellungen wird im Arbeitsheft
und in den Simulationen jeweils mit einem Fragezeichen-Logo gekennzeichnet. Das Hilfeheft
ist so gestaltet, dass in der Regel zundchst eine erganzende Frage gestellt wird. Erst durch
weiteres Umblattern erhdlt man nach und nach konkretere Hinweise. Gibt es weitere Hilfen,
dann wird dies durch ein Pfeil-Logo angezeigt. Aus der aufgestellten VVerhéltnisgleichung und
der Augenhdhe des Schillers erarbeiten die Gruppen eine Gleichung fir die Gesamthohe des

Turms und berechnen diese schlief3lich.

Abb. 8: Skizze zur Ergebnissicherung




Den zweiten Strahlensatz erfassen

Damit ist die urspringliche Problemstellung aus dem Film zwar gel6st, die zentrale
Erkenntnis, dass hier eine allgemeingultige Aussage entdeckt wurde, aber noch nicht heraus-
gearbeitet. Folglich wird direkt im Anschluss noch einmal die Grundkonfiguration der
Problemlosung mit anderen Bezeichnungen présentiert. Die Schilerinnen und Schiiler
erhalten die Aufgabe, festzuhalten, welche Streckenldangen zueinander im gleichen Verhaltnis
stehen. Auf dieser Grundlage werden sie mit der Konfiguration in Abb. 9 konfrontiert
(allgemeine Strahlensatzkonfiguration in ,,V-Figur) und sollen fir die dort farbig
gekennzeichneten Strecken begriinden (!) warum eine entsprechende Verhéltnisgleichung fir
die zugehdrigen Streckenldangen aufgestellt werden kann. Dazu werden sie explizit darauf
verwiesen zu tiberpriifen, ob die Uberlegungen beim Lésen des Problems mit dem Jakobsstab
hier in analoger Weise angewandt werden koénnen. Es werden also noch einmal alle
Uberlegungen zu Eigenschaften &hnlicher Dreiecke bzw. der zentrischen Streckung
herangezogen und auf ihre Anwendbarkeit auf die vorliegende Konfiguration hin tberprift.
Dabei geht es unter anderem darum geeignete Dreiecke zu entdecken, zu hinterfragen, ob
diese ahnlich zueinander sind bzw. durch eine (welche?) zentrische Streckung aufeinander
abgebildet werden konnen. Schliellich miissen Eigenschaften dieser Objekte genutzt werden,
um zu einer Verhaltnisgleichung zu gelangen, die der Aussage der Behauptung des zweiten
Strahlensatzes entspricht. Diese Verhéltnisgleichung wird von den Schilerinnen und Schilern
zur visuellen Unterstiitzung der Aussage entsprechend der Farbgebung der beteiligten
Strecken in der Konfiguration (vgl. Abb. 9) geféarbt. Anschliel3end variieren sie eine V-Figur
in einer Simulation dynamisch und tberpriifen den Bestand ihrer Uberlegungen fiir diese
Verénderungen noch einmal. Am Ende der ersten Doppelstunde und auf der Grundlage dieser
vielféltigen Erfahrungen werden die Gruppen schlieBlich aufgefordert die Aussage des
zweiten Strahlensatzes jeweils in ihren eigenen Worten sprachlich zu formulieren.
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Abb. 9: Grundverstandnis zum zweiten Strahlensatz sichern Abb. 10: Grundverstandnis zum zweiten Strahlensatz vertiefen

Zu Beginn der folgenden Doppelstunde werden die Ergebnisse zum zweiten Strahlensatz
anhand einer dynamischen Konfiguration wiederholt, bei der auch die in der Strahlensatzfigur
zueinander parallelen Geraden in ihrer gegenseitigen Ausrichtung variiert werden kénnen
(vgl. Abb. 10). Auf diese Weise wird die Voraussetzung der Parallelitit der Geraden fur den
zweiten Strahlensatz noch einmal bewusst gemacht und der Bezug zur Ahnlichkeit bzw. zur
zentrischen Streckung herausgearbeitet. Leistungsfahigere Gruppen konnen hier auch
entdecken, dass der zweite Strahlensatz nicht umkehrbar ist. In der Simulation gibt es
Einstellungen, bei denen entsprechende Streckenverhaltnisse gleich groR, aber die beiden
Geraden BC und B’C* (vgl. Abb. 10) nicht parallel zueinander sind.

Hohen mit dem Jakobsstab messen

Die Schilerinnen und Schiler haben sich damit alle VVoraussetzungen erarbeitet, um selbst mit
einem Jakobsstab unbekannte HOhen zu messen. Da beim Umgang mit dem Jakobsstab
mehrere Variationsmoglichkeiten bestehen, die alle zu Messfehlern fiihren kdnnen, erarbeiten




sich die Schiler die Handhabung zunédchst an Hand einer Simulation, bevor sie tatsachlich
etwa die Hohe eines Baums damit bestimmen. Abb. 11 zeigt eine korrekte Haltung des
Jakobsstabs. Er muss zum einen so ausgerichtet werden, dass der Querstab senkrechten zum
Boden steht. Andernfalls ist die ,,Hohe* des zu messende Objekts nicht parallel zum Querstab
und damit die Voraussetzung fur die Anwendung des Strahlensatzes nicht erfullt. Dartber
hinaus muss der Querstab so verschoben werden, dass seine Oberkante beim Visieren (vgl.
Abb. 11 und Abb. 12) gerade die Oberkante des zu messenden Objekts abdeckt. Sollte das
nicht moglich sein, muss die Entfernung der messenden Person zum Messobjekt verandert
(vergroRert oder verkleinert?) werden. Durch die Auseinandersetzung mit der Simulation wird
den Schilerinnen und Schillern auch deutlich, dass die Augenhdhe der messenden Person zur
mit dem Jakobsstab bestimmten Hohe des Baumes addiert werden muss.
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Augenhéhe: 1.7m[ %

Lédnge auf Langsstab: 2.89m

Abstandzum Baum: 14.09m

Lange des Querstabes: 1 m

@ @ Hilfe 1 Ihr kénnt an den drei blauen Punkten eure Messsituation
r Hilfe 2 so verindern, dass die Bedingungen fiir den zweiten %
Strahlensatz erfilllt sind ‘:

Abb. 11: Messen mit dem Jakobsstab vorbereiten . 12: Hilfen zu drei versc

Nach diesen Vorbereitungen geht jede Gruppe vor das Gebaude und sucht sich ein geeignetes
Objekt (z. B. einen Baum oder ein Gebdude) dessen Hohe es bestimmen will. Die bendtigte
Entfernung zum Messobjekt wird mit einem MaRband gemessen, das in der Sportfachschaft
ausgeliehen werden kann. Die Frage, ob der Querstab des Jakobsstabs (bildet einen rechten
Winkel mit dem Léngsstab) senkrecht steht, lasst sich etwa mit Hilfe eines Senklots (im Bau-
markt in verschiedenen Massen erhéltlich) klaren. Dazu wird eine Markierungslinie auf dem
Querstab angebracht und die Schnur des Senklots an einem Punkt der Linie befestigt. Der
Jakobsstab des Mathematik-Labors ,, Mathe ist mehr besitzt einen Querstab mit zwel
verschiedenen Langen (vgl. Abb. 13). Er kann gedreht werden (kurzes Stiick nach oben), um
kleinere bzw. weit entfernte Objekte messen zu kdnnen. Wenn ein Messobjekt (etwa ein
Turm) allerdings weit entfernt ist (z. B. auf der anderen Seite eines Flusses), dann kann der
Abstand bis dahin nicht mehr mit einem Maf3band bestimmt werden. Wie l&sst sich die Hohe
trotzdem ermitteln? Man wahle zwei Messpositionen die sich zusammen mit dem zu
messenden Turm in einer Flucht befinden, messe mit einem Malband den Abstand der
Messpositionen und visiere von dort aus jeweils den Turm mit dem Jakobsstab an. Eine
Skizze hilft dabei, die Hohe des Turms anschlielend aus den gemessenen GroRen zu
bestimmen ...

Es bietet sich an, dass alle Gruppenmitglieder dasselbe Objekt unabhangig voneinander
messen, so dass die Ergebnisse verglichen werden kénnen. Die gemessenen Langen werden
am besten in Form einer Tabelle festgehalten und erst spater wird im Klassenzimmer daraus
jeweils die gesuchte Hohe ermittelt. Das arithmetische Mittel der so bestimmten Hohen
verbessert den gewonnenen Wert flr die Hohe in der Regel noch.

Wer sich intensiver mit dem Jakobsstab befassen mdéchte, dem seien Schmidt (1968) und
Kriger (2010) als Lektire empfohlen. Beide beschéftigen sich mit mdglichen Fehlerquellen
beim Messen mit dem Jakobsstab. Kriuger flhrt insbesondere aus, wie groR der Fehler ist,
wenn man den Querstab nicht parallel zum zu messenden Objekt hélt.
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Abb. 13: Jakobsstab des Mathematik-Labors ,,Mathe ist mehr* Abb. 14: Zollstock als Jakobsstabersatz

Alternativen zum Jakobsstab

Wie kann man sich behelfen, wenn man keinen Jakobsstab besitzt? Ein einfacher und leicht
verfiigbarer Ersatz ist etwa ein Zollstock. Wird er wie in Abb. 14 gehalten dann l&sst sich die
Hohe eines Objekts wie mit dem Jakobsstab bestimmen. Es ergeben sich nur wenige
Unterschiede: Der Abstand des ,,Querstabs®, also des Zollstocks, zum Auge kann nicht mehr
variiert werden (Armlange), dafur aber die ,,Querstablange (Zollstocklange). AulRerdem ist
der Abstand zwischen dem ausgestreckten Arm und der Augenhdhe zu beriicksichtigen. Zur
genaueren Messung kann auch ein Senklot mit Klebeband am Zollstock befestigt werden.
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Baumspitze Baumspitze

Hangneigung Hangneigung
* —

ﬁKopi

@ r Hilfe @ wHife  Entscheidet Euch fiir einen der maglichen Wege
zum Aufstellen des neuen Streckenverhiltnisses.

r 2. Strahlensatz
r Ahnlichkeit
- Zentrische Streckung

Abb. 15: Konfiguration zur Erarbeitung des ersten Strahlensatzes Abb. 16: Hilfen zu drei verschiedenen Zugangen werden angeboten

Als weitere Alternative zum Jakobsstab bietet sich bei Sonnenschein eine Methode an, bei der
man nur die eigene KdorpergroRe und Schrittlange kennen (bzw. fir eine etwas genauere
Messung ein MaBband benutzen) muss. Soll z. B. die Hohe eines Baums bestimmt werden,
muss man sich nur neben den Baum stellen und die L&nge des eigenen Schattens sowie die
des Baumschattens bestimmen. Die gesuchte Hohe des Baums l&sst sich daraus bei bekannter
eigener KorpergroRRe bestimmen, wenn man weil3, dass die Sonnenstrahlen (nahezu) parallel
auf die Erde einfallen (vgl. Abb. 15). Das Ganze ist sogar unabhdngig von einer etwa
vorhandenen Hangneigung, wie man sich anhand einer Simulation klarmachen kann. Das
Problem der H6henbestimmung des Baums aus den gegebenen Daten fiihrt zur Herleitung des
ersten Strahlensatzes. Dabei kdnnen die Schuler entweder auf die Eigenschaften &hnlicher
Dreiecke, die zentrische Streckung oder die zweimalige Anwendung des eben erst
erarbeiteten ersten Strahlensatzes zuriickgreifen. In der zugehdrigen Simulation werden
gestufte Hilfen zu allen drei Zugangswegen angeboten (vgl. Abb. 16). Auf diese Weise ist es
nach der Gruppenarbeit moglich anhand der verschiedenen Erarbeitungswege noch einmal die
Beziehungen zwischen der Ahnlichkeit von Dreiecken, der zentrischen Streckung und den




Strahlensétzen herauszuarbeiten und diese Begriffe und Satze so auf der Grundlage eigener
Erfahrungen der Schilerinnen und Schiler miteinander zu vernetzen. Wenn die Schiilerinnen
und Schiler diese Unterrichtssequenz eigenverantwortlich und erfolgreich durchlaufen haben,
ist davon auszugehen, dass die meisten nicht nur den Jakobsstab zum Messen benutzen
konnen, sondern den Begriff der Ahnlichkeit verstanden haben und fiir Problemlésungen
nutzen koénnen.
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