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Kopfgeometrie bezeichnet das Losen
geometrischer Aufgaben im Kopf, al-
so ohne Hilfsmittel. Es kann dabei nur
auf eigene Vorstellungen und sprach-
lich formuliertes Wissen iiber die vor-
kommenden Objekte zuriickgegriffen
werden.

Das Bearbeiten kopfgeometrischer
Aufgaben erfordert eine Reihe von
Fahigkeiten in Bezug auf (ebene und
raumliche) Figuren: Man muss sich Fi-
guren vorstellen, ihre Lage, Grofie und
Form gedanklich verdndern und sie
auch in der Vorstellung kombinieren
konnen. Diese Fihigkeiten werden in
der Kopfgeometrie trainiert, man muss
sie zum Teil aber bereits vorher erar-
beiten und bereitstellen.

Bei der Kopfgeometrie geht es
nicht allein um die hiufig genannte
Schulung der Raumvorstellung son-
dern insbesondere auch um
* das Aufbauen und Anwenden von

Grundvorstellungen zu geometri-

schen Begriffen und Sachverhalten
 die Sicherung und Vertiefung geo-

metrischer Grundbegriffe sowie de-
ren Eigenschaften und Beziehun-
gen,

» das Gewinnen von Sicherheit im
Erfassen und im Gebrauch der
Fachsprache.

Zum Aufbau sachgerechter und situ-

ationsangemessener Vorstellungsbil-

der ist also insbesondere ein fundiertes

Wissen iiber Eigenschaften und Bezie-

hungen von Figuren notwendig.
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Ablauf kopfgeometrischer
Aufgaben

Das methodische Vorgehen bei Aufga-

ben zur Kopfgeometrie umfasst grund-

sétzlich drei Phasen (vgl. Senftleben

1996), die nacheinander durchlaufen

werden:

1. Phase: Die Aufgabe wird gestellt,
Vorstellungsbilder entstehen.

2. Phase: Umfasst die eigentliche
Kopfgeometrie. Hier wird rdum-
lich gedacht, im Kopf operiert und
grundsitzlich ohne Hilfsmittel ge-
arbeitet.

3. Phase: Jetzt werden die Ergebnisse
der zweiten Phase présentiert, dis-
kutiert und ggf. iiberpriift.

An folgendem Beispiel (vgl. Degner,

Kiihl 1984, S. 345) wird deutlich, dass

man einige Erfahrungen zu den betei-

ligten Figuren gesammelt haben und
deren wesentliche Eigenschaften ken-
nen muss, um eine kopfgeometrische

Aufgabe zu bewiltigen.

=> Wiirfel und Gerade
Ein Wiirfel steht auf einer Ebene,
die Vorderfliche zeigt zu dir.
Zeichne die beiden Diagonalen der
rechten Fldche. Ihr Schnittpunkt
heifst M.
Der Wiirfeleckpunkt H liegt links,
hinten, oben.
Zeichne eine Gerade g durch H
und M, sie schneidet die Ebene, auf
der der Wiirfel steht, im Punkt S.
Wie weit ist S vom Wiirfel entfernt?
Kannst du die Lage von S genauer
beschreiben?

Idealerweise schaffen es die Schiile-
rinnen und Schiiler nach den Angaben
der Aufgabenstellung, die notwendigen
Vorstellungsbilder ohne Hilfsmittel zu
erzeugen. Dies setzt ein Wissen tiiber

die Symmetrie eines Wiirfels, die Form
seiner Seitenflichen und die besondere
Position des Diagonalenschnittpunkts
in einem Quadrat voraus. Gegebenen-
falls muss die Aufgabenstellung an-
hand einer Skizze oder einem Wiirfel-
modell erldutert werden (Phase 1).
Selbst wenn das mentale Bild durch
Hilfsmittel gestiitzt ist bedeutet dies
nicht die erfolgreiche Bearbeitung der
Aufgabenstellung (Phase 2). Der Punkt
S ist nicht Teil des Modells, seine Posi-
tion muss im Kopf konstruiert werden,
wofiir Wissen um die wesentlichen geo-
metrischen Eigenschaften der gegebe-
nen Objekte wichtig ist. Der Diagona-
lenschnittpunkt M befindet sich auf hal-
ber Hohe zwischen Deck- und Grund-
flachenebene des Wiirfels und auch auf
halber Strecke zwischen hinterer und
vorderer Wiirfelflichenebene. Spiegelt
man H an M, dann erhilt man H' als
DurchstoBpunkt der Geraden g durch
die Grundflichenebene. H' ist also der
gesuchte Punkt S, der sich eine Wiirfel-
kantenldnge vom Wiirfel entfernt befin-
det, und zwar auf der Verldngerung der
vorderen unteren Wiirfelkante.
AbschlieBend miissen die Uberle-
gungen, die wihrend des Losungspro-
zesses im Kopf noch bildhaft und in
sprachlicher Hinsicht diffus waren, in
Worte gefasst werden, um sie den Mit-
schiilern prisentieren und begriinden
zu konnen (Phase 3). Hier findet al-
so eine Riickiibersetzung statt aus der
mentalen visuellen Reprisentation in
den gegebenen Wort-, Bild- und/oder
Modellkontext der Aufgabenstellung.

Mathematisches Potential
kopfgeometrischer Aufgaben

Die geometrischen Objekte in der Auf-
gabenstellung konnen zudem visu-
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Hier ist ein Viereck teilweise verdeckt.
Um welche Art von Viereck kann es
sich bei den drei Bildern jeweils han-
deln? Finde méglichst viele (alle) Vier-
eckstypen.

Begrlinde jeweils deine Antwort.

Ein verdecktes Viereck wird nach und nach aufgedeckt

A

a

Abb. 1: Visualisierungen in der Aufgabenstellung regen kopfgeometrische Uberlegungen und Begriindungen an.

Dreiecksgrundformen

bei der Reihe nach an?

[AB] parallelen Geraden g nach ganz rechts bewegt. g
Welche Dreiecksgrundformen nimmt das Dreieck ABC da-

Der Eckpunkt C des Dreiecks ABC wird auf der zur Seite C

Extra: Wie andert sich das Ergebnis, wenn der Abstand
der Geraden g zur Seite [AB] vergroBert wird?

Abb. 2: Eine kopfmathematische Aufgabe, die mit oder ohne Abbildung prasentiert werden kann.

ell priasentiert werden. Auch in die-
sem Fall ist viel mentale Mathematik
notwendig, um eine Aufgabe im Kopf
zu 16sen. Beim Beispiel in Abb. 1 (vgl.
Maier 1996, S. 283) werden in der Auf-
gabenstellung Bilder eingesetzt. Die
Fortsetzung der Figur nach unten muss
jeweils mental erfolgen und die Benen-
nung moglicher Viereckstypen ist um-
so umfangreicher, je systematischer
das Wissen um die vielfiltigen Formen
der Vierecke ist.

Die Prisentation der Aufgabe kann
mit statischen Bildern (nacheinander
zeigen) erfolgen oder es kann mit be-
weglichen Bildern gearbeitet werden
(mit Abdeckpapier und einem aus Pap-
pe ausgeschnittenen Viereck oder mit
Dynamischer Geometrie-Software, s.
www.juergen-roth.de/dynageo/kopf-
geometrie/verdecktes_viereck.html).

Das Potential geeigneter kopfgeo-
metrischer Aufgaben fiir das Lernen
von Geometrie ist vielfiltig.

* Die Lernenden entwickeln oder
nutzen individuelle Grundvorstel-
lungen zu geometrischen Begriffen
und Sachverhalten und vertiefen
bzw. festigen sie dabei.

e Bereits erworbenes Wissen wird
vernetzt, flexibel angewandt und so
gelibt.
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* Bewegliches Denken (Roth 2005)
wird trainiert und gefordert. Die-
ses umfasst: Bewegung hineinsehen
und damit argumentieren, Gesamt-
konfiguration erfassen und analy-
sieren, Anderungsverhalten erfassen
und beschreiben.

* Aufgaben zur Kopfgeometrie fiih-
ren in der Regel zu einer natiirli-
chen Differenzierung und erlau-
ben eine individuelle Diagnose des
Leistungsstands.

Diese Vielfalt wird im Folgenden an-

hand des Beispiels in Abb. 2 (vgl. Roth

2006) niher erldutert.

Grundvorstellungen nutzen

Ein Dreieck wird gedanklich verén-
dert (Abb. 2). Um diese Aufgabe zu den
Dreiecksgrundformen (gleichschenk-
lig, gleichseitig, stumpfwinklig, recht-
winklig, spitzwinklig) 16sen zu kon-
nen, miissen die Schiilerinnen und
Schiiler mindestens Grundvorstellun-
gen zu gleichschenkligen sowie recht-
winkligen Dreiecken aufgebaut haben.
Diese Grundvorstellungen sind dann
in Beziehung zu den Nachbarbegriffen
stumpfwinkliges, spitzwinkliges und
ggf. gleichseitiges Dreieck zu setzen.

Welche Grundvorstellungen sollten
zu gleichschenkligen Dreiecken aufge-
baut sein? In einem gleichschenkligen
Dreieck sind zwei Seiten gleich lang —
diese Kenntnis sollte prototypisch ver-
ankert sein (vgl. Roth/Wittmann, 2009,
S. 129 ff). Gibt man etwa die Seite [AB]
eines Dreiecks ABC fest vor, muss zum
Beispiel klar sein, auf welchen Ortsli-
nien der dritte Eckpunkt C bewegt wer-
den kann, damit das Dreieck immer
gleichschenklig bleibt.

Die Mittelsenkrechte m, ., von [AB]
ist die Ortslinie aller Punkte, die von A
und B denselben Abstand haben. Wird
C also auf m,, bewegt, dann gilt: IACI
= IBCI. Kreislinien sind die Ortslini-
en aller Punkte, die vom Kreismittel-
punkt gleich weit entfernt sind. Wird
C also auf dem Kreis um A mit Radi-
us [AB] bewegt, dann gilt: IABl = 1ACI.
Entsprechend gilt IABl = IBCl, wenn C
auf dem Kreis k(B; IABI) bewegt wird.
Diese Verstandnisgrundlage ldsst sich
am einfachsten visuell dargestellt ver-
innerlichen (etwa wie in Abb. 3a).

Analog ldsst sich fiir rechtwinkli-
ge Dreiecke eine Verstindnisgrundlage
erarbeiten und verinnerlichen. Bei vor-
gegebener Seite [AB] ergeben sich die
Ortslinien, auf denen der Eckpunkt C
bewegt werden kann, sodass das Drei-
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AABC gleichschenklig
mit |AC| = |BC|
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AABC gleichschenklig
mit |AB| = |BC|

AABC rechtwinklig
mit v = 90°

Abb. 3: Die der Aufgabe in Abb.2 zugrundeliegenden Grundvorstellungen

Abb. 4: Ortslinien fUr C markieren besondere Dreiecke:
(gleichschenklig: gepunktet/rechtwinklig: gestrichelt)

eck ABC immer rechtwinklig bleibt,
wie folgt: Ortslinien sind die Lote in
A und B auf die Gerade AB, weil dann
der Winkel « bzw. (8 ein rechter Win-
kel ist und fiir den Thaleskreis &, , liber
[AB], weil v genau dann ein rechter
Winkel ist, wenn C auf &, liegt (vgl.
Abb. 3b). Nur auf der Grundlage derar-
tiger Grundvorstellungen ldsst sich die
Aufgabe 16sen.!

Bewegliches Denken fordern

Das bewegliche Denken wird bei der
Aufgabe zu den Dreiecksgrundformen
in allen drei genannten Komponenten
genutzt und trainiert, wie die folgenden
Uberlegungen zeigen.
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Bewegung hineinsehen und damit
argumentieren

Die Aufgabenstellung in Abb. 2 (beim
Dreieck ABC wandert der Punkt C ent-
lang einer Geraden) legt bereits nahe,
eine Bewegung in die statische Abbil-
dung hineinzusehen und damit zu argu-
mentieren. Dazu ist es erforderlich, die
Ausgangskonfiguration im Bild zu er-
fassen. Das Dreieck ABC ist zunéchst
stumpfwinklig. Bewegt man C auf g
nach rechts, dann wird der Winkel «
immer kleiner, bleibt aber stumpf, bis
C sich oberhalb von A befindet. In die-
ser Situation ist « ein rechter Winkel
und das Dreieck folglich nicht mehr
stumpfwinklig, sondern rechtwinklig.
Wird C weiter nach rechts bewegt, so
wird « noch kleiner, also spitzwink-

lig und bleibt das auch fiir die gesamte
restliche Bewegung.

Um festzustellen wo das Dreieck
bei der Bewegung von C stumpfwink-
lig ist, muss die Gesamtkonfiguration
erfasst und analysiert werden. Auch £,
der Innenwinkel bei B, kann stumpf
werden (wenn C sich jenseits von B
befindet). Wenn C sich also links von A
bzw. rechts von B befindet, ist das Drei-
eck ABC stumpfwinklig.

Wie sieht es aus, wenn C sich zwi-
schen A und B befindet? In dieser Si-
tuation sind sowohl « als auch [ spit-
ze Winkel. Zur weiteren Analyse muss
hier noch einmal umfokussiert und
der Innenwinkel bei C, also +, in den
Blick genommen werden. Er ist genau
dann ein rechter Winkel, wenn er sich
auf dem Thaleskreis iiber [AB] befin-
det. Wird C in den Thaleskreis hinein-
bewegt, so wird y groBer als 90°, also
stumpf. Bewegt man C vom Thales-
kreis nach auBlen, dann wird ~y kleiner
als 90°, also spitz (Abb. 4).

Insgesamt ergibt sich aus der Be-
trachtung der Innenwinkel des Drei-
ecks folgender Ablauf fiir Dreiecks-
grundformen: Solange sich C links
von A befindet ist das Dreieck stumpf-
winklig, wird bei C tiber A rechtwink-
lig, anschlieBend spitzwinklig, bis C
den Thaleskreis iiber [AB] trifft. Dort
ist das Dreieck rechtwinklig. Wenn C
in den Thaleskreis hineinlduft wird das
Dreieck stumpfwinklig usw. Stellt man
sich (wie in Abb.4) sidmtliche Ortslini-
en fiir C vor, fiir die das Dreieck recht-
winklig ist, so kann die Argumentation
gut erfasst und nachvollzogen werden.

Anhand dieser Darstellung wird
auch klar, wann das Dreieck ABC
spitzwinklig ist (genau dann, wenn al-
le Innenwinkel spitze Winkel sind). «
ist fiir C rechts von A spitzwinklig, 3
ist fiir C links von B spitzwinklig und
« ist fiir C oberhalb des Thaleskreises
spitzwinklig. Das Dreieck ist also ge-
nau dann spitzwinklig, wenn sich C auf
g zwischen A bzw. B und dem Thales-
kreis befindet.

Gesamtkonfiguration erfassen

und analysieren

Im letzten Abschnitt war es fiir die Er-
arbeitung notwendig, die Gesamtkon-
figuration zu erfassen und zu analysie-
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ren. Dies ist auch im Folgenden zwin-
gend notwendig. Bisher wurden nur die
Innenwinkel in die Uberlegungen ein-
bezogen. Fiir die Frage, ob das Dreieck
in manchen Lagen von C gleichschenk-
lig ist, miissen auch die Lingen der
Dreiecksseiten in den Blick genommen
werden. Untersuchungen (vgl. Roth
2005) haben gezeigt, dass Schiilerin-
nen und Schiiler hier in der Regel nur
die beiden von C ausgehenden Seiten
in den Blick nehmen und folglich auch
nur eine Situation entdecken, fiir die
das Dreieck gleichschenklig ist, nim-
lich dann, wenn C auf der Mittelsenk-
rechten zur Strecke [AB] liegt. Dann
sind die Seiten [AC] und [BC] des Drei-
ecks gleich lang.

Anderungsverhalten erfassen

und beschreiben

Man kann auch qualitativ iiber das An-
derungsverhalten der Seitenlingen bei
der Bewegung von C argumentieren:
Die Seite [AC] wird bei der Bewegung
von C nach rechts immer kiirzer, bis
C iiber A liegt. Danach wird die Sei-
te [AC] immer ldanger. Entsprechendes
gilt fiir die Seite [BC]. Bei der Bewe-
gung von C zwischen A und B verin-
dern sich die Lingen der beide Seiten
also zunichst aufeinander zu.

Mit dieser Uberlegung zum Ande-
rungsverhalten der Seitenldngen lassen
sich weitere Lagen von C finden und
begriinden, fiir die das Dreieck ABC
gleichschenklig ist. Man muss wie-
der umfokussieren und die beiden Sei-
ten [AB] und [AC] in den Blick neh-
men. Die Linge von [AB] édndert sich
bei der Bewegung von C nicht. [AC] ist
in der Ausgangslage von C langer als
[AB], wird immer kiirzer und ist, wenn
C iiber A liegt am kiirzesten und kiirzer
als [AB]. Also muss [AC] irgendwo da-
zwischen genausolang wie [AB] sein,
namlich dort, wo der Kreis k(A,[AB])
um A mit Radius [AB] die Gerade g
scheidet. Fiir diese Lage von C ist ABC
also gleichschenklig.

Nachdem [AC] immer langer wird,
wenn C von A aus nach rechts bewegt
wird, muss es eine weitere Stelle geben,
fiir die [AB] und [AC] gleich lang sind.
Es handelt sich um den zweiten Schnitt-
punkt von k(A,[AB]) mit g. Diese Stelle
liegt auf g ,,zwischen A und B*.
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Analog kann man auch fiir das letz-
te verbleibende Paar von Seiten, ndim-
lich [AB] und [BC] argumentieren.
Stellt man sich (wie in Abb. 4b) samt-
liche Ortslinien fiir C vor, fiir die das
Dreieck gleichschenklig ist, so kann
die Argumentation gut erfasst und
nachvollzogen werden, dass es fiinf
Lagen fiir C auf g gibt, fiir die das Drei-
eck ABC gleichschenklig ist.

Ergebnis

Nimmt man alle erarbeiteten Aspekte
zusammen, so nimmt das Dreieck ABC
bei der Bewegung von C auf g folgende
Dreiecksgrundformen nacheinander an:
stumpfwinklig, stumpfwinklig-gleich-
schenklig, stumpfwinklig, rechtwink-
lig, spitzwinklig, spitzwinklig-gleich-
schenklig, spitzwinklig, rechtwinklig,
stumpfwinklig, stumpfwinklig-gleich-
schenklig, stumpfwinklig, rechtwink-
lig, spitzwinklig, spitzwinklig-gleich-
schenklig, spitzwinklig, rechtwinklig,
stumpfwinklig, stumpfwinklig-gleich-
schenklig, stumpfwinklig.

Natiirliche Differenzierung

Die Aufgabe ,,Dreiecksgrundformen*
in Abb. 2 ist bewusst sehr offen formu-
liert. Auf diese Weise kann jeder einen
Zugang finden und die Aufgabe sei-
ner Leistungsfihigkeit entsprechend
ausgestalten. So konnen sich einzelne
Schiiler nur auf die Frage der Gleich-
seitigkeit konzentrieren und ggf. auch
davon nur einen Teil beantworten. An-
dere nehmen die Innenwinkel in den
Blick usw. Es sollte deutlich werden,
dass eine intensive Auseinanderset-
zung, aber keine Vollstindigkeit der
Losung gefordert ist. Auf diese Weise
ergibt sich eine natiirliche Differenzie-
rung, die keinen iiberfordert, aber je-
den fordert.

Die Bearbeitung kopfgeometri-
scher Aufgaben kann sehr gut mit dem
Ich-Du-Wir-Prinzip kombiniert wer-
den. Jeder bearbeitet die Aufgabe zu-
nichst selbstindig (Ich-Phase), Disku-
tiert seine Ergebnisse (ggf. auch unter
Nutzung von Zeichnungen, Bewegun-
gen mit den Hénden, ...) mit seinem
Banknachbarn (Du-Phase), bevor an-
schlieBend im Plenum die Ergebnis-
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se zusammengetragen und systemati-
siert werden. In der Du-Phase geht es
nicht nur um die Ergebnisse sondern
insbesondere auch um den Austausch
tiber die Art und Weise wie sie zustan-
de gekommen sind (Wie hast du dir das
tiberlegt?). Gerade in der Du-Phase hat
die Lehrkraft die Chance, individuelle
Zuginge und Probleme der Schiilerin-
nen und Schiiler zu erleben und damit
Hinweise fiir eine individuelle Diagno-
se des Leistungsstandes zu erhalten.
Die zweite Frage (Wie @ndert sich
das Ergebnis, wenn der Abstand von g
zur Seite [AB] vergroflert wird?) dient
der Vertiefung fiir leistungsstidrkere
Schiiler und sollte nicht gleich zu Be-
ginn an alle Schiilerinnen und Schii-
ler ausgegeben werden. Ein Zugang
zur Aufgabe soll hier nicht angege-
ben werden, weil man sich das Ergeb-
nis anhand der Ortslinien in Abb. 4 gut
klarmachen kann. Hieran wird aller-
dings deutlich, dass die Aufgabe ohne
einen Hinweis auf den Abstand von g
und [AB] (hier in Form der Abbildung
realisiert) nicht sinnvoll ist. Allerdings
lasst sich eben dieser Abstand als wei-
tere Differenzierungsmoglichkeit be-
reits bei der Aufgabenstellung nutzen.

Anmerkung

1 In Roth (2006) wird dargestellt, wie man diese
Grundvorstellungen im Rahmen von pro-
duktiven Ubungen mit einem dynamischen
Geometriesystem (DGS) erarbeiten kann.
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