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M Inzidenz eines Punktes P mit einer Geraden g o
H I I bertSChes oder Ebene & bedeutet, dass P auf g oder eliegt (P € g R Didaktik der
bzw. P € £). Inzidiert die Gerade g mit der Ebene &, so ist TU| | Mathematik

AXIomenSYStem die Geraden g Teilmenge der Ebene ¢, es gilt also: g c €. P )

(1) Axiome der Verkniipfung (Inzidenz) (1) Axiome der Verkniipfung (Inzidenz) (Forts.)
IT Zwei voneinander verschiedene Punkte I5 Irgend drei Punkte einer Ebene g, die nicht
A, B bestimmen stets eine Gerade g. auf derselben Geraden liegen, bestimmen
12 Irgend zwei voneinander verschiedene die Ebene &
Punkte einer Geraden bestimmen diese 16 Wenn zwei Punkte A, B einer Geraden g in
Gerade. einer Ebene € liegen, so liegt jeder Punkt

I3 Auf einer Geraden gibt es stets von g in der Ebene &.

mindestens zwei Punkte. 17 Wenn zwei Ebenen g, @ einen gemeinsamen
In einer Ebene gibt es stets mindes- Punkt 4 haben, so haben sie mindestens
tens drei Punkte, die nicht auf einer einen weiteren gemeinsamen Punkt B.

gemeinsamen Geraden liegen.

I8 Es gibt mindestens

14 Drei nicht auf derselben Geraden vier Punkte, die nicht
liegende Punkte A, B, C bestimmen In einer gemeinsamen
stets eine Ebene &. Ebene liegen.



https://archive.org/details/grunddergeovon00hilbrich/

. FUr ,der Punkt C liegt zwischen den Punkten _ _
H [ I bertSChes A und B"” schreibt man kurz: A-C-B. R Didaktik der

A3

° Mit der Relation ,liegt zwischen” kann man TU| 2 - Mathematik
AXIomenSYStem z.B. den Begriff Strecke definieren. P
(2) Axiome der Anordnung (2) Axiome der Anordnung (Fortsetzung)
A1 Wenn A4, B, C Punkte einer Geraden sind, A4 (Axiom von Pasch)
und B zwischen A und C liegt, dann liegt B Falls eine Gerade g durch keinen der
auch zwischen € und A. Eckpunkte eines Dreiecks verlauft sowie
—e o P eine Seite dieses Dreiecks schneidet, so
4 B c schneidet g noch eine weitere Seite des
A2 Wenn 4 und C zwei Punkte einer Geraden Dreiecks.

sind, so gibt es stets mindestens einen

Punkt B, der zwischen A und C liegt, und <
mindestens einen Punkt D, so dass C
zwischen A und D liegt.
e —
A B C D 1
Von drei Punkten einer Geraden liegt immer B Moritz Pasch
genau einer zwischen den beiden anderen. g (1843 - 1930)

RPTU



https://archive.org/details/grunddergeovon00hilbrich/

1 Fur ,die Strecke [PQ] ist kongruent
H . I bertSCheS (deckungsgleich) zur Strecke [AB]"

Axiomensystem schreibt man kurz: [PQ] = [AB]

(3) Axiome der Kongruenz

K1 Eindeutige Streckenabtragung und Selbstkongruenz
Ist [PQ] eine Strecke und g4 eine von 4 ausgehende
Halbgerade, dann gibt es genau einen Punkt B € g4,
so dass [PQ] kongruent zu [AB] ist, also gilt: [PQ] = [AB]

Jede Strecke ist zu sich selbst kongruent, es gilt also:
[AB] = [AB] und [AB] = [BA]

K2 Transitivitat der Streckenkongruenz
Wenn eine Strecke zu zwei anderen Strecken kongruent
ist, so sind diese auch zueinander kongruent. Es gilt also:
[AB] = [PQ] A [PQ] = [CD] = [AB] = [CD]

K3 Erhalt der Kongruenz bei Streckenaddition
Ist C ein Punkt der Strecke [AB] und R ein Punkt
der Strecke [PQ], dann folgt aus [AC] = [PR] und
[CB] = [RQ], dass auch [AB] = [PQ].

Didaktik der
Mathematik
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Didaktik der

Hilbertsches Axiomensystem Mathemati

(3) Kongruenzaxiome (Fortsetzung)

K4 Eindeutige Winkelabtragung und Selbstkongruenz
Zu jedem Winkel (g, h) und jeder Halbgeraden g gibt es in
jeder Halbebene bzgl. gg¢ genau eine Halbgerade hg mit
demselben Scheitel §, so dass 2(g, h) und £(gs, hg) zueinander
kongruent sind, also gilt: (g, h) = 2(gg, hg)

Jeder Winkel ist zu sich selbst kongruent, es gilt also:

2(g,h) = 2£(g,h)und 2(g,h) = 2(h, g)
K2 Transitivitat der Winkelkongruenz

Wenn ein Winkel zu zwei anderen Winkeln kongruent ist,

so sind diese auch zueinander kongruent. Es gilt also:

£(g,h) = £(g" W) A 2(g’, k) = 2(g" k") > 2(g,h) = 2(g", h'")
K6 Zusammenhang zwischen Strecken- und Winkelkongruenzen
Wenn flr zwei Dreiecke AABC und AA'B'C’ gilt [AB] = [A'B'],
[BC] = [B'C'] und 5(CBA) = £(C'B’'A’), dann gilt immer auch
A(BAC) = £(B'A'C") und 4(ACB) = 4(A'C'B").

CI
. A
A A B’
A B

RPTU
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R Didaktk der

Hilbertsches Axiomensystem TU| L ¥ wathemati

(5) Axiom der Parallelen

PA Zu jeder Geraden g und zu jedem nicht auf g
liegenden Punkt P existiert in der durch g und
P bestimmten Ebene € genau eine Gerade h,
die durch P verlauft und g nicht schneidet.

h heil3t die Parallele zu g durch P.

RPTU
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Didaktik der

Hilbertsches Axiomensystem Mathemati

(5) Axiome der Stetigkeit

S1 Archimedisches Axiom (Axiom des Messens)
Es sei A1 ein beliebiger Punkt auf einer Geraden zwischen den beliebig gegebenen
Punkten A und B. Man konstruiere dann die Punkte A4,, A3, Ay, ... S0, dass A1 zwischen
A und A,, ferner A, zwischen A7 und A3, ferner A3 zwischen A, und A4 usw. liegt und
Uberdies gilt [AA4] = [A14;] = [A3A3] = [A344] ... . Dann gibt es in der Reihe der
Punkte A,, A3, Ay, ... stets einen Punkt 4,,, so dass B zwischen A und A4,, liegt.

—_— = = ® ® ® e e
A A, A, As A, A,1 B A,

S2 Axiom der Vollstandigkeit
Die Elemente (Punkte, Geraden, Ebenen) der Geometrie bilden ein System von
Dingen, das bei Aufrechterhaltung samtlicher genannten Axiome nicht erweitert
werden kann, d. h. zum System der Punkte, Geraden, Ebenen kann kein anderes
System von Dingen so hinzugefugt werden, dass in dem durch Zusammensetzung
entstehenden System samtliche Axiome der Gruppen (1) bis (4) und S1 erfullt sind.



https://archive.org/details/grunddergeovon00hilbrich/

Winkeltypen

Bemerkung: Wir unterschieden vier Winkeltypen.

(1) Orientierter Winkel zwischen zwei Halbgeraden

m Zwei Halbgeraden g5 und hg, die einen gemeinsamen
Anfangspunkt S besitzen, legen zwei orientierte Winkel
fest, die jeweils einen mathematisch positiven Umlaufsinn
(gegen den Uhrzeigersinn) besitzen, namlich die Winkel

4(gs, hs) und 4(hs, gs).
m Die Winkelgrof3en dieser beiden Winkel erganzen sich
zu 360°, es qgilt also: |#(gg, hs)| + |£(hs, gs)| = 360°

m Wenn der Punkt 4 (# S) auf dem ersten Schenkel des Winkels
4(gs, hg), also auf der Halbgeraden gg, liegt und der Punkt B
(# S) auf dem zweiten Schenkel des Winkels 4(gs, hg), also auf
der Halbgeraden hg liegt, dann kann man fur kann fur 4(gs, hg)
auch £ (ASB) schreiben (A4 = ,Punkt auf dem 1. Schenkel”,

S = ,Scheitelpunkt”, B = ,Punkt auf dem zweiten Schenkel™).

Didaktik der
Mathematik

Sekundarstufen

4(hg, gs)

2. Schenkel

4(gs, hs) = 4(ASB)
1. Schenkel



Sekundarstufen

. R Didaktik der
Wlnkeltypen PTU ::: Mathematik

Bemerkung: Wir unterschieden vier Winkeltypen.

(2) Nicht-orientierter Winkel zwischen zwei Halbgeraden

m Zwei Halbgeraden g5 und hg, die einen gemeinsamen
Anfangspunkt S besitzen, legen einen nicht-orientierten hg
Winkel fest, der als Punktmenge bestehend aus den /(g ho)
beiden Halbgeraden g5 und hg interpretiert werden kann. s, s
Diesen nicht-orientierten Winkel bezeichnen wir mit S 9s

2(gs, hs) = 2(hg, gs).

FUr die Winkelgrol3en eines solchen nicht-orientierten
Winkels gilt: 0° < |2(gs, hs)| < 180°

Wenn der Punkt A auf der Halbgeraden g5 und der Punkt h

B auf der Halbgeraden hg liegt, dann kann man fur kann B

fur 2(gs, hg) auch 2(ASB) schreiben. £(gs hs) = £(ASB)
S gs A

8 RPTU
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Bemerkung: Wir unterschieden vier Winkeltypen.

(3) Orientierte Winkel zwischen zwei Geraden

m Zwei Geraden g und h, die sich in einem Punkt § schneiden,
legen zwei orientierte Winkel fest, die einen mathematisch
positiven Umlaufsinn (gegen den Uhrzeigersinn) besitzen,
namlich die Winkel (g, h) und £(h, g).

m Die Winkelgrof3en dieser beiden Winkel erganzen sich
zu180°, es gilt also: |#(g,h)| + |4(h, g)| = 180°
(4) Nicht-orientierter Winkel zwischen zwei Geraden

m Zwei Geraden g und h, die sich in einem Punkt § schneiden,
legen einen nicht-orientierten Winkel fest, der als Punktmenge
bestehend aus den beiden Geraden g und h interpretiert werden
kann. Diesen Winkel bezeichnen wir mit 2(g,h) = 2(h, g).

m FUr die Winkelgrolde qgilt: 0° < [£(g, h)| < 90°



KOng ruenzsatze Bemerkung: Da kongruente Dreiecke deckungs- R

gleich sind, sind entsprechende Winkel gleich
grol3 und entsprechende Seiten gleich lang.

fuir Dreiecke

Didaktik der
TU I Mathematik

Kongruenzsatz SSS

Zwei Dreiecke sind kongruent,
wenn sie in den Langen aller
Seiten Ubereinstimmen.

la’| = la| A [b'| =|b] A [c'] = |c]
= AA'B'C' = AABC

Kongruenzsatz SWS
Zwei Dreiecke sind kongruent,
wenn sie in der Winkelgrol3e eines

/\,

Winkels und den Seitenlangen der
beiden am Winkel anliegenden
Seiten Ubereinstimmen.

1B = B A la’| = lal A |c"| = |c|
= AA'B'C’' = AABC

10

Kongruenzsatz WSW
Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn
sie in der Lange einer Seite und den

Winkelgrofien der beiden an der Seite
anliegenden Winkel Ubereinstimmen.

lc'l = lel Ala’| =T al AlB"| =B
= AA'B'C’' = AABC

Kongruenzsatz SsW

Zwei Dreiecke sind kongruent,
wenn sie in den Langen zweier
Seiten und der Winkelgrolde des
Winkels, der der [angeren Seite

gegenuberliegt, ubereinstimmen. /¢\

la’'| = lal Alc’l = lc| A lcl > al A ly'] =1y
= AA'B'C' = AABC

RPTU
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Definition 2.1

Fine Funktion oder Abbildung Wir betrachte zunachst Abbildungen der Ebene
f:A > B von einer Menge A auf die auf sich, die jede Figur auf eine dazu

Menge B ist eine Zuordnung, die deckungsgleiche (kongruente) Figur abbilden.

jedem Element von A4 genau ein Solche Abbildungen nennt man

Element von B zuordnet.

Im Folgenden identifizieren wir alle Typen von
Kongruenzabbildungen, indem wir die Kongru-
enzabbildungen aus einem grundlegenden Typ,
namlich der aufbauen.

Satz 2.1

Eine Kongruenzabbildung ¢: £ - ¢ der Ebene ¢
auf sich ist durch drei Punkte 4, B, C, die nicht auf
einer gemeinsamen Geraden liegen, und deren
Bilder @ (4), @ (B), ¢(C) eindeutig bestimmt.

12 RPTU



R Didaktik der

Achsenspiegelung STV &G e
|PF| = |FP'| ! -
PP | g4 Definition 2.2
. Abbildung s, der Ebene ¢ auf sich heildt genau
X1 dann Achsenspiegelung (Geradenspiege-
lung) an der Achse (Gerade) a, wenn gilt:
1o m Fur jeden Punkt P auf der Geraden a qilt:

O

Satz 2.2: Kerneigenschaft der Symmetrieachse
Ist a ein Gerade, P & a ein Punkt der Ebene £ und

P' = s,(P). Dann gilt fUr einen beliebigen Punkt A
der Ebene ¢€: [AP] = [AP'| ® A€ a

13

P :=5s,(P)=P
D. h. die Gerade a besteht nur aus Fix-
punkten. Damit ist a eine Fixpunktgerade.

m Fur jeden Punkt P aulRerhalb von a und
seinen Bildpunkt P' = s, (P) bei Achsen-
spiegelung an der Achse a qilt:

Die Achse a steht senkrecht zur Gerade PP"
und halbiert die Strecke [PP’].
Kurz: a L PP" und a halbiert [PP'].

RPTU
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R Didaktik der

Eigenschaften der Achsenspiegelung s, STU & & v

Eigenschaften der Achsenspiegelung s, m Fixrichtungen: Die Achsenrichtung

m Bijektivitat: Verschiedene Urbilder haben und die dazu senkrechte Richtung
verschiedene Bilder und jeder Punkt der Ebene sind die einzigen Fixrichtungen.

besitzt ein Urbild. m Parallelentreue:

Die Bilder g" und h' von zueinander
parallelen Geraden g und h sind wieder
zueinander parallel. Kurz: g lh=g' | A’

m Geradentreue:
Das Bild einer Geraden ist wieder eine Gerade.

m Fixpunkte: m Winkeltreue: Alle sich entsprechenden

Genau die Punkte der Achse a sind Fixpunkte. Winkel in Urbild und Bild sind gleich groR.
m Fixgeraden: m Langentreue: Jede Strecke ist genauso
0 Die Achse a ist Fixgerade. lang, wie ihre Bildstrecke.
0 Sogar jeder einzelne Punkt der Achse ist fix, Deshalb ist die Achsenspiegelung auch
die Achse ist also sogar eine Fixpunktgerade. streckenverhaltnistreu, teilverhaltnistreu
o Alle zur Achse senkrechten Geraden sind und flachenmalstreu.

Fixgeraden, aber keine Fixpunktgeraden. m Keine Orientierungstreue:
o Andere Fixgeraden gibt es nicht.

Der Umlaufsinn einer Figur wird umgekehrt.

RPTU




Hintereinanderausfiuhrung von Abbildungen: R 1| @@ Digaicic der

Verkettung P -

Definition 2.3

Seien P, Q und R nichtleere Mengen

sowie f:P - Qund g:Q —» R Funktio- f Q\g

nen, dann nennt man die Funktion p——R
geof

gef:P->Rxw (go )= g(f(x))

die Verkettung g o f von f und g.

Flr g o f spricht man ,,g nach f”.

. ene Definition 2.5
Definition 2.4 Die Umkehrfunkti 1 giner Funkt
Eine Funktionids: A — A, x » x, die jedes ‘e Umkehrrunktion =" einer Funktion

_ o LT e
Element der Menge A auf sich selbst abbildet, f:A - Bistdie Funktion f~: B - A, fur die gilt:
heiRt identische Abbildung (oder Identitat) Veea fTHf(0) =x A Vyes f(f 1)) =y

ldAanA. f_lofzidA N fOf_1=idB

15 RPTU



Mathematik

Sekundarstufen

Verschiebung als Verkettung von Achsen- R Tun Didaktik der
P

spiegelungen an zwei echt parallelen Geraden

Definition 2.6

Die Verkettung zweier Achsen-
spiegelungen s, und s, an zwei
echt parallelen Geraden a und b
(a Il b) nennen wir Verschiebung
(Translation) t3.

Der Verschiebungsvektor v
ist der doppelte Abstandsvektor

(a, b) der beiden Geraden a und b.

Man schreibt:
t; :=spos,mitv=2-(a,b)

16

(¢c,d) = (a,b)

Bemerkungen

Umgekehrt kann auch jede Verschiebung t; durch die
Verkettung zweier Achsenspiegelungen s, und s, an
zueinander parallelen Geraden a und b ersetzt werden,

fUr deren Abstandsvektor (a, b) qgilt: (a,b) = % - .

m a und b stehen damit senkrecht zur Verschiebungsrichtung.

Da die erste Achse aus den unendlich vielen Geraden, die
senkrecht zur Verschiebungsrichtung stehen, frei gewahlt
werden kann, gibt es unendliche viele Paare von Achsen-
spiegelungen, die eine konkrete Verschiebung t; ersetzen.

RPTU



Eigenschaften der Didaktik der

Mathematik

Translation (Verschiebung) t;

Eigenschaften der Translation (Verschiebung) t;
m Bijektivitat: Ja. m Geradentreue: Ja.

m Fixpunkte:

o Eine echte (d.h. von der Identitat verschiedene)
Translation hat keine Fixpunkte.

0 Besitzt eine Translation einen Fixpunkt, so ist sie die Identitat.

m Fixgeraden: Alle Geraden parallel zur Verschiebungsrichtung # sind Fixgeraden.
m Fixrichtungen:
0 Jede Gerade wird auf eine dazu parallele Gerade abgebildet. = Alle Richtungen sind Fixrichtungen.
o Eine Abbildung, bei der jede Bildgerade g’ zu ihrer Urbildgerade g parallel ist heil3t Dilatation.
Damit ist die Verschiebung eine Dilatation.
m Parallelentreue: Ja. m Winkeltreue: Ja. m Langentreue: Ja.

m Orientierungstreue: Ja. Beijeder Achsenspiegelung andert sich der Umlaufsinn. Da es nur zwei
Umlaufrichtungen gibt (im und gegen den Uhrzeigersinn), ist der Umlaufsinn nach einer geraden Anzahl
von Achsenspiegelungen wieder wie beim Urbild der ersten Achsenspiegelung.

RPTU



Sekundarstufen

Drehung als Verkettung von Achsenspiege- R n Didaktik der
o o o TU Mathematik
lungen an zwel sich schneidenden Geraden P

Definition 2.7 dz,=5Sp°S,
Die Verkettung zweier Achsenspie- =S40,
gelungen s, und s;, an zwei sich im
Punkt Z schneidenden Geraden a

¢ =2-4(a,b)

und b nenne wir Drehung dy .

Der Schnittpunkt Z der beiden
Geraden ist das Drehzentrum.

Bemerkungen

m Umgekehrt kann jede Drehung dz , durch die Verkettung
zweier Achsenspiegelungen s, und s, ersetzt werden, die sich
im Drehzentrum schneiden, deren Zwischenwinkel z(a, b) halb
so grof$ ist wie der Drehwinkel ¢ der Drehung und denselben

Man schreibt: dy , = s} © 5, Mit Drehsinn wie ¢ hat.

m o=2 -4(ab) D.a die erste Achse aus dgn un"endlich vielen Geraglen,

die durch Z verlaufen frei gewahlt werden kann, gibt
m {Z}=anb

Der doppelte orientierte
Zwischenwinkel £(a, b) zwischen
den beiden Geraden a und b ist
der Drehwinkel ¢ der Drehung.

es unendliche viele Paare von Achsenspiegelungen,
die eine konkrete Drehung dg , ersetzen.

18



R Didaktik der

Eigenschaften der Drehung d; STU & & v

Eigenschaften der Drehung d; , brehung Punktspiegelung
’ dZ,(p Pz = dz1g0°
m Bijektivitat: Ja. m Geradentreue: Ja.
m Fixpunkte: Nur das Drehzentrum Z ist Fixpunkt.
Z
Z

m Fixgeraden:
o Im Allgemeinen hat eine Drehung keine Fixgeraden.
0 Bei einer Drehung dz 150> um Z um 180°, die auch als Punktspiegelung p; an Z bezeichnet
wird, sind genau die Geraden, die durch das Drehzentrum verlaufen, Fixgeraden.
m Fixrichtungen:
o Im Allgemeinen hat eine Drehung keine Fixrichtung.

0 Bei einer Punktspiegelung an Z (p; = dz 1g¢-) sind sémtliche Richtungen Fixrichtungen,
denn fir jede Gerade g und ihr Bild g" = p,(g) bei Punktspiegelungan Z gilt: g Il g.

m Parallelentreue: Ja. m Winkeltreue: Ja.

Langentreue: Ja. m Orientierungstreue: Ja.




Identische Abbildung id: Verkettung s, - s, von R Didaktik der

TU| | Mathematik

unds, mita=»> P -

zwei Achsenspiegelungen

Bemerkungen

(1) Die Verkettung s, o s, von zwei Achsen-
spiegelungen an identischen Achsen
kann aufgefasst werden

m einerseits als Drehung dz oo um
einen Punkt Z auf der Achse a
um den Drehwinkel ¢ = 0° und

m andererseits als Verschiebung t;

mit dem Nullvektor 0 als
Verschiebungsvektor.

(2) Die Verkettung von zwei Achsenspiege-
lungen an identischen Achsen a ist die
identische Abbildung id, der Ebene ¢
auf sich s, o s, = id,., Achsenspiege-
lungen sind also selbstinvers.

Eigenschaften der identischen Abbildung id,
m Bijektivitat: Ja
m Geradentreue: Ja.

m Fixpunkte:
Alle Punkte der Ebene € sind Fixpunkte.

m Fixgeraden:
Alle Geraden der Ebene ¢ sind Fixgeraden.

m Fixrichtungen:
Da jede Gerade auf sich selbst abgebildet wird,
sind alle Richtungen Fixrichtungen.

Parallelentreue: Ja.
Winkeltreue: Ja.
Langentreue: Ja

Orientierungstreue: Ja.




Orientierungstreue?!

Satz 2.3: Umlaufsinn

21

Eine Abbildung, die aus einer
Verkettung einer geraden
Anzahl (2,4, 6, ...) von Achsen-
spiegelungen entsteht, ist
orientierungstreu, d. h. der
Umlaufsinn von Original- und
Bildfigur ist gleichsinnig.

Eine Abbildung, die aus einer
Verkettung einer ungeraden
Anzahl (3,5, 7, ...) von Achsen-
spiegelungen entsteht, ist
nicht orientierungstreu, d. h.
der Umlaufsinn von Original-
und Bildfigur ist ungleichsinnig.

R Didaktik der
TUJ Mathematik
P Sekundarstufen
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Spezialfall der Drehung: Punktspiegelung

R Didaktik der
TU| | Mathematik

= ’

Definition 2.8

Die Verkettung s;, o s, zweier Achsen-
spiegelungen s, und s, an zueinander
senkrechten Geradena und b (a L b),
die sich im Punkt Z schneiden, also eine
Drehung dz 1g9- um Z um 180°, heif3t
Punktspiegelung p;.

Der Schnittpunkt Z der beiden Geraden
a und b ist das Punktspiegelzentrum.

Satz2.4

Punktspiegelungen p; sind selbst-
inverse Abbildungen der Ebene ¢ auf
sich,d. h. p; op, = id,.

22

Satz 2.5

a) Die Verkettung s, o s, zweier Achsenspiegelung-
en s, und s, ist immer eine gleichsinnige Kongru-
enzabbildung, also entweder eine Verschiebung
oder eine Drehung.

b) Jede Drehung oder Verschiebung kann als
Verkettung von zwei Achsenspiegelungen
dargestellt werden.

c) Zwei Achsenspiegelungen s, und s, sind genau
dann vertauschbar (s;, o s, = s, © s3), wenn die
beiden Achsen a und b

0 identisch sind (a = b), oder
0 senkrecht aufeinander stehen (a L b).

d) Punktspiegelungen sind neben der identischen
Abbildung id, die einzigen gleichsinnigen
Kongruenzabbildungen, die selbstinvers sind.

RPTU
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M= My ~
AB' C i "B B
A
C'n
A
N \
Satz 2.6: o m
Dreispiegelungssatz AB] = |AB] A
: [BC] = [B'C]
Jede Kongruenzabbildung (CA] = [CA]
der Ebene ¢ auf sich ist - >
darstellbar als Verkettung
von hochstens drei
Achsenspiegelungen. .
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Reduktionssatz fur 3 Achsenspiegelungen STU) & & v

Satz 2.8:
Reduktionssatz fiir drei Achsenspiegelungen
Die Verkettungen von drei
Achsenspiegelungen s,, s,
und s, ist genau dann wieder
eine Achsenspiegelung, wenn

die drei Achsen a, b und ¢ entweder
Satz 2.7: Assoziativgesetz fiir o

llel zueinand
® parallel Zzueinander Verkettungen von Abbildungen ¢4,

sind (a || b || ¢), oder

S b @,, P35 sind assoziativ, es qilt also:

m sichineinem Punkt S _

schneiden (a N b N c = {S}). (@3 °92) ° 91 = @3 ° (92 ° 1)
FUr die Symmetrieachse d der
Achsenspiegelung s; mit ')
Sq = Sc © Sp © S, gilt entweder
m alblclld,oder
m anbncecnd = {S}. b
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Schubspiegelung (Gleitspiegelung) RPTlJ::: Mathemati

a b
Definition 2.9 . a (a,b)
Eine Verkettung =
Jep = Scolyg =1lg°Sc ‘ "‘ CA = .
einer Verschiebung tz — c v=2-(ab)] _C
mit einer Achsenspiegelung s, fur die gilt, dass
der Verschiebungsvektor v parallel zur Achse ¢
der Achsenspiegelungen s, ist (¥ || ¢), heil3t
Schubspiegelung (bzw. Gleitspiegelung) g.3. B B"
A A"
¢ ) Q)
S| Iso
A
@ B™
o
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Eigenschaften der Schubspiegelung

Eigenschaften der Schubspiegelung g3

Bijektivitat: Ja m Geradentreue: Ja.

Fixpunkte: Eine echte Schubspiegelung (also keine reine Achsen-
spiegelung g5 = s.) besitzt keine Fixpunkte.

Besitzt eine Schubspiegelung also einen Fixpunkt, dann handelt es sich
um eine Achsenspiegelung ohne Schubantaeil.

Fixgeraden: Die Schubspiegelgerade c ist die einzige Fixgerade einer
Schubspiegelung g, 3.

Fixrichtungen: Nur die Richtung der Schubspiegelgeraden ¢ und die zu
ihr senkrechte Richtung sind Fixrichtungen.

Parallelentreue: Ja. m Winkeltreue: Ja. m Langentreue: Ja

Orientierungstreue: Da eine Gleitspiegelung eine Verkettung einer un-
geraden Anzahl von Achsenspiegelung ist, ist sie nicht orientierungstreu.

Didaktik der
Mathematik




Verkettung von Achsenspiegelungen TU| |

R Didaktik der
Mathematik

Satz 2.9: Verkettung von drei
Achsenspiegelungen

Die Verkettungen von drei
Achsenspiegelungen s;, sp und s
an Geraden die weder

m alle parallel zueinander
sind (a |l b || ¢) noch

m sich allein einem Punkt S
schneiden (aNb Nc = {S}),

ist immer eine Schubspiegelung.

Satz 2.10: Reduktionssatz

Eine Verkettung von vier Achsen-
spiegelungen lasst sich immer auf eine
Verkettung von zwei Achsenspiege-
lungen reduzieren, sie ist also immer
eine Verschiebung oder eine Drehung,.

27

Folgerungen aus dem Reduktionssatz

(1) Jede endliche Verkettung von Achsenspiegelungen
lasst sich durch eine Verkettung von maximal drei
Achsenspiegelungen darstellen.

(2) Jede Verkettung aus einer

m geraden Anzahl von Achsenspiegelungen
ist eine Drehung oder Verschiebung

m ungeraden Anzahl von Achsenspiegelungen
ist eine Achsen- oder Schubspiegelung.

(3) Es gibt nur vier Typen von aus Achsenspiegelungen
erzeugten Abbildungen: Achsenspiegelungen,
Drehungen (mit der Punktspiegelung als Spezialfall),
Verschiebungen und Schubspiegelungen.

Jede endliche Verkettung aus solchen Abbildungen
ist wieder von einem dieser Typen.

RPTU
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Winkel an Geradenkreuzungen/ im Dreieck TU| L T Mathematik

= ’

Definition 3.1

An einer Geradenkreuzung bezeichnet man
die beiden Winkel, die mit demselben Scheitel
einander gegenulber liegen als Scheitelwinkel
und die beiden Winkel, die mit einem
gemeinsamen Schenkel nebeneinander liegen
als Nebenwinkel.

Satz 3.2

Paare von Stufenwinkel bzw. Wechsel-
winkel sind genau dann gleich grol3, wenn
sie an zwei parallelen Geraden liegen.

Satz 3.3
In jedem Dreieck betragt die Winkel-
summe der Innenwinkel stets 180°.

29

Satz 3.1
Scheitelwinkel sind gleich grof3,
Nebenwinkel erganzen sich zu 180°.

Definition 3.2

Eine Gerade g wird von zwei Geraden h; und h, in
zwei verschiedenen Punkten geschnitten. Zwei
Winkel,

m bei denen je ein Schenkel beider Winkel
gleichorientiert auf g liegt und die beiden anderen
Schenkel in derselben Halbebene bzgl. g liegen,
heilden Stufenwinkel.

m bei denen je ein Schenkel beider Winkel
entgegengesetzt orientiert auf g liegt und die
beiden anderen Schenkel in verschiedenen
Halbebenen bzgl. g liegen, heiBen Wechselwinkel.

RPTU



Besondere Linien im Dreieck

R Didaktik der
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Definition 3.3
a) Die Mittelsenkrechte einer Strecke AB ist diejenige

Gerade, die durch den Mittelpunkt von AB verlauft
und mit AB einen rechten Winkel bildet.

b) Die Winkelhalbierende eines Winkels ist diejenige

Gerade durch den Scheitel des Winkels, die den
Winkel in zwei kongruente Winkel zerlegt.

c) In einem Dreieck bezeichnet man eine Gerade, die

durch den Mittelpunkt einer Seite und den
gegenuberliegenden Eckpunkt verlauft,
als Seitenhalbierende.

d) In einem Dreieck bezeichnet man eine Gerade, die

30

senkrecht auf einer Seite (genauer der die Seite
beinhaltenden Geraden) steht und durch den
gegenuberliegenden Eckpunkt verlauft,

als Hohengerade.

Satz 3.5
Jeder Punkt P auf der Mittelsenkrechten einer
Strecke AB ist von A und B gleichweit entfernt.

Umkehrung Satz 3.5

Jeder Punkt P, der von den Endpunkten A und B
einer Strecke AB gleichweit entfernt ist, liegt auf
der Mittelsenkrechten m,5 der Strecke AB.

Satz 3.6

In jedem Dreieck schneiden sich die
Mittelsenkrechten in einem einzigen Punkt.
Er ist der Mittelpunkt des Umkreises.

RPTU
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Satz 3.7

Jeder Punkt P auf der Winkelhalbierenden eines Winkels ist von beiden Schenkeln des Winkels gleichweit
entfernt. Auch die Umkehrung dieses Satzes gilt

Satz 3.8

In jedem Dreieck schneiden sich die Winkelhalbierenden in einem einzigen Punkt. Er ist der Mittelpunkt
des Inkreises.

Satz 3.9

In jedem Dreieck schneiden sich die drei Seitenhalbierenden in einem Punkt S. Er ist der Schwerpunkt des
Dreiecks. S teilt die Seitenhalbierenden im Verhaltnis 2:1.

Satz 3.10
In jedem Dreieck schneiden sich die Hohengeraden in einem einzigen Punkt.
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Winkel am Kreis

Definition 3.4

a) Liegen die Endpunkte einer Strecke auf einem Kreis,
so wird die Strecke auch Sehne des Kreises
genannt. Sehnen durch den Mittelpunkt des Kreises
heillen Durchmesser.

b) AB sei Sehne eines Kreises. Liegen die Punkte C;

(i = 1,2,...) auf dem Kreis, so heilSen die Winkel
JAC; B Umfangswinkel oder auch
Peripheriewinkel iber der Sehne AB.

c) AB sei Sehne eines Kreises mit Mittelpunkt M. Der
Winkel <AMB heif$t dann Mittelpunktswinkel Gber
der Sehne 4B.

d) Eine Gerade, die mit dem Kreis genau einen Punkt
gemeinsam hat, heil$t Tangente.

Tangente t

32
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Winkel am Kreis TU| L Y Mathematik

Satz 3.13
a) Umfangswinkel Gber einer Sehne deren
Scheitelpunkte auf demselben Kreisbogen (der beiden
von der Sehne erzeugten) liegen, sind gleich groR.

b) Umfangswinkel Gber einer Sehne, deren
Scheitelpunkte auf unterschiedlichen Kreisbdgen
liegen, erganzen sich zu 180°.

c) Der Mittelpunktswinkel ZAMB {iber der Sehne AB ist
doppelt so grof® wie der Umfangswinkel 2ACB.

Tangente t

d) Spezialfall von c) (Satz des Thales):
Liegt der Punkt C eines Dreiecks AABC auf dem
Halbkreis Gber der Strecke AB, dann hat das Dreieck
bei C einen rechten Winkel.

e) Ist AB eine Sehne und t eine Tangente an den Kreis im
Punkt A4, so sind der Winkel, den die Sehne und die
Tangente miteinander bilden und der Umfangswinkel
iber AB gleich groR.

33 RPTU
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. . . R Didaktik der
Vierecke mit In-/Umkreis PTU n Mathematik

Satz 3.14
Ein Viereck ist genau dann ein Sehnenviereck, wenn die Summe der gegeniiberliegenden Winkel 180° betragt.

Cy

Satz 3.15
Ein Viereck ist genau dann ein Tangentenviereck, wenn die
Summe der Paare gegenuberliegender Seiten gleich ist.
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Flacheninhalt als reelle MafRRfunktion TU| L Y Mathematik

Vgl. die Axiome des
Wahrschein\ichkeitsma@es

yon Kolmogorov

Definition 4.1

Sei R? die Menge aller Punkte der reellen Ebene. Betrachte
bestimmte Teilmengen dieser Ebene, die Polygone.

Die Funktion F, die jedem Polygon einen reellen Zahlenwert als
Flachenmal3zahl zuordnet, heilst Flachenfunktion.

Sie muss folgende Forderungen erfiillen:
(M1) Nichtnegativitat: Fir jedes Polynom A gilt F(A) = 0.

(M2) Additivitat: Fur alle Polygone A, B gilt:
Wenn 4 und B keine inneren Punkte gemeinsam haben (also

héchstens Randpunkte), dann gilt: F(AU B) = F(A) + F(B)
(M3) Normierung: Fir das fest definierte Einheitsquadrat E mit der 1FE |1LE
Kantenlange 1 gilt: F(E) = 1.
(M4) Vertraglichkeit mit der Kongruenz: Fur alle Polygone A, B gilt:

Wenn A kongruent zu B ist, dann ist F(A) = F(B). i E i E

1LE

RPTU
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Die Existenz und Eindeutigkeit der MalR3funktion F fiir beliebige Polygone nehmen wir ohne Beweis an.

Satz 4.1 Definition 4.2

Die Vereinigungsmenge von endlich vielen* Polygonen P; heil3t Zerlegung eines
aulleren Polygons P, wenn gilt:

1) Zwei verschiedene Polygone haben keine inneren Punkte gemeinsam.

2) Zwei Polygone, die nicht disjunkt sind, haben nur Ecken oder Seiten gemeinsam

Die Flachen-
inhaltsfunktion
ist monoton, d.h.
wenn A € B,

dann gilt 3) Die Seiten, die jeweils nur zu einem der Polygone gehoren, bilden zusammen
F(A) < F(B). das duBere* Polygon P.

(héchstens Randpunkte).

36 *einfach zusammenhangende(n) RPTU
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Erganzungsgleiche Polygone PTU [ T Mathematik

Definition 4.3

Zwei Polygone P und Q heilRen zerlegungsgleich, wenn sie sich
so in gleichviele Teilpolygone P;, P,, P5 ... P, und

Q1,Q,, Q5 ... Q,, zerlegen lassen, dass sich jedem Teilpolygon P;
ein zu diesem kongruentes Teilpolygon Q; eindeutig und

umkehrbar zuordnen lasst.

Definition 4.4 4 3 4 3
Zwei Polygone P und Q heiRen erganzungsgleich, wenn zu P
und Q endlich viele, paarweise zerlegungsgleiche Polygone P; 2 2
und @; so hinzufigen lassen, dass P und P; bzw. Q und Q; C >
jeweils eine Zerlegung bilden und die beiden Gesamtpolygone 2 b

zerlegungsgleich sind. 1 2 a

Satz 4.2

a) Zerlegungsgleiche Polygone sind inhaltsgleich.

b) Erganzungsgleiche Polygone sind inhaltsgleich.

c) Inhaltsgleiche Polygone sind stets auch zerlegungs- und erganzungsgleich.
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Satz 4.3

Fur den Flacheninhalt F des Rechtecks R ergibt sich die multiplikative Vorschrift F(R) = a - b wobei a und b die
Langen der beiden Rechteckseiten beschreiben (a, b € R).

Satz4.4
Der Flacheninhalt F eines Parallelogramms P mit den Seitenlangen F D E C
a und b berechnet sich als F(P) =a-h, = b - h, wobei h, die

Hohe auf der Seite a und hy, die Hohe auf der Seite b bezeichnen.

N
Satz 4.5 A B
Parallelogramme, die in der Lange einer Seite und der zugehorigen
Hohe Gbereinstimmen sind zerlegungsgleich.
Satz 4.6 D k i
Zu jedem Dreieck existiert ein zerlegungsgleiches Parallelogramm, V
das mit dem Dreieck in einer wahlbaren Seite libereinstimmt. . 4
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Satz 4.7

Der Flacheninhalt F eines Dreiecks mit den Seitenldangen a, b und c berechnet sich zu F(D) = %a -hy = %b - hy = %c - h,
wobei h, die Hohe auf der Seite a, h;, die auf b und h. die auf c bezeichnen.

Der Flacheninhalt F eines Trapezes mit den

Seitenlangen a und c (der parallelen Seiten)
und der Lange der Hohe h (Abstand der

Tragergeraden der parallelen Seiten)
: 1
berechnet sich zu F(T) = s@+c)-h // \\

39 RPTU
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Rauminhalt als reelle Maf3funktion
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Definition 4.5

Man definiert analog zur Flichenfunktion im R3 fiir Polyeder
(bestimmte Teilmengen des R3):

Die Funktion I/, die jedem Polyeder einen reellen Zahlenwert als
RauminhaltsmalRzahl zuordnet, heildt Rauminhaltsfunktion.

Sie muss folgende Forderungen erfillen:
(M1) Nichtnegativitat: Fur jedes Polyeder A gilt V(A4) = 0.
(M2) Additivitat: Fur alle Polyeder A, B gilt:
Wenn 4 und B keine inneren Punkte gemeinsam haben (also
héchstens Randpunkte), dann gilt: V(AU B) =V (A) + V(B)

(M3) Normierung: Fur den fest definierten Einheitswirfel W mit
der Kantenlange 1 gilt: F(W) = 1.

(M4) Vertraglichkeit mit der Kongruenz: Fir alle Polyeder A, B gilt:

Wenn A kongruent zu B ist, dannist V(A) = V(B).

40

Figuren, die durch eine
Kongruenzabbildung zur
Deckung gebracht werden
kénnen, heifsen kongruent.
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Streckenverhaltnisse

(1) MaRstab

m Reine Verhadltniszahl Mafdstabsfaktor f = e

m Bsp.: MalRstab 1: 100.000
1cm B

1km 100.000

Mafdstabsfaktor f = = 1:100.000

(2) Steigung einer Strecke
m Reine Verhadltniszahl Steigung = Honenzunaime
m Haufiger Irrtum:
gefahrene Strecke statt waagerechte Entfernung

m Bezug zu Steigungswinkel:

. _ Gegenkathete .
SOUNI = nkathete . Y

42
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Originallange

waagerechte Entfernung

: a

Satz 5.1 von der Mittelparallele im
Dreieck

Die Verbindungsstrecke zweier
Seitenmitten eines Dreiecks ist parallel zur
dritten Seite und halb so lang wie diese.

RPTU
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Satz 5.2 Projektionssatz
Erzeugt eine Parallelenschar auf einer schneidenden Geraden gleichlange Abschnitte, dann erzeugt sie gleichlange
Abschnitte auf allen schneidenden Geraden. Insbesondere sind die Parallelen aquidistant.

Satz 5.3 — 1. Strahlensatz " c/
Werden zwei sich schneidende Geraden (Schnittpunkt S) von zwei Parallelen / 0
geschnitten (Schnittpunkte A4, B, C, D mit AC || BD), so verhalten sich die .

Abschnitte auf der einen Geraden wie die entsprechenden Abschnitte auf der
anderen Geraden:

SA SC SA SC :
— = =— bzZwW. =—= = — A
SB SD AB CD p
Satz 5.4 — 2. Strahlensatz /
Werden zwei sich schneidende Geraden (Schnittpunkt S) von zwei Parallelen p | \
geschnitten (Schnittpunkte A, B, C, D mit AC || BD), so verhalten sich die vom / E: ol
Schnittpunkt aus gemessenen Abschnitte auf einer Geraden wie die
entsprechenden Abschnitte auf den Parallelen:
AC SA SC \
BD SB SD X
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Zentrische Streckung Z 7

R
-
P

Definition 5.1

Eine Abbildung Z; ; der Ebene ¢ auf sich
heilSt zentrische Streckung mit dem
Zentrum Z und dem Streckungsfaktor
k € RM% genau dann, wenn gilt:

m Jeder Punkt P liegt mit dem Zentrum
Z und seinem Bildpunkt P’ = Z . (P)
auf einer Geraden.

= Fir die Vektoren ZP und ZP' gilt:
ZP =k-Z'P’

Bildquelle: wikipedia
44

Streckungsfaktork =17

Bemerkung:

Didaktik der
Mathematik

Sekundarstufen

Das Bild P* = Z ;,(P) von P wird konstruiert, indem man auf der

Geraden ZP von Z aus die |k|-fache Linge der Strecke ZP abtragt,
far k > 0 auf der Halbgeraden, auf der P liegt, fliir k < 0 auf der
entgegengesetzten Halbgeraden.

Q https://www.geogebra.org/m/drka6tpk

RPTU
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Eigenschaften der zentrischen Streckung Z; ; TU| L T Mathematik
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Satz 5.5: Eigenschaften der zentrischen Streckung

a) Die Abbildung Z ; bildet jeden Vektor AB so auf den Vektor A'B’ ab, dass gilt A’'B' =k - AB.
b) Die Abbildung Z; ; bildet jede Gerade g auf eine dazu parallele Gerade g‘ ab.

c) Die Abbildung Z ; ist geradentreu, d.h. sind P, Q, R kollinear dann sind ihre Bilder
P‘, Q, R ebenfalls kollinear.

d) Die Abbildung Z , ist winkel(maR)treu, d.h. es gilt APQR = AP‘Q‘R".

e) Die Abbildung Z \ist streckenverhiltnistreu, d. h. fir beliebige Strecken AB und PQ ihre Bilder
|£|:|A,B| g |47B'| = IKI.
[PQl  |P'Q’| |AB|

f) Die Abbildung Zy yist flichenverhéltnistreu und es gilt F(Zy(Polygon)) = k? - F(Polygon).
g) Die Abbildung Z jist volumenverhéltnistreu und es gilt V(Z . (Polyeder) = |k|* - V(Polyeder).

A'B" und P'Q’ gilt stets

RPTU
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Eigenschaften der zentrischen Streckung Z 7 ;,
(auBer k = 1 Identitat und k = —1 Punktspiegelung)

m Bijektivitat:
Verschiedene Urbilder haben verschiedene Bilder und jeder Punkt der Ebene besitzt ein
Urbild.

m Geradentreu: ja m Langentreu: nein

m Inverses: Die zu zz  inverse Abbildung ist eine zentrische Streckung mit demselben Zentrum

und dem Streckungsfaktori.

m Fixpunkt, Fixgeraden und Fixrichtung:
0 Das Zentrum Z ist der einzige Fixpunkt.
0 Jede Gerade durch das Zentrum Z ist eine Fixgerade. Andere Fixgeraden gibt es nicht.

0 Jede Gerade wird auf eine dazu parallele Gerade abgebildet. = Alle Richtungen sind
Fixrichtungen.



. R Didaktik der
Abbildungen TU| L Y Mathematik

Definition 5.2

a) Eine Abbildung der Ebene ¢ auf
sich, die bijektiv und geradentreu
ist, heil’t Kollineation.

b) Eine Kollineation, die jede Gerade Definition 5.3
auf eine parf'allele- Bildg.erade a) Eine Ahnlichkeitsabbildung ist die Verkettung einer
abbildet, heil3t Dilatation. endlichen Anzahl von zentrischen Streckungen mit

einer endlichen Anzahl von Kongruenzabbildungen.

b) Eine Figur F ist genau dann ahnlich zu einer Figur G,

wenn es eine Ahnlichkeitsabbildung ¢ gibt, die F auf
Achtung! Die besondere Eigenschaft der G abbildet.
Dilatation ist NICHT gleich der
Parallelentreue!
Satz 5.6: Jede Kollineation ist
parallelentreu.
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Satz 5.7

a) Jede Ahnlichkeitsabbildung ldsst sich als Verkettung einer zentrischen Streckung und einer
Kongruenzabbildung darstellen.

b) Ahnlichkeitsabbildungen sind geradentreu, winkel(maR)treu, parallelentreu und streckenverhiltnistreu.

Satz 5.8 — Ahnlichkeitssatz WW fiir Dreiecke

Sind zwei Winkel eines Dreiecks kongruent zu den entsprechenden Winkeln eines
anderen Dreiecks, dann sind die Dreiecke ahnlich.

Satz 5.9 — Ahnlichkeitssatz Seitenverhaltnis fiir Dreiecke

Stimmen zwei Dreiecke in den Verhaltnissen der drei Seitenlangen lberein, dann sind die
Dreiecke ahnlich.

48
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Definition 5.4

a) Eine Drehstreckung ist die Verkettung einer zentrischen Streckung
und einer Drehung mit demselben Zentrum Z: Dy o *= Dz ,°Z 7 .

b) Eine Klappstreckung (Streckspiegelung) ist die Verkettung einer p a
zentrischen Streckung und einer Achsenspiegelung, deren Achse g
durch das Zentrum Z verlauft: Kz i ;== 5;°Z 7 .

Satz 5.10

a) Bei einer Drehstreckung sind die zentrische Streckung und die
Drehung miteinander vertauschbar:
Dzarx =Dza°Zzk =Z7x°Dzq.

b) Bei einer Klappstreckung sind die zentrische Streckung und die
Achsenspiegelung miteinander vertauschbar:
Kzkg =S¢"2zk = Zz1"5g-

RPTU
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. . . . . . R Didaktik der
Ahnlichkeit am rechtwinkligen Dreieck PTlJ::: Mathematik

Satz 6.1 Bezeichnungen im rechtwinkligen
Die Hohe der Hypotenuse im rechtwinkligen Dreieck zerlegt dieses in Dreieck

zwei zueinander und zum gesamten Dreieck ahnliche Teildreiecke. m Hypotenuse: dem rechten Winkel
gegenuberliegende Seite

m Katheten: am rechten Winkel

Folgerungen aus Satz 6.1 anliegende Seiten

(1) Kathetensatz m Hohe: die zur Hypotenuse

gehorende
Fir die Kathetenlangen a, b und die Langen der Hypotenusenabschnitte

i o i el 2 2 _ . m Hypotenusenabschnitte: durch die
p, q im rechtwinkligen Dreieck gilt: a“=c-p und b“ =c-q.

Hohe unterteilte Abschnitte der

(2) Satz des Pythagoras Hypotenuse

Fir die Kathetenlangen a, b und die Lange der Hypotenuse ¢ im C

rechtwinkligen Dreieck gilt:
a’ + b* = ¢ £

(3) Hohensatz

Fir die Lange der Hohe h der Hypotenuse ¢ und die Langen der
Hypotenusenabschnitte p, g im rechtwinkligen Dreieck gilt: h* = p - q.
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Satz 6.2 — Satz des Pythagoras

Bei jedem rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der Flacheninhalte

der Quadrate Uber den Katheten gleich dem Flachen-inhalt des C
Quadrates tber der Hypotenuse: a? + b? = c?. b
a
C
A
Satz 6.3 — Kathetensatz e

Bei jedem rechtwinkligen Dreieck hat ein Kathetenquadrat
denselben Flacheninhalt wie das Rechteck aus der Hypotenuse und
dem anliegenden Hypotenusenabschnitt: a> = c-p und b? =c-q.

Satz 6.4 — Hohensatz

Bei jedem rechtwinkligen Dreieck hat das Hohenquadrat (der H6he
der Hypotenuse) denselben Flacheninhalt wie das Rechteck aus den
beiden Hypotenusenabschnitten: h? =p - q .
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