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Sekundarstufen

. . . . . . R Didaktik der
Ahnlichkeit am rechtwinkligen Dreieck PTlJ::: Mathematik

Satz 6.1

Die Hohe der Hypotenuse im rechtwinkligen Dreieck
zerlegt dieses in zwei zueinander und zum gesamten
Dreieck ahnliche Teildreiecke.

Bezeichnungen im rechtwinkligen Dreieck

Hypotenuse: dem rechten Winkel
gegenuberliegende Seite

Katheten: am rechten Winkel anliegende Seiten

] Hohe: die zur Hypotenuse gehorende
Bewelis:
Voraussetzung: 4CDA = 4ACB = 4BDC = 90°

Zu zeigen: AACD ~ AABC ~ ABDC

Hypotenusenabschnitte: durch die Hohe
unterteilte Abschnitte der Hypotenuse

4CDA = 4ACB und 4DAC = 4BAC (Vor.,, 1d.)

- AACD ~ AABC (Satz 5.9) ¢
>
4ACB = 4BDC und 4CBD = 4CBA (Vor., 1d.) b a
- ABDC ~ AABC (Satz 5.9)
- AACD ~ ABDC (Transitivitat)
g.e.d.
A D ¢ B
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.. . . R Didaktik der
Folgerungen aus der Ahnlichkeit PTlJ::: Mathematik

(1) Kathetensatz ¢

7

Fir die Kathetenlangen a, b und die Langen der 4>
Hypotenusenabschnitte p, g im rechtwinkligen Dreieck gilt: b a
a’*=c-p und b? =c-q.

Beweis: A D ¢ B
Voraussetzung: 4CDA = 4ACB = ABDC = 90°
Zu zeigen:a®’ =c-p und b®> =c-q

ABDC ~ AABC (Satz 6.1)
> g = % (streckenverhaltnistreu, Satz 5.7 b)

Sa’=c-p

AACD ~ AABC (Satz 6.1)
> S = % (streckenverhiltnistreu, Satz 5.7 b)

&b2=c-q
g.e.d.
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Folgerungen aus der Ahnlichkeit

(2) Satz des Pythagoras

8

Fiir die Kathetenlangen a, b und die Lange der Hypotenuse ¢

im rechtwinkligen Dreieck gilt:
a’ + b* = 2.

Beweis:
Voraussetzung: 4CDA = 4ACB = 4BDC = 90°
Zu zeigen: a? + b% = ¢?
a’?=c-pund b>=c-q  (Folgerung 1)
S>a*+bi=c-(p+q) (Addition der Gleichungen)
& a? + b* = ¢?

g.e.d.
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.. . . R Didaktik der
Folgerungen aus der Ahnlichkeit PTlJ::: Mathematik

Sekundarstufen

(3) Hohensatz ¢
Fiir die Lange der Hohe h der Hypotenuse ¢ und die Langen 4>
der Hypotenusenabschnitte p, g im rechtwinkligen Dreieck b a
gilt: > =p-q.
Beweis: A D ¢ B

9

Voraussetzung: 4CDA = 4ACB = ABDC = 90°
Zu zeigen: h> =p-q

ABDC ~ AACD (Satz 6.1)
> g = % (streckenverhaltnistreu, Satz 5.7 b)
S hi=p-q

g.e.d.
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R Didaktik der
Satz des Pythagoras PTlJ::: Mathematik
C

Satzgruppe des Pythagoras

Bezieht sich auf rechtwinklige Dreiecke. O
Wird meist in der Flachendeutung angegeben. b ¢

Zur Satzgruppe gehoren folgende drei Satze:

Satz 6.2 — Satz des Pythagoras

Bei jedem rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der Flachen-
inhalte der Quadrate lGiber den Katheten gleich dem Flachen-
inhalt des Quadrates liber der Hypotenuse: a? + b? = c?.
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Kathetensatz und Hohensatz

Satz 6.3 — Kathetensatz

Bei jedem rechtwinkligen Dreieck hat ein Kathetenquadrat
denselben Flacheninhalt wie das Rechteck aus der
Hypotenuse und dem anliegenden Hypotenusenabschnitt:
a’=c-p und b>=c-q.

Satz 6.4 — Hohensatz

Bei jedem rechtwinkligen Dreieck hat das Hohenquadrat
(der Hohe der Hypotenuse) denselben Flacheninhalt wie
das Rechteck aus den beiden Hypotenusenabschnitten:

h*=p-q.
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R idaktik der
Logische Struktur der Satzgruppe PTlJ::: Mathemati

Sekundarstufen

Satz < Kehrsatzproblematik!
Satz des Pythagoras <> Agyptische Seilspanner

Logische Abhangigkeit der Satze:
Satz des Pythagoras & Kathetensatz
Satz des Pythagoras = Hohensatz
Kathetensatz = H6hensatz
Hohensatz A Satz des Thales = Satz des Pythagoras
Hohensatz A Satz des Thales = Kathetensatz

b% K b% X h2
e y— AN
¢ cq op pa U
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Beweisideen fiir Uberginge

Satz des Pythagoras = Kathetensatz bzw. Hohensatz:
= Anwendung des Satzes des Pythagoras auf die Teildreiecke

= Arithmetische Umformungen

Hohensatz A Satz des Thales = Satz des Pythagoras bzw. Kathetensatz:
= Einzeichnen eines geeigneten Thaleskreises

= Anwenden des Hohensatzes auf ein geeignetes Teildreieck

Kathetensatz = Hohensatz:

= Mehrfache Anwendung des Kathetensatzes auf (Teil-)dreiecke.

s. dazu https://www.didaktik.mathematik.uni-wuerzburg.de/history/pythagoras/site4.html
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Sekundarstufen

Gerwig, Mario (2021). Der Satz des Pythagoras in 365 Beweisen. Mathematische,
kulturgeschichtliche und didaktische Uberlegungen zum vielleicht beriihmtesten
Theorem der Mathematik. Berlin: Springer

Beweistypen und -methoden
m Ahnlichkeitsbeweis

m Kongruenzbeweis
(Elemente des Euklid)

Abbildungsbeweis

Der Satz des (Scherung)

Pythagorasin
365 Beweisen

Prinzip der Zerlegungsgleichheit
(Stuhl der Braut)

irgeschichtliche und
egungen zum vielleicht
eorem der Mathematik

Prinzip der Erganzungsgleichheit
(Altindischer Beweis)

2 Springer Spektrum

Arithmetischer Beweis
(Beweis von Garfield)
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https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-662-62886-7

. R Didaktik der
Kongruenzbeweis PTU [ ¥ Mathematik

Bewelis: (1) AC || BF = Apcgr = ApapF

"y G
EDlilt!:(lll;lje;mente () €Ly | BE = ApL,gp = Ances

(I11) Zu zeigen: AABF = ACEB
(1) |AB| = |EB]| [Hypotenuse c|
(2) |4FBA| = |ACBE]| [90° + B]
J (3) |IBF| = |BC]| [Kathete a]

SWS
— AABF = ACEB

— Apapr = Aaces

(D,D),(111)
———— Aacpr = AAL,BE

= a® = c - |L,B| [Kathetensatz 1. Teil]
! ! Analog ergibt sich:
D L. E b? =c - |AL,] [Kathetensatz 2. Teil]

>a’+b’=c-|L4{Bl+c-|AL{|=c-(|[L{B|+ |AL{]) =c-c=c? m
17 01.02.2024 RPTU



. . . ) ] R Didaktik der
Abbildungsbeweis (Flacheninhaltsvergleiche) TU| L X Mathematik

Scherung = Drehung — Scherung

18 01.02.2024 https://www.geogebra.org/m/ndadzzhp @ RPTlJ


https://www.geogebra.org/m/ndadzzhp

.. . . R Didaktik der
Prinzip der Zerlegungsgleichheit PTUn Mathematik

Sekundarstufen

Stuhl der Braut

https://www.geogebra.org/m/zmrcqcnr @
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Stuhl der Braut
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Altindischer Erganzungsbeweis

https://www.geogebra.org/m/zmrcqcnr @
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Altindischer Erganzungsbeweis

https://www.geogebra.org/m/yxdhFZuQ @
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Offene Begriindungen

1. Handelt es sich in der linken Figur um ein Quadrat?

2. Handelt es sich in der rechten Figur um ein Quadrat?
3. Sind beide Quadrate kongruent?

Begriindungen:
Zu 1: Dreiecke 1-4 sind rechtwinklig und kongruent
2> a+ [ +90°=180° (WSD) 4 3 4 3
- Alle Seiten der Figur gleich lang:a + b 1
und alle Winkelmale 90°
—> Quadrat 2

Zu 2: Dreiecke 1-4 sind rechtwinklig und kongruent
> @+ +90°=180° und 2a +28 =180°  (WSD) b?
- Alle Seiten der Figur gleich lang: a + b az
und alle WinkelmaRe 90°
- Quadrat

Zu 3: Seiten der beiden Quadrate gleich lang: a + b httpss/fwww.geogebra.org/m/vxdhFZuQ @
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Arithmetischer Beweis

R Didaktik der
TUJ Mathematik
P Sekundarstufen

Beweis von J.A. Garfield (1881 Prasident der U.S.A.)

(1) ATrapez = AAl + AAZ + AA3

=-ab+>ab +=c?
2 2

Gleichsetzen der Terme aus (1) und (2) liefert:

~(a? + 2ab + b?) = ab + 2 -2
2+ 2ab + b? = 2ab + c? | — 2ab
2+ b% = c?
|

27 01.02.2024
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Trapez:

Offene Begriindungen

1. Ist das Dreieck A5 rechtwinklig?

2. Handelt es sich um ein Trapez?
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R idaktik der
Anwendungen der Satzgruppe des Pythagoras PTlJ::: Mathematik

m Berechnungen in der Ebene
Diagonale des Rechtecks

Hohe & Flacheninhalt eines

gleichseitigen Dreiecks https://www.geogebra.org/m/PJEDcvFx

Abstand zweier Punkte
(im Koordinatensystem)

Sehnenlange am Kreis
Regulare n-Ecke
Kosinussatz

m Berechnungen im Raum

0 Raumdiagonale

0 Langen im Raum

m Konstruktionen

0 Strecken der Lange \/n

0 Flachenverwandlung
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.. R Didaktik der
Flachenverwandlung PTlJ::: Mathematik

Verwandlung eines Rechtecks in ein inhaltsgleiches Quadrat

Kathetensatz Hohensatz

(2,

@ https://www.geogebra.org/m/ZuH6749V @ https://www.geogebra.org/m/khTUH8CQ
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Flachenverwandlung Kathetensatz

R
-
P

Verwandlung eines Rechtecks in ein inhaltsgleiches
Quadrat mithilfe des Kathetensatzes

Ausgangspunkt Figur zum Kathetensatz
Rechtecksseiten sind Hypotenuse und
Hypotenusenabschnitt

Quadratseite ist Kathete

Notwendige Schritte s. Abbildung rechts
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Flachenverwandlung umgekehrt

Verwandlung eines Quadrats in ein inhaltsgleiches Rechteck ...

... mithilfe des Kathetensatzes

= wenn eine Seitenlange des Rechtecks gegeben ist.

... mithilfe des Hohensatzes
wenn eine Seitenlange des Rechtecks ODER

wenn der Umfang des Rechtecks ODER

wenn die Seitendifferenz gegeben ist.
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Kontakt

Dr. Susanne Digel

RPTU

Rheinland-Pfalzische Technische Universitat
Kaiserslautern-Landau

Didaktik der Mathematik (Sekundarstufen)
Fortstralle 7, 76829 Landau

s.digel@rptu.de

dms.nuw.rptu.de
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R Didaktik der
Probeklausur TU Y Mathematik

https://ilias-public.uni-landau.de/goto.php?target=tst 264&client id=ilias

Anmeldung mit Uni-Kennung benotigt:
Diese Einstellung im Klausursystem ist notig, damit Punkte angezeigt werden kdonnen.
Die Punkte werden nicht gewertet. Sie konnen die Probeklausur beliebig oft durchfiihren.

Handling in der Klausur:
Wenn Sie ein Bild anklicken, wird dieses als Vollbild angezeigt. Um zur Klausuraufgabe zurtickzukehren
missen Sie mit dem Cursor an den oberen Rand des Bildschirms gehen, damit lhnen eine Ubersicht der

Tabs angezeigt wird. In dieser konnen Sie dann das Tab mit Bild schlieRen — die Klausur wird dann nicht
geschlossen — und Sie konnen die Klausuraufgaben weiter bearbeiten.

Tipp zu den Beweisaufgaben:

In den Beweisaufgaben miissen Sie Beweisschritte und deren Begriindungen in die korrekte Reihenfolge bringen. Einige
Schritte sind als Bilder hinterlegt. Bilder die Begrindungen darstellen, sind blau, diejenigen die Beweisschritte darstellen
sind schwarz.
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