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Zusammenfassung

Beim Losen mathematischer Probleme und im Zusammenhang mit der Begriffsbildung ist es oft
hilfreich, eine gegebene Situation in Gedanken zu verédndern. Man versucht dabei, die Auswirkun-
gen der Verdnderung zu antizipieren und damit zu argumentieren. Der vorliegende Artikel befasst
sich mit diesem ,,Beweglichen Denken®. Nach einer knappen Eingrenzung des Begriffs ,,Bewegli-
ches Denken® ist der Schwerpunkt die Darstellung einer empirischen Langsschnittuntersuchung
iiber ein ganzes Schuljahr in fiinf 7. Klassen bayerischer Gymnasien. Es ging dabei um die Unter-
suchung der Frage, ob ,,Bewegliches Denken® in einem Schuljahr entwickelt und gefordert werden
kann und ob evtl. ein Transfer der dabei angeeigneten Fihigkeiten von einem Inhaltsbereich auf
andere moglich wird.

Abstract

During the process of solving mathematical problems or trying to understand mathematical con-
cepts it is often helpful to vary a given situation mentally. One tries to anticipate the effects of this
variation and to argue with these effects. This article deals with this kind of “dynamical thinking”.
Starting with a short outline of the theoretical concept “dynamical thinking” the emphasis in the
following is on the analysis of an empirical longitudinal study covering a whole year in five 7"
grade classes of Bavarian grammar schools. The aim of this study was to investigate whether “dy-
namical thinking” can be developed and promoted and whether students are able to transfer ac-
quired abilities into other areas.

1 Bewegliches Denken — ein Fiahigkeitsprofil

Im Zusammenhang mit Begriffsbildungen und beim Ldsen mathematischer Probleme ist
es oft hilfreich, eine gegebene Situation in Gedanken zu verdndern. So kann man z. B. in
eine geometrische Figur eine Bewegung hineindenken oder gegebene Groflen gedanklich
variieren. Man versucht dabei, die Auswirkungen der Verdnderung zu antizipieren und
damit zu argumentieren. In dieser Studie geht es um ein derartiges ,,Bewegliches Den-
ken* als Teil des mathematischen Denkens.

Bewegliches Denken ist kein ,,Allheilmittel”, kann aber an geeigneten Stellen immer
wieder Gewinn bringend eingesetzt werden und gehort zum Methodenrepertoire der Ma-
thematik. In der Geschichte der Mathematik und ihrer Didaktik gab es immer wieder
Phasen, in denen das Argumentieren mit Bewegungen bzw. Verdnderungen betont wur-
de, aber auch andere, in denen solche Argumentationen in den Hintergrund traten.

Bereits einer der ersten belegten mathematischen Beweise, ndmlich der wahrschein-
lich von Thales von Milet stammende Beweis zu dem Satz, dass der Durchmesser den
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Kreis halbiert, basiert auf einer vorgestellten Bewegung.' Vor allem Platon und seine
Anhénger versuchten dann allerdings Argumente zu vermeiden, die sich auf Bewegun-
gen stiitzten. Trotzdem kamen auch Mathematiker dieser Zeit nicht ohne Bewegungen
bzw. Veridnderungen aus. Dies ldsst sich z. B. daran ablesen, dass Platon einen sich be-
wegenden Punkt eine Linie erzeugen lie3 und auch in den Elementen des Euklid die Ku-
gel, der Kegel und der Zylinder mit Hilfe von Bewegungen definiert werden.? Im 17.
Jahrhundert waren auf Bewegungen bzw. Verdnderungen beruhende Argumentationen
im Zuge der von Newton und Leibniz begriindeten Infinitesimalrechnung wieder von
grundlegender Bedeutung. Dagegen argumentierten Cantor und Dedekind bei der Ent-
wicklung der Mengenlehre in der zweiten Hélfte des 19. Jahrhunderts weitgehend sta-
tisch.

Derartige Wellenbewegungen gab und gibt es auch im Bezug auf den Mathematikun-
terricht. Am Ende des 19. und Anfang des 20. Jahrhunderts wurden fiir den Mathematik-
unterricht verstarkt Argumentationen mit Bewegungen und Verdnderungen gefordert
sowie die Bedeutung der Integration von dynamischen Visualisierungen aufgezeigt. Ins-
besondere die Forderung der Meraner Reformer um Felix Klein, die ,,Erziehung zur Ge-
wohnheit des funktionalen Denkens* in den Mittelpunkt des Mathematikunterrichts zu
stellen, verdeutlicht die damalige Bedeutung des Argumentierens mit Bewegungen und
Verénderungen.

Im Zuge des Strukturalismus in der ,,Neuen Mathematik® in den 60er und 70er
Jahren des 20. Jahrhunderts kamen dynamische Denkweisen im Mathematikunterricht
dann kaum noch vor. Dies fiihrte aber zu Verengungen und Einseitigkeiten und so
pladierte Fiithrer (1985) in seinem Aufsatz ,,,Funktionales Denken’: Bewegtes fassen —
das Gefalite bewegen™ fiir die Reintegration des Argumentierens mit Bewegungen und
Verianderungen in die Schulalgebra. Bender/Schreiber (1985) arbeiteten in ihrem Buch
,Operative Genese der Geometrie* heraus, welche zentrale Rolle Bewegungen und
Verianderungen fiir den Geometrieunterricht spielen. Auch fiir allgemeine Fragen der
Mathematikdidaktik stellte Wittmann (1985) im Zusammenhang mit dem operativen
Prinzip das Denken in Verdnderungen und deren Auswirkungen als wesentlich heraus
(,,Was passiert mit ..., wenn ...?*). Weitere Fiirsprecher von Bewegungen bzw. Verin-
derungen im Mathematikunterricht aus dieser Zeit waren etwa Weigand (1988), der die
Bedeutung der Zeitfunktionen fiir das Versténdnis von Verdnderungen im Mathematik-
unterricht betonte, oder auch Bender (1989), der fiir ,,Anschauliches Beweisen im Geo-
metrieunterricht — unter besonderer Beriicksichtigung von (stetigen) Bewegungen bzw.
Verformungen* pladierte.

Mit der Verfligbarkeit neuer Medien riickte in neuerer Zeit der Aspekt der dynami-
schen Visualisierung in das Zentrum des Interesses. In den 80er Jahren des 20. Jahrhun-
derts wurden dynamische Visualisierungen mit Hilfe des Mediums Film realisiert. Ent-
sprechende Aktivititen der Mathematikdidaktik spiegeln sich insbesondere in den von

Proklus Diadochus (1945), S. 275f
Der Kegel wird dort z. B. wie folgt erkldrt: ,,Ein Kegel ist der Korper, der umschlossen wird,
wenn ein rechtwinkliges Dreieck, wihrend eine der Seiten um den rechten Winkel fest bleibt,

durch Herumfiihren wieder in dieselbe Lage zuriickgebracht wird, von der es ausging.” Euklid
(1997), XI. Buch, Definition 18, S. 316
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Kautschitsch/Metzler herausgegebenen Tagungsbianden zu den Klagenfurter Workshops
zur ,,Visualisierung in der Mathematik* wider. Der Aufwand zur Herstellung entspre-
chender Mathematikfilme ist allerdings erheblich und dariiber hinaus haben Unterrichts-
filme den Nachteil, dass Eingriffe in den Ablauf eines einmal erstellten Films nur in ge-
ringem Umfang durchfiihrbar sind. Damit sind aber entdeckendes Lernen und das Be-
schreiten individueller Lernwege kaum oder nur sehr eingeschriankt moglich. Diese Pro-
blematik hat sich durch die Verfiigbarkeit von Computern und die Entwicklung von dy-
namischer Geometriesoftware (DGS), Tabellenkalkulationsprogrammen (TKP) und
Computeralgebrasystemen (CAS) grundlegend geédndert. Mit ihrer Hilfe kénnen Visuali-
sierungen relativ einfach erzeugt und dynamisch variiert werden. Wichtig im Hinblick
auf das Bewegliche Denken ist dabei die Moglichkeit, einzelne Ausgangsdaten oder Pa-
rameter gezielt verdndern zu kdnnen.

Ziegler (1991) schrieb im Zusammenhang mit dem Computereinsatz im Mathema-
tikunterricht von den Vorteilen des ,,variablen Denkens®, namlich des Denkens in Bewe-
gungen bzw. Veranderungen. Seitdem ist der Aspekt ,,Verdnderungen und Bewegungen*
(auch unter den Begriffen ,,Dynamik® und ,,Variation) fiir den Mathematikunterricht
standig in der didaktischen Diskussion.” In den Verdffentlichungen werden vielfach
Mbglichkeiten zum Einsatz von DGS*, TKP’ und auch CAS® diskutiert oder vorge-
schlagen. Es gibt einige qualitative Arbeiten, die sich in Fallstudien u. a. damit ausei-
nander setzen, wie Schiilerinnen und Schiiler mit dynamischer Mathematiksoftware ar-
beiten.” Dariiber hinaus gibt es Untersuchungen, die Defizite im Bereich des Denkens in
Bewegungen bzw. Verinderungen feststellen.®

Aus dem bisher Dargestellten geht hervor, dass die gedankliche Auseinandersetzung
mit Bewegungen bzw. Verdnderungen ein wichtiger Aspekt des Mathematikunterrichts
ist. Eine Forderung von Schiilerinnen und Schiilern in diesem Bereich erfordert eine Zu-
sammenstellung der dazu grundsétzlich notwendigen Kernfahigkeiten, die aber bisher
fehlte. Auf der Grundlage eingehender Literaturrecherchen, eigener Unterrichtserfahrun-
gen und durch die theoretische Analyse des Arbeitens mit dynamischer Mathematiksoft-
ware haben sich fiir mich drei Kernféhigkeiten herauskristallisiert, die im Folgenden un-
ter dem Begriff Bewegliches Denken zusammengefasst werden sollen:

1. In eine Konfiguration Bewegung hineinsehen und damit argumentieren.
2. Die Gesamtkonfiguration erfassen und analysieren.

3. Das Anderungsverhalten erfassen und beschreiben.

Seit 1991 finden sich in jedem Jahr mehrere Artikel in der mathematikdidaktischen Literatur,
die den genannten Aspekt von sehr verschiedenen Seiten beleuchten.

Vgl. etwa Elschenbroich (1999), Elschenbroich (2000), Schumann (1991), Schumann (2000a),
Ulm (2003).

Vgl. etwa Hole (1998), Thies (2001), Thies (2002), Weigand (2001)

Vgl. etwa vom Hofe (1996a), vom Hofe (1996b)

Vgl. etwa Holzl (1994), Holzl (1999a), Thies (2002), vom Hofe (1998b), vom Hofe (1999),
Weigand/Weller (2001).

Vgl. etwa Monk (1992) und Ossimitz (2000).
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Diese Kompetenzen stellen unterschiedliche Anforderungsniveaus dar. Es ist anspruchs-
voller, eine Gesamtkonfiguration mit den darin enthaltenen Verdnderungsmdoglichkeiten
und Invarianten zu erfassen und zu analysieren, als in eine Konfiguration ,,nur* eine Be-
wegung hineinzusehen. Das Anderungsverhalten, also die Art und Weise der Anderung
zu erfassen und zu beschreiben ist erfahrungsgemaf} besonders schwierig. In einer Unter-
suchung von Ossimitz (2000) scheiterten die meisten der beteiligten Abiturienten bei
entsprechenden Fragestellungen. Es liegt deshalb nahe, davon auszugehen, dass die
Kompetenzen des Beweglichen Denkens in der genannten Reihenfolge jeweils hohere
intellektuelle Anforderungen darstellen.

Bewegung hineinsehen und damit argumentieren
Hier geht es um die Fahigkeit, in ein (statisches) Phdnomen eine Bewegung bzw. eine
Verinderung hineinsehen zu konnen.” Dariiber hinaus gehort zu dieser Komponente des
Beweglichen Denkens aber auch die Fahigkeit, diese vorgestellte Bewegung bzw. Ver-
dnderung zur Argumentation beim Ldsen von Problemen, Entdecken von Zusammen-
héngen und ganz allgemein beim Erforschen von (mathematischen) Phinomenen benut-
zen zu kdnnen.

Diese Fahigkeit nutzte z. B. Wagenschein (1969) um zu
erarbeiten, dass in der euklidischen Ebene die Summe der In-

7
nenwinkel a, £ und y in einem Dreieck immer 180° betragt. £ ﬁa >
,Die Einsicht gelingt, wenn man (...) den einen Winkel, a, 7
lings der einen Seite bis zur nichsten Ecke fortgleiten 146t, % 8 N
und zwar so, dal der eine seiner Schenkel auf dieser Seite Fig. 4

sich mit ihr deckend, gleitet. Der andere bleibt dann immer zu
sich selbst parallel, er weist immer in dieselbe Richtung, die er auch anfangs hatte (Figur
4). Macht man das Entsprechende mit f und erkennt ferner y in seinem Gegeniiber wie-
der, so ist man schon fertig.“'® Wagenschein (1969, S. 27ff)

Auch Schwank (1996) meint diese grundlegende Fahigkeit, wenn sie von funktiona-
lem Denken im Gegensatz zum pradikativen Denken, ndmlich dem Denken in Strukturen
spricht. Thre Untersuchungen legen nahe, dass Personen recht stabile individuelle Préfe-
renzen fiir eine dieser Denkweisen entwickeln.!" Bewegliches Denken umfasst im Ge-
gensatz zum so verstandenen ,,funktionalen Denken® aber weitere Fahigkeiten.

Diese Fahigkeit wird z. B. auch fiir alle dynamischen Denkvorgidnge des Raumvorstellungs-
vermogens (rdumliche Visualisierung, mentale Rotation und rdumliche Orientierung) benétigt.
Dabei sind die raumliche Visualisierung und die mentale Rotation Spezialfélle der Féahigkeit
,Bewegung hineinsehen und damit argumentieren” des Beweglichen Denkens, wihrend man
zur raumlichen Orientierung daneben auch noch Aspekte der Fahigkeit ,,Gesamtkonfiguration
erfassen und analysieren* benétigt. Einen Uberblick zum Raumvorstellungsvermdgen bietet
Maier (1999).

Wagenschein nutzt hier den Stufen- und Wechselwinkelsatz, die ihrerseits auf dem Parallelen-
axiom beruhen.

Unabhingig von evtl. vorhandenen individuellen Préferenzen, muss das Bewegliche Denken
geschult werden. Bei funktionalen Denkern im Sinne Schwanks werden auf diese Weise die
vorhandenen Fahigkeiten angemessen gefordert und bei prédikativen Denkern wird das Me-
thodenrepertoire erweitert.
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Gesamtkonfiguration erfassen und analysieren
Gemeint ist hier die Fahigkeit, die Fokussierung auf bestimmte Aspekte der Gesamtkon-
figuration wechseln und so jeweils fiir gerade betrachtete Fragestellungen relevante Ver-
dnderungen bzw. Invarianten in den Blick nehmen zu kdnnen. Dies beinhaltet die Féhig-
keiten,
o Konsequenzen von Bewegungen bzw. Verdnderungen im Hinblick auf die vor-
liegende Gesamtsituation erkennen und analysieren zu kdnnen und
e  Verdnderungsmoglichkeiten an der Gesamtkonfiguration unter Beibehaltung

der bestimmenden Eigenschaften der Konfiguration ausloten und analysieren zu

konnen.
Die letztgenannte Fahigkeit kann z. B. beim Erforschen einer Begriffshierarchie gewinn-
bringend eingesetzt werden. Untersucht man etwa Zusammenhénge zwischen Vierecks-
typen, so kann man ausgehend von einem Trapez fragen, welche Verdnderungen mog-
lich sind, ohne dass das Trapez seine bestimmende Eigenschaft verliert, nimlich den Be-
sitz zweier zueinander paralleler Seiten. Eine Mdglichkeit besteht z. B. darin, die Linge
einer der beiden parallelen Seiten zu verdndern, bis sie genauso lang ist wie die andere.
Man erhélt ein Parallelogramm. Da bei der Verdnderung die charakterisierende Eigen-
schaft des Trapezes erhalten geblieben ist, handelt es sich beim Parallelogramm um ein
spezielles Trapez. Eine weitere Variationsmdglichkeit ist jede Scherung, bei der eine der
parallelen Seiten des Trapezes Scherachse ist. Auf diese Weise kann man aus einem Pa-
rallelogramm ein Rechteck erzeugen ohne die charakteristischen Eigenschaften eines Pa-
rallelogramms und damit eines Trapezes zu verdndern. Folglich ist ein Rechteck ein spe-
zielles Parallelogramm und damit auch ein spezielles Trapez. Diese Uberlegungen liefen
sich noch fortfithren (vgl. Roth 2008).

Anderungsverhalten erfassen und beschreiben

Der dritte Aspekt des Beweglichen Denkens ist die Fahigkeit, die Frage nach der Art und
Weise der Veriinderung beantworten, also das Anderungsverhalten qualitativ erfassen
und beschreiben zu kdnnen.

Als Beispiel soll hier die Frage dienen, wo sich der Kolbenkopf eines
Kolbenmotors (vgl. Abb. 1) am schnellsten und wo am langsamsten be-
wegt, wenn sich das ,,Schwungrad® gleichmaBig, d.h. mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit, dreht? Zunédchst wird die Auf- bzw. Abwiérts-
bewegung des Kolbenkopfes von der Bewegung des Ansatzpunktes A
der Pleuelstange am Schwungrad bestimmt. Sie ldsst sich in einen Anteil
in Kolbenrichtung und einen Anteil senkrecht dazu zerlegen. Bei der
gleichméfigen Kreisbewegung des Punktes 4 dndern sich diese beiden
Bewegungsanteile von 4 stidndig. In der Néhe seiner hochsten bzw.
tiefsten Lage bewegt sich A fast senkrecht zur Kolbenrichtung. In diesen Abb. 1: Kol-
Bewegungssituationen wird der Kolben folglich nur sehr wenig nach benmotor
oben bzw. unten bewegt. Bei der Bewegung von A4 nach unten bzw. nach
oben ist der Bewegungsanteil von 4 in Kolbenrichtung am grofiten. Folglich ist die
Kolbenbewegung bei der Aufwérts- und Abwirtsbewegung von 4 am schnellsten und
um die hochste bzw. tiefste Lage herum am langsamsten.
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2 Beweglichkeit des Denkens in der Psychologie —
eine Abgrenzung

In der Psychologie ist im Zusammenhang mit Denken auch immer wieder von Beweg-
lichkeit die Rede, womit ein flexibler Umgang mit Wissen gemeint ist, also die Fahig-
keit, Wissen umstrukturieren, aus unterschiedlichen Perspektiven betrachten und auf
neue Ziele anwenden zu konnen. Der Psychologe Kohler (1963) verweist z. B. darauf,
dass zum intelligenten Denken und Handeln die Fahigkeit gehort, auch Umwege
benutzen zu kdnnen, um zum Ziel zu gelangen, und fiir Wertheimer (1957) ist ein
Aspekt des produktiven Denkens die Fahigkeit zur Umstrukturierung.

Aufbauend auf Piaget gibt Aebli (2001) Aspekte des ,,beweglichen Denkens und
Handelns* an. Vergleicht man diese Féhigkeiten mit denen, die hier unter dem Begriff
Bewegliches Denken subsumiert wurden, so erkennt man Gemeinsamkeiten, aber auch
deutliche Unterschiede.

e Die elementarste Form der geistigen Beweglichkeit (...) ist die Féhigkeit, Veran-
derungen im Geiste nachzuvollziehen.* Aebli (2001, S. 314)

Verdnderungen ,,im Geiste nachzuvollziehen™ impliziert, sie vorher bereits wahrgenom-
men zu haben. Die Fahigkeit Verdnderungen, wenn sie sich ereignen, als solche bewusst
wahrzunehmen, ist sicher eine Voraussetzung dafiir, sich Verdnderungen auch dann vor-
zustellen, wenn sie nicht real ablaufen und damit sinnlich wahrgenommen werden kon-
nen. Mir geht es beim Beweglichen Denken gerade darum, Bewegungen bzw. Verdn-
derungen in ein Phdnomen hineinzusehen, bei dem zunéchst keine Bewegung vorhanden
ist bzw. diese nicht geeignet wahrgenommen werden kann. Es geht also nicht um ein
Nachvollziehen von bereits vorhandenen Verdnderungen, sondern um das bewusste, ak-
tive Verdndern einer evtl. zunéchst statischen Konfiguration einschlieBlich der Reflexion
der Konsequenzen dieser Veridnderung, um neue Einsichten in Zusammenhénge zu ge-
winnen.

e ,Beweglichkeit bedeutet (...) die Fahigkeit, sich auf fremde Standpunkte zu stellen
und zu erkennen, dass die Perspektive von verschiedenen Standpunkten verschieden
ausfillt.“ Aebli (2001, S. 315)

,.Sich auf fremde Standpunkte stellen korrespondiert mit der Fahigkeit des Beweglichen
Denkens, die Gesamtkonfiguration zu erfassen und zu analysieren. Um eine Verin-
derung in ihren Auswirkungen auf die Gesamtkonfiguration zu erfassen ist es notwendig,
jeweils relevante Verdnderungen bzw. Invarianten zu fokussieren und ggf. miteinander
in Beziehung zu setzen.

e ,Die Planung von Handlungen erfordert (...) Beweglichkeit. Der Handelnde sollte
seine Handlungspléne den sich wandelnden Bedingungen anpassen, wenn notig die
Zwischenziele verdndern konnen, um auf einem neuen Weg zum Ziel zu gelangen.*
Aebli (2001, S. 318)
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~Zwischenziele verandern konnen* spielt beim Beweglichen Denken dann eine Rolle,
wenn die Anzahl der Freiheitsgrade bewusst variiert wird, um die Konsequenzen einer
Verdnderung besser analysieren zu kdnnen.

In dem von mir fiir mathematikdidaktische Zwecke geprigten Begriff des Beweg-
lichen Denkens tritt zu den bereits bei Aebli genannten noch ein weiterer Aspekt hinzu,
nimlich die Fihigkeit, Anderungsverhalten erfassen und beschreiben zu kénnen. Diese
Fragestellung nach der Art und Weise der Verdnderung der abhingigen Grofien bei
gleichméfligem Durchlaufen des bzw. eines Definitionsbereichs ist fiir viele mathema-
tische Sachverhalte relevant und muss deshalb mit Blick auf den Mathematikunterricht
aufgenommen werden.

Weitere Aspekte zur ,,Beweglichkeit des Denkens* finden sich bei Lompscher et al.
(1976). Dort schreibt Hasdorf: ,,Das geistige — beim Probieren mit praktischen Hand-
lungen verbundene — Veréndern der jeweiligen Beziehungen der Dinge und Eigenschaf-
ten zueinander ist der eigentliche Kern der Beweglichkeit des Denkens.* Lompscher et
al. (1976, S. 16) Das ,,aktive Umformen von Gegebenheiten* (a.a.0. S. 16) spielt auch
bei der Fahigkeit ,,Gesamtkonfiguration erfassen und analysieren” des Beweglichen
Denkens eine Rolle. Allerdings werden beim Beweglichen Denken z. B. keine
,Funktionsverdnderungen von Elementen* (a.a.O. S. 17) vorgenommen, sondern es wird
jeweils eine Variable gezielt in ihrem Definitionsbereich variiert und dabei die
Verdnderungen von abhingigen Groflen (bzw. die Invarianten) in den Blick genommen.
,Reversibilitidt (a.a.0. S. 17) spielt beim Beweglichen Denken bei der Fahigkeit eine
Rolle, die Fokussierung auf bestimmte Aspekte einer Konfiguration wechseln zu
konnen. Bei Lompscher et al. (1976) kommt die Reversibilitdt dagegen eher in den
Punkten ,,Wechseln von Annahmen oder Kriterien® (a.a.0. S. 17) sowie ,,Erfassen und
Anwenden der Relativitit (a.a.0. S. 17) zum Tragen. Aus der Sicht des Beweglichen
Denkens wiirde auch der Punkt ,,Gleichzeitiges Beachten mehrerer Aspekte® (a.a.O. S.
17) unter die Féhigkeit ,,Gesamtkonfiguration erfassen und analysieren* zu subsumieren
sein.

Im Hinblick auf mathematikdidaktische Anforderungen ist es notwendig, Bewegli-
ches Denken unter anderen Gesichtspunkten zu sehen, als dies in der Psychologie der
Fall ist. Insbesondere muss die Fihigkeit, das Anderungsverhalten erfassen und beschrei-
ben zu kénnen, fiir mathematikdidaktische Zwecke hinzukommen.

3 Forschungsfragen

Es wurde deutlich, dass Bewegliches Denken im Mathematikunterricht eine wichtige
Rolle spielt. Vor diesem Hintergrund, sollte in einer Léngsschnittuntersuchung iiber ein
ganzes Schuljahr den Fragen nachgegangen werden, ob die Entwicklung des Bewegli-
chen Denkens durch einen geeigneten Unterricht gefordert werden kann und ob ein
Transfer des Beweglichen Denkens auf andere Inhalte bzw. Kompetenzen stattfindet, die
nicht explizit in den Lehrgang zur Schulung des Beweglichen Denkens einbezogen wur-
den. Dazu wurde ein Unterrichtskonzept fiir den gesamten gymnasialen Geometrieunter-
richt der 7. Jahrgangsstufe entwickelt. Auf dieser Basis wurden folgende Forschungsfra-
gen untersucht:
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Entwicklung des Beweglichen Denkens

1. Wirkt sich das entwickelte Unterrichtskonzept positiv auf die Entwicklung der Fa-
higkeiten des Beweglichen Denkens aus?

Diese Frage lésst sich noch prazisieren, wenn man die bereits vor der Untersuchung vor-
handenen Kompetenzen der Schiilerinnen und Schiiler im Bereich des Beweglichen
Denkens beriicksichtigt.

2. [Ist die Steigerung der Fahigkeiten des Beweglichen Denkens infolge des Unterrichts
abhéngig davon, wie stark die Kompetenzen des Beweglichen Denkens bereits vor
dem Unterricht ausgepragt waren?

Transfer des Beweglichen Denkens auf andere Inhalte bzw. Kompetenzen
Ein weiterer Gesichtspunkt ist die Frage nach der Fahigkeit, Bewegliches Denken auf
neue Inhaltsbereiche anzuwenden.

3.  Wirkt sich ein Unterricht, der nur in Geometrie stattfindet, auch auf die Losungs-
wahrscheinlichkeit von Fragestellungen zum Beweglichen Denken aus, die der Al-
gebra zuzuordnen sind?

Die Entwicklung einer Denkweise ist ein langwieriger Prozess. Der im Rahmen dieser
Studie durchgefiihrte Unterricht stand am Anfang dieses Prozesses und musste deshalb
zundchst Grundlagen erarbeiten. Er zielte folglich primér auf die Entwicklung der ersten
beiden Kompetenzen des Beweglichen Denkens mit den niedrigeren Anforderungsni-
veaus. Damit stellt sich folgende Frage:

4. Inwieweit sind die Schiilerinnen und Schiiler nach einem Unterricht, der primér die
ersten beiden Kompetenzen des Beweglichen Denkens fordert und fordert, in der
Lage, auch das Anderungsverhalten zu erfassen und zu beschreiben?

4 Grundideen eines Unterrichtskonzepts®

Vor der Entwicklung des Unterrichtskonzepts fiir die Langsschnittstudie wurde in Vor-
untersuchungen der Frage nachgegangen, ob Bewegliches Denken bei Schiilerinnen und
Schiilern durch geeignete Unterrichtsansitze entwickelt werden kann, die sich auf Unter-
richtssequenzen von bis zu sieben Unterrichtsstunden beschranken. Die Ergebnisse deu-
teten darauf hin, dass dies nicht mdglich ist. Ein nur wenige Stunden umfassendes Kon-
zept filhrte zu keiner — anhand der Bearbeitung des entwickelten Leistungstests — er-
kennbaren Weiterentwicklung der Fahigkeiten des Beweglichen Denkens."’ Dies besti-

12 Konkrete Beispiele aus dem Unterrichtskonzept finden sich in Roth (2005) und Roth (2006).

Dieses Ergebnis deckt sich mit Resultaten anderer Untersuchungen. Schwank (1996, S. 178)
warnt auf Grund eigener Erfahrungen vor allzu grolen Erwartungen, und in einer Zusammen-
fassung der Ergebnisse empirischer Untersuchungen zum Lehren von Denkfahigkeiten (think-
ing skills) beantwortet Sternberg die Frage nach der fiir ein solches Programm sinnvollerweise
mindestens aufzuwendenden Zeit wie folgt: ,,(...) I doubt that a program that is of less than a
semester in duration is worthy of serious consideration and I would strongly urge planning that
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tigte meine Annahme, dass die Entwicklung des Beweglichen Denkens ein langwieriger
Prozess ist. Auf Grund dieser Erfahrungen wurde das Unterrichtskonzept auf ein ganzes
Schuljahr ausgeweitet.

Die Voruntersuchungen zeigten auch, dass Unterrichtsinhalte der Geometrie sich
besser zur Anbahnung des Beweglichen Denkens eignen, weil Verdnderungen, die auf
Bewegungen (in der Ebene) beruhen, fiir die Schiilerinnen und Schiiler leichter vorstell-
bar und auch visuell leichter zugénglich sind als etwa in der Algebra, z. B. beim Unter-
suchen des Anderungsverhaltens von Termen, da hier ein hoherer Abstraktionsgrad not-
wendig ist.

Das auf dieser Grundlage entwickelte Unterrichtskonzept fiir den Geometrieunter-
richt der 7. Klasse, dessen grundlegende Ideen im Folgenden kurz skizziert werden, ver-
sucht, die Entwicklung des Beweglichen Denkens und der damit verbundenen Kompe-
tenzen durch das gezielte Eingehen auf diese Denkweise in geeigneten Kontexten zu
fordern. Im Rahmen der vom Lehrplan' vorgegebenen Inhalte wurden dabei Schwer-
punkte in den Bereichen gesetzt, in denen das bewusste Denken in Bewegungen und das
Argumentieren damit besonders gewinnbringend zu sein schienen. So wurde etwa das
Thema ,,besondere Dreiecke™ des Lehrplans mit einem eigens konzipierten Aufgaben-
format zur Férderung des Beweglichen Denkens besonders intensiv und ausfiihrlich be-
arbeitet. Den Rahmen steckte dabei ein Dreieck, bei dem eine Seite fest vorgegeben war.
Gefragt war jeweils, wie der dritte Eckpunkt bewegt werden kann, so dass das Dreieck
dabei 1ismmer gleichschenklig (bzw. rechtwinklig, spitzwinklig, stumpfwinklig, ...)
bleibt.

Manche Themen, wie etwa ,,Grundbegriffe der Ebenen Geometrie* und ,,geometri-
sches Zeichnen®, bieten sich nicht fiir einen beweglichen Zugang an und wurden deshalb
bewusst nicht im Hinblick auf die Entwicklung des Beweglichen Denkens gestaltet. Bei
anderen Themengebieten wurden die Teile, die mit Hilfe des Beweglichen Denkens an-
gegangen werden konnen gegeniiber denen betont (auch im Hinblick auf die aufgewen-
dete Unterrichtszeit), die einen cher statischen Charakter haben. So wurden etwa die
,Kongruenzsitze fiir Dreiecke™ die in der Anwendung rein statischer Natur sind, be-
wusst an das Ende des Schuljahres verlegt. Dadurch war es moglich, den Schwerpunkt

includes at least a year of instruction (...). Of the programs described in this book [even the
shortest] (...) could not be done adequately in less than a semester. In contrast (...) [another]
program could range from the lower elementary grades all the way through high school. Ideal-
ly, I would view thinking-skills instruction as something that continues throughout schooling
(...). If there is one thing we have learned about thinking skills, it is that there is no quick fix.
Shorter-term programs may produce increases in test scores by teaching to specific tests; they
will not produce long-term gains in thinking skills, nor should they be expected to produce
such gains.” Sternberg (1987, S. 257)

Da das Konzept an bayerischen Gymnasien erprobt werden sollte, musste eine inhaltliche
Orientierung am bayerischen Gymnasiallehrplan erfolgen, der in der 7. Jahrgangsstufe im Un-
tersuchungszeitraum folgende Inhalte fiir die Geometrie vorsah: ,,Grundbegriffe der ebenen
Geometrie; geometrisches Zeichnen; (...) Winkel an Geradenkreuzungen; Winkel bei Dreie-
cken und Vierecken; (...) Symmetrie und Kongruenz von Figuren; (...) Dreiecke: Transversa-
len, besondere Dreiecke, Konstruktionen“ Bayerisches Kultusministerium (1991, S. 1200-
1203)

15 Ausfiihrlichere Ausfiihrungen zu diesem Aufgabenformat findet man in Roth (2006).
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auf die Erarbeitung dieser Sétze zu legen. Im Sinne der Entwicklung der Fahigkeiten des
Beweglichen Denkens, ging es dabei insbesondere um die Frage, wie sich Anderungen
an vorgegebenen Bestimmungsstiicken eines Dreiecks auf die Konstruierbarkeit auswir-
ken, und es ging um die Argumentation bzgl. der Kongruenz zweier Dreiecke iiber vor-
gestellte Bewegungen.'® Auch hier wurden also wieder Fihigkeiten des Beweglichen
Denkens eingesetzt und geiibt.

Tabelle 1 ist zu entnehmen, welche Inhalte des Geometrielehrplans in Hinblick auf
die Entwicklung und Forderung des Beweglichen Denkens unterrichtet wurden, wie vie-
le Unterrichtseinheiten & 45 Minuten dafiir aufgewendet wurden und welche Fahigkeiten
des Beweglichen Denkens dabei eine Rolle gespielt haben. Es wird auch deutlich, dass
in der Algebra nicht im Sinne des Beweglichen Denkens unterrichtet wurde. Die Kolle-
ginnen und Kollegen, die im Untersuchungszeitraum nach meinem Konzept unterrichtet
haben, erhielten dazu von mir kein Unterrichtsmaterial und entwickelten auch selbst kei-
ne eigenen Konzepte dazu.'’

Anzahl der Fihigkeiten des
Unterrichts- | Inhalte Beweglichen
einheiten Denkens'®
1 Scheitel- & Nebenwinkelsatz als Erfahrungssitze 1
3 Winkelverschiebung (vgl. Wagenschein): 1

e Winkelsdtze an parallelen Geraden
. Innenwinkelsumme im Dreieck

. AuBenwinkelsatz

3 Achsenspiegelung tiber die Klappbewegung; Dreiecksungleichung 1&2
9 Begriffe gleichschenkliges, gleichseitiges, recht-, stumpf- und 1&2
spitzwinkliges Dreieck und deren Eigenschaften; Aufgabenformat:
Eine Dreiecksseite ist fest vorgegeben, wie kann der dritte Eck-
punkt bewegt werden, so dass das Dreieck dabei immer ... bleibt.

3 Lage der Schnittpunkte von Dreieckstransversalen 1&2

4 Verschiebung, Drehung und Punktspiegelung iiber ,,Bewegungen* 1&2

1 Kontrastbeispiel: Schiefe Achsenspiegelung 1&2

5 Erarbeitung der Kongruenzsitze fiir Dreiecke iiber die eindeutige 1&2
Konstruierbarkeit und die Argumentation mit Bewegungen

3 Anderungsverhalten erfassen und beschreiben 1,2&3

Tab. 1: Uberblick iiber die Unterrichtseinheiten zur Entwicklung und Férderung des Beweglichen
Denkens in den Unterrichtsklassen

Dabei wurde versucht ein konstruiertes Dreieck in Gedanken geeignet zu verschieben und zu
drehen (notfalls auch an einer Dreiecksseite zu ,,klappen®), so dass es mit einem vorgegebenen
Dreieck mit gleichen Bestimmungsstiicken zur Deckung gebracht werden konnte.

In den unterrichtsbegleitenden Lehrerfortbildungen, die ich mit den Kolleginnen und Kollegen
gehalten habe, wurde deutlich, dass es fiir sie ein hoher Aufwand war, nach diesem fiir sie un-
gewohnten Konzept zu unterrichten und sie sich erst langsam einfinden mussten. Dies mag ein
Grund dafiir sein, dass sie nicht selbst kreativ geworden sind und die Konzepte auf andere, von
mir nicht ausgearbeitete Inhalte angewandt haben. Auflerdem wurden sie explizit gebeten, in
der Algebra , traditionell* zu unterrichten.

Die angegebenen Zahlen entsprechen der Nummerierung der drei Fihigkeiten des Bewegli-
chen Denkens auf Seite 3.
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Ausgangspunkt des Unterrichtskonzepts ist die Uberzeugung, dass ein Individuum
sich nur dann Wissen aneignet und Féhigkeiten erwirbt, wenn es sich intensiv und selbst-
tatig damit auseinander setzt. Da Schiilerinnen und Schiiler sich aber zunéchst mit einer
Vorgehensweise vertraut machen miissen, bevor sie selbststindig damit arbeiten konnen,
setzt das Unterrichtskonzept dieser Arbeit auf einen gestuften Aufbau.

Grundlegend fiir das Bewegliche Denken ist die Fahigkeit, mit Bewegungen bzw.
Verdnderungen argumentieren zu kdnnen. Das Unterrichtskonzept trigt dem Rechnung,
indem zundchst Probleme betrachtet werden, die im Wesentlichen mit der Fahigkeit
,Bewegung hineinsehen und damit argumentieren” geldst werden konnen. Zunéchst
wurde im Inhaltsbereich ,,Winkel an Geradenkreuzungen; Winkel bei Dreiecken“! lin-
gere Zeit mit dieser grundlegenden Fahigkeit des Beweglichen Denkens am Beispiel der
,,Winkelverschiebung“20 gearbeitet, dann wurden die Schiilerinnen und Schiiler sukzes-
sive auch mit Fragestellungen konfrontiert, zu deren Bearbeitung sie zusitzlich die Fa-
higkeit ,,Gesamtkonfiguration erfassen und analysieren bendtigten. Erst ganz am Ende
des Schuljahres, als die Schiilerinnen und Schiiler bereits mit Bewegungen vertraut war-
en, bearbeiteten sie in Gruppenarbeit Probleme, die die dritte Fahigkeit des Beweglichen
Denkens, niamlich ,,Anderungsverhalten erfassen und beschreiben* erforderten.

Die in Tabelle 1 zusammengestellten Unterrichtseinheiten wurden gleichméaBig iiber
das gesamte Schuljahr verteilt durchgefiihrt. Als Hilfsmittel fanden dabei hauptséchlich
von mir auf der Basis der dynamischen Geometriesoftware EUKLID DynaGeo entwi-
ckelte Lernumgebungen Verwendung. Die Entscheidung fiir diese Software wurde ge-
troffen, weil damit Bewegungen sehr leicht realisiert werden kénnen (Zugmodus und
Animation), sie im Gegensatz zu anderen Medien (z. B. Filme, Modelle u. &.) eine sehr
flexible Gestaltung von Visualisierungshilfen ermoglicht®', sie fiir Schiilerinnen und
Schiiler weitgehend intuitiv zu bedienen ist und fast alle bayerischen Gymnasien iiber
eine Schullizenz dieser Software verfiigen.

EUKLID DynaGeo-Dateien wurden hdufig als Experimentierumgebungen genutzt,
an denen die Schiilerinnen und Schiiler Entdeckungen machten, die sie aber auch als
heuristisches Hilfsmittel zum Testen eigener Hypothesen nutzten und mit dessen Hilfe
sie schlielich Begriindungen erarbeiten konnten. Daneben wurden sie auch von den
Lehrkréften eingesetzt um Problemstellungen zu visualisieren und mit den Schiilerinnen
und Schiilern zu diskutieren. In allen genannten Einsatzszenarien wurde zunéchst die
Komplexitit des notwendigen beweglichen Denkprozesses dadurch reduziert, dass Fo-
kussierungshilfen in die Lernumgebungen eingebaut wurden, die die Aufmerksamkeit
der Schiilerinnen und Schiilern auf jeweils relevante Aspekte der Konfiguration lenkten.
Auf diese Weise konnten sie sich stirker auf Analyse- und Argumentationsprozesse
konzentrieren. Im Zuge der Entwicklung des Beweglichen Denkens wurden die Struktu-
rierungshilfen in den Lernumgebungen schrittweise verringert.

Bayerisches Kultusministerium (1991, S. 1201)

Vgl. das Zitat von Wagenschein in Abschnitt 1.

Trotz der vielfaltigen Mdoglichkeiten, die die Software bietet, miissen zur Konzeption und Um-
setzung von Visualisierungshilfen Erfahrung im Umgang mit der Software sowie eine ganze
Reihe von (neuen) didaktischen Ideen eingebracht werden.
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Ziel dieses Prozesses ist es, dass Schiilerinnen und Schiiler die Féhigkeiten des Be-
weglichen Denkens selbststindig an geeigneten Stellen einsetzen. Es geht also nicht da-
rum, alle Probleme mit Hilfe des Beweglichen Denkens zu 16sen, sondern die Moglich-
keit der Herangehensweise an Fragestellungen im Sinne des Beweglichen Denkens im
Methodenrepertoire der Schiilerinnen und Schiiler zu verankern. Falls notwendig, erstel-
len sie dazu selbst die zu untersuchenden Konfigurationen mit Hilfe von DGS, planen
selbststindig Fokussierungshilfen und setzen sie um bzw. nutzen DGS zur Kontrolle der
Ergebnisse des im Kopf abgelaufenen Beweglichen Denkens.

Wie die auf dem Weg zu diesem Ziel notwendigen Fokussierungshilfen in Lernum-
gebungen aussehen konnen, soll am Beispiel der folgenden Aufgabe verdeutlicht wer-
den, deren Fragen jeweils einzeln fiir die Winkel o,  und y zu beantworten sind.

Der Punkt C des Dreiecks ABC wird entlang der Geraden g gleichmidBig nach rechts
bis zum Punkt P bewegt (vgl. Abb. 2 oben). Wie éndert sich dabei der Winkel o?
e  Wird er groBer oder kleiner?
¢ Gibt es maximale und minimale Winkelgréen von a und fiir welche Lage(n)
von C treten sie gegebenenfalls auf?
e Andert sich der Winkel « iiberall gleichschnell oder gibt es Bereiche fiir die La-
ge von C, in denen er sich schneller und andere in denen er sich langsamer &n-
dert?

Abb. 2 zeigt, wie Fokussierungshilfen aus- |[# w2
sechen und gestuft werden konnen. Ganz |® < 9

oben ist nur die zugehdrige Konfiguration M ’

dargestellt, wobei wesentliche Grofen (hier _ A re

etwa die Winkel) verschiedenfarbig hervor- |§ T

gehoben wurden. Eine deutlich starkere Fo- . : e
kussierung auf die Winkelgroen und deren MB

Anderungsverhalten erfolgt iiber ein dyna- by
misches Balkendiagramm, das bei Bedarf e

iiber den Schieberegler ,,Hilfe 1 (vgl. Abb. o

2 Mitte) eingeblendet werden kann. Es vi- y
sualisiert bei der Bewegung von C auf g die MW 0

WinkelgroBen der Innenwinkel des Drei- "g“’“__ —
ecks tiber die Hohe der Balken. Auf diese |
Weise kann das Augenmerk auf die Ex-
tremwerte und den Vergleich der Anderun-
gen der drei Winkel erfolgen. Sollte auch
diese Fokussierungshilfe noch nicht reichen
um die Fragen zu beantworten, so kann mit o
dem Schieberegler ,,Hilfe 2 noch eine stér-
kere Fokussierungshilfe eingeblendet wer-
den. Wie Abb. 2 unten zeigt, wird hier in
einem Liniendiagramm iiber der x- Abb. 2: Beispiel einer eingesetzten EUKLID
Koordinate von C jeweils die Winkelgré- DynaGeo-Datei mit gestuften Fokussierungs-

Ben der Innenwinkel aufgetragen. Fiir den hilfen
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Fall, dass die Fragen ohne diese Hilfe nicht beantwortet werden konnten, lassen sich
damit riickblickend die verschiedenen Darstellungsweisen gegenseitig interpretieren und
so neue Erkenntnisse und insbesondere auch Begriindungen erarbeiten.

5 Leistungstest

Zur Uberpriifung des Erfolgs des Unterrichtskonzeptes im Hinblick auf eine mogliche
(Weiter-)Entwicklung der Fahigkeiten des Beweglichen Denkens der Schiilerinnen und
Schiiler wurde ein Leistungstest eingesetzt. Ein Test, der die Fahigkeiten des Bewegli-
chen Denkens tiberpriift, lag bisher nicht vor und musste deshalb neu entwickelt werden.

5.1 Entwicklung des Leistungstests

Fiir den Test mussten Probleme identifiziert werden, deren Losung Bewegliches Denken
erfordern. Die Items wurden deshalb so konstruiert, dass sie bereits durch die Art der
Aufgabenstellung eine Herangehensweise iiber vorgestellte Verdnderungen bzw. Bewe-
gungen nahe legen. Da ein erster Test von Itementwiirfen mit einer 7. Klasse eines baye-
rischen Gymnasiums gezeigt hat, dass die Schiilerinnen und Schiiler teilweise erhebliche
Schwierigkeiten mit Items hatten, in denen eine (halb-)offene Beantwortung gefordert
war, wurden fiir die Endfassung des Leistungstests nur Items mit Antwortvorgaben in
Form von Auswahlantworten aufgenommen. Zur Konstruktion geeigneter Distraktoren
(falscher Antwortalternativen) wurde einer 7. Klasse eines bayerischen Gymnasiums und
einer Gruppe von 38 Lehramtsstudierenden® ein Test mit den Inhalten der intendierten
Items vorgelegt, bei denen die Antworten frei formuliert werden mussten. Auf der
Grundlage der zahlreichen falschen Antworten aus dieser Voruntersuchung wurden die
Distraktoren ausgearbeitet. Auf diese Weise wurde versucht, die Wahrscheinlichkeit zu
verringern, die korrekte Auswahlantwort im ,,Ausschlussverfahren* auf Grund von un-
realistischen Antwortalternativen zu finden. Weitere MaBinahmen zur Verringerung der
Ratewahrscheinlichkeit waren die Vorgabe, dass jeweils mehrere Auswahlantworten
richtig sein konnen, sowie die Angabe von moglichst vielen sinnvollen Distraktoren bei
jedem Item.

Abb. 3 zeigt ein Testitem, zu dessen Beantwortung die Féhigkeit , Bewegung
hineinsehen und damit argumentieren® benotigt wird. Dazu muss man sich die
Bewegung des Punktes C auf der Kreislinie nach links vorstellen. Dabei wird (dies ist
die erste Argumentation) der zweite Schenkel [AC des Winkels a nach links geklappt,
wodurch der Winkel immer groer wird. Nahert sich C dem Punkt A immer weiter an,
dann hilft es, sich zu vergegenwartigen, dass der Schenkel [AC im Grenzfall zur Tangen-
te wiirde und vorher immer Sekante des Kreises bleibt. Damit wird deutlich, dass der
Winkel o wihrend der gesamten Bewegung von C immer grofer wird.

2 Die Testhefte des entwickelten Leistungstests fiir den Vor- und Nachtest konnen unter

http://www juergen-roth.de/veroeffentlichungen/ im Internet abgerufen werden.

Es handelte sich um eine Gruppe von Lehramtsstudierenden des 2. Semesters mit Unterrichts-
fach Mathematik. Die Mehrheit strebte das Lehramt an Realschulen an, einzelne Studierende
aber auch das Lehramt fiir Haupt- bzw. Grundschulen.

23

Im Internet abrufbar unter: http://www.juergen-roth.de/publikationen_roth.html



Jirgen Roth: Zur Entwicklung und Férderung Beweglichen Denkens im Mathematikunterricht

Eine empirische

Langsschnittuntersuchung. In: Journal fiir Mathematik-Didaktik, Jahrgang 29 (2008), Heft 1, S. 20-45

Diese Fragestellung war auch den
Schiilerinnen und Schiilern unbekannt,
die im Hinblick auf das Bewegliche
Denken unterrichtet wurden. Sie soll-
ten durch den konzipierten Unterricht
allerdings in die Lage versetzt werden,
sich Bewegungen vorzustellen und mit
den Auswirkungen dieser Bewegung
zu argumentieren. Genau das testet
dieses Item.

Zur Beantwortung des Testitems in
Abb. 4 muss neben der eben angespro-
chenen noch die Fahigkeit hinzukom-
men, die Gesamtkonfiguration erfas-
sen und analysieren zu konnen. Man
muss ndmlich bei der vorgestellten Be-
wegung von C entlang der Geraden g
nach rechts das gesamte Dreieck ABC
und insbesondere die auftretenden
Langendnderungen der Seiten iiberbli-
cken und in der Lage sein, jeweils re-
levante Seiten zu fokussieren. Dies
stellt ein hoheres Anforderungsniveau
dar, als nur die Verinderung einer
Grofle zu antizipieren.

Das Testitem in Abb. 5 erfordert
die Féhigkeiten ,,.Bewegung hineinse-
hen und damit argumentieren” sowie
.,Anderungsverhalten erfassen und be-
schreiben®.

Fiihrt man die Kreisbewegung des
Punktes R in Gedanken aus, dann wird
deutlich, dass die Strecke [PR] immer
langer wird, je weiter R sich von P
entfernt. Am weitesten ist R von P
entfernt, wenn R sich genau gegeniiber
von P auf der abgewandten Seite des
Kreises befindet, also beim entfernten
Schnittpunkt, der Geraden PM mit der
Kreislinie. Der zweite Schnittpunkt
dieser Geraden mit der Kreislinie ist
die Lage von R, an der die Strecken-
lange |PR| gerade minimal ist. Wie
dndert sich aber die Lange der Strecke
[PR] bei der gleichmidfBigen Kreisbe-

Die Eckpunkte des Dreiecks

ABC liegen auf dem Kreis. c

Der Punkt C bewegt sich in

Pfeilrichtung auf dem Kreis

bis kurz vor den Punkt A4.

Wie verhélt sich dabei der

Winkel o ?

a)  Er wird immer grofler.

b) Er wird immer kleiner.

¢) Erbleibt immer gleich.

d) Lésst sich so nicht sagen.

e) Er wird bis zu einer gewissen Stelle
immer grofBer und dann wieder kleiner.

f)  Er wird bis zu einer gewissen Stelle
immer kleiner und dann wieder grofier.

Abb. 3: Testitem zur Fihigkeit , Bewegung hinein-
sehen und damit argumentieren

Es ist ein Dreieck ABC gegeben. Der Eckpunkt C wird
auf der Geraden g in Pfeilrichtung bewegt. Wir unter-
scheiden je nach Lage von C drei Bereiche.

Bereich (1) Bereich (2) | Bereich (3)
= |
c | | g
a I
b |
A c B

Es gibt im Bereich (2) eine Lage von C, so dass zwei
Seiten des Dreiecks, ndmlich

a) aund b, gleich lang sind,

b) aund c, gleich lang sind,

¢) bund c, gleich lang sind.

d) Es gibt keine solche Lage fiir C.

Abb. 4: Testitem, zu dessen Beantwortung sowohl
die Fihigkeit ,,Bewegung hineinsehen und damit
argumentieren“ als auch ,, Gesamtkonfiguration er-
fassen und analysieren * benotigt wird

Der Punkt R des Dreiecks POR bewegt sich gleich-
miBig in Pfeilrichtung auf der Kreislinie £. Dabei dn-
dert sich die Lénge der Strecke [PR].

Zwischen welchen Punkten bewegt sich R, wenn sich
die Lénge der Strecke [PR] am wenigsten dndert?

a) Zwischen 1 und 2
b) Zwischen 2 und 3
¢) Zwischen 3 und 4
d) Zwischen 4 und 5
e) Zwischen 5 und 6
f)  Zwischen 6 und 7
g) Zwischen 7 und 8
h) Zwischen 8 und 1

Abb. 5: Testitem, zu dessen Beantwortung die Fd-
higkeiten ,, Bewegung hineinsehen und damit argu-
mentieren* und ,, Anderungsverhalten erfassen und
beschreiben* bendtigt wird
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wegung von R? Betrachtet man die Strecke als Gummiband, das an einem Ende
festgehalten wird und an dessen anderem Ende man zieht, so wird klar, dass sich deren
Lange am stirksten dndert, wenn man in die durch die aktuelle Lage der Strecke
festgelegte Richtung (die ,aktuelle Streckenrichtung®) weiterzieht. Zieht man dagegen
senkrecht zur aktuellen Streckenrichtung, so dndert sich die Lidnge der Strecke gar
nicht.?* Sucht man nach den Stellen der Kreisbewegung des Punktes R an denen er sich
gerade senkrecht zur aktuellen Streckenrichtung bewegt, so wird schnell deutlich, dass
es sich um die Stellen maximalen bzw. minimalen Abstandes zu P handeln, die also
zwischen den Stellen 1 und 2 bzw. 5 und 6 auf der Kreislinie liegen.

Durch den Unterricht sollten die Schiilerinnen und Schiiler in die Lage versetzt
werden, das Anderungsverhalten antizipieren, also bei gedachten Verinderungen vor-
stellen, beschreiben und qualitative Vorhersagen treffen zu kdnnen.

Abb. 6 zeigt beispielhaft eine Aufgabe aus dem Bereich der Algebra die zwei Testi-
tems enthalt.

Die konstruierten Items wurden von einer 7. Klasse eines bayerischen Gymnasiums
und der oben erwéhnten Gruppe von 38 Lehramtsstudierenden bearbeitet. Riickmeldun-
gen der beiden Gruppen wurden genutzt, um die Sprache der Itemtexte zu vereinfachen
bzw. die Aufgabenstellung zu prézisieren. Der daraus resultierende Test mit 18 Items
wurde 244 Schiilerinnen und Schiilern aus zehn 7. Klassen und 139 Schiilerinnen und
Schiilern aus sechs 8. Klassen bayerischer Gymnasien am Ende des Schuljahres 2001/02
vorgelegt.

Die Daten der 8. Klassen wurden | Wir betrachten den Term 3 —x.
genutzt, um zu schwierige und zu Ste}le di{ v‘or,.dass du dcin x-Wert, bei - 4 beginnend,
leichte Items auszusortieren. Die ver- glelc‘hmaﬁlg_ immer groﬂer wgrden ldsst, bis er +4

erreicht. Wie verhilt sich dabei der Termwert?
bliebenen 15 Items wurden mit Hilfe

Der Termwert wird, bei gleichméBig zunehmendem

der Daten der 7. Klassen einer Itema- x-Wert,

nalyse unterzogen. Dabei ging es u. a. a) immer kleiner. ¢) manchmal kleiner und
um die Frage, ob die auf theoretischen | b) immer grofer. manchmal grofer
Uberlegungen bzgl. der Anforderungs- Der Termwert édndert sich, bei gleichmifig zuneh-
niveaus der Kompetenzen des Beweg- | mendem x-Wert, -

. . . A a) langsamer als d) gleichmaBig.

lichen Denkens baswrepde Einschét- der x-Wert. ¢) manchmal schneller
zung des Schwierigkeitsgrades der b) schneller als und manchmal lang-
Items sich auch in den Rangplitzen der x-Wert. samer.

¢) genauso schnell
wie der x-Wert.
Abb. 6: Testaufgabe zur Algebra: Fiir das Item

) . . ., Termwert wird" wird die Fihigkeit , Bewegun,
teile der Probanden bestimmt, die das . ! . e gung
hineinsehen und damit argumentieren’ bendtigt,

jeweilige Item richtig geldst haben. fiir das Item ,, Termwert dndert sich* zusdtzlich die

Das leichteste Item, .das'also von den Fiéhigkeit ,, Anderungsverhalten erfassen und be-
meisten Probanden richtig gelost wur-  schreiben

de, erhdlt den Rangplatz 1, das Item
mit dem zweitgroften Anteil richtiger Losungen den Rangplatz 2 usw.

der Items widerspiegelt. Zur Bestim-
mung der Rangplitze wurden die
Itemschwierigkeiten p als relative An-

" Fiihrt man diese Zugweise konsequent fort, so bewegt sich das eine Ende der Strecke auf einer

Kreislinie um das andere Ende und die Streckenlénge bleibt (als Kreisradius) konstant.
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Der Korrelationskoeftizient » der Produkt-Moment-Korrelation zwischen den Merk-
malen ,,Rangplatz” und ,,Kompetenzstufe des Beweglichen Denkens® der Testitems hat
den Wert » = 0,71. Dieser deutlich positive Zusammenhang ist ein Indiz fiir die interne
Validitit des Tests. Aus der Beantwortung des Tests lassen sich also Riickschliisse auf
den Entwicklungsstand des Beweglichen Denkens eines Probanden anstellen.

Zur Einschétzung der Reliabilitdit des Tests wurde dessen interne Konsistenz mit Hil-
fe des Testhalbierungskoeffizenten r, von Guttman geschétzt. Er ergab sich zu r, = 0,70.
Dies ist ein relativ niedriger Wert, der aber wegen der aus Griinden der Praktikabilitét
kurzen Testlinge und der Tatsache, dass hier drei verschiedene Kernfahigkeiten des Be-
weglichen Denkens abgepriift werden, noch akzeptabel ist.

Zur Herstellung der Durchfiihrungsobjektivitdit erhielten alle Testleiter die gleichen
Anweisungen und durften weder dariiber hinausgehenden Erkldrungen abgeben noch
Fragen beantworten. Die Auswertungsobjektivitdt ist dadurch gewahrleistet, dass hier
Auswahlantworten einzukreisen sind und fiir die Auswertung nur tberpriift werden
muss, ob alle richtigen Antwortalternativen markiert sind.

5.2 Methoden zur Auswertung des Leistungstests

Die Items wurden dichotom ausgewertet, d. h. bei Items mit mehr als einer richtigen
Auswahlantwort mussten alle korrekten Auswahlantworten (und nur diese) markiert
sein, damit das Item als richtig beantwortet gewertet wurde.

Parallelisierung durch Bildung von ,,Matched Samples

Mit dem Leistungstest sollten verschiedene Unterschiedshypothesen iiberpriift werden.
Eine erhebliche Storvariable ist dabei die Ungewissheit, in welcher Weise sich die be-
reits vorhandenen Fiahigkeiten des Beweglichen Denkens auf die Weiterentwicklung
durch einen entsprechenden Unterricht auswirken. Um diese Storvariable zu kontrollie-
ren wurden die Schiilerinnen und Schiiler der Unterrichtsklassen und der Kontrollklassen
auf Grund ihrer Leistung® im Vortest paarweise einander zugeordnet. Konkret wurde
also eine Schiilerin bzw. ein Schiiler aus der Kontrollgruppe nur dann in die Untersu-
chungspopulation aufgenommen, wenn sich ein Proband der Unterrichtsgruppe fand, der
gleich viele Items des Vortests richtig gelost hatte und umgekehrt. Dieses Vorgehen
nennt man Parallelisierung durch Bildung von ,Matched Samples*.*

Bildung von Untergruppen nach Leistung im Vortest

Um der Frage nachgehen zu konnen, wie sich die Ausprigung der Kompetenzen des
Beweglichen Denkens zu Beginn des Untersuchungszeitraumes auf die mogliche Leis-
tungssteigerung in diesem Bereich innerhalb des Untersuchungszeitraums auswirkt,
wurden nach der Parallelisierung Untergruppen gebildet. Dazu wurden die Probanden
auf Grund ihrer Leistung im Vortest einer der drei Gruppen ,,+: stirkere Leistung®,
,,0: mittlere Leistung® und ,,—: schwéchere Leistung™ zugeteilt. Diese Zuteilung erfolgte
so, dass zahlenmiBig etwa gleich starke Gruppen entstanden.

Uberpriifung der Unterschiedshypothese (t-Test)

2 Die Leistung wird hier durch die Anzahl der richtig gelosten Items des Vortests gemessen.

vgl. etwa Bortz/Doring (2002, S. 527)
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In dieser Untersuchung interessierte die Frage, ob die Leistungssteigerung®’ A bzgl. des
Beweglichen Denkens zwischen Vor- und Nachtest fiir die Unterrichtsklassen (UK) gro-
Ber war als fiir die Kontrollklassen (KK). Dazu wurde fiir jedes Messwertpaar v die Dif-
ferenz d, = A,yx — A.xx und daraus das arithmetisches Mittel dieser GroBe tiber alle n pa-
rallelisierten Schiilerpaare der Stichprobe untersucht. Obige Forschungsfrage lasst sich
durch die Nullhypothese H : uy < 0 liber den wahren Mittelwert z, der Differenzen der
Leistungssteigerungen prézisieren und mit Hilfe des t-Tests fiir abhéingige Stichproben®®
gegen die Alternative H, : u,>0 als einseitige Fragestellung® testen. Als einseitige
Testschranke wurde jeweils £ 990, gewidhlt.

Darstellung der Leistungssteigerung in Einheiten der Standardabweichung des
Vortestergebnisses

Um einen leichteren Vergleich der erreichten Leistungssteigerungen (d. h. die Zunahme
der mittleren Fahigkeit einer Gruppe) in den verschiedenen betrachteten Gruppen (Ge-
samtgruppe, +, 0, —) und mit anderen ldngsschnittlichen Untersuchungen zu ermogli-
chen, wurde die Leistungssteigerung, jeweils in Einheiten der Standardabweichung der
Leistung dieser Gruppe im Vortest angegeben. Fiir Tests, deren Testziel die ,,Mathema-
tikleistung™ ist, liegen Erfahrungswerte fiir in dieser Einheit angegebene Leistungssteige-
rungen vor, die innerhalb eines Schuljahres erreichbar sind. So geben etwa vom Hofe et
al. (2002, S. 92f) Leistungssteigerungen von 0,56 bis 0,63 an.

6  Versuchsdurchfithrung und Auswertung

6.1 Versuchspopulation

Am empirischen Unterrichtsversuch im Schuljahr 2002/03 haben fiinf 7. Klassen aus
drei bayerischen Gymnasien als Versuchsklassen und drei 7. Klassen eines bayerischen
Gymnasiums als Kontrollklassen teilgenommen.

Die Klassen wurden nach pragmatischen Gesichtspunkten ausgewihlt.’® Einen
Uberblick iiber die beteiligten Unterrichts- und Kontrollklassen gibt Tab. 2. Um die
Anonymitét der beteiligten Personen zu gewihrleisten, wurden die Schulen mit Grof3-
buchstaben und die Lehrkrifte mit natiirlichen Zahlen kodiert. Drei Gymnasien stellten
Unterrichtsklassen, die Kontrollklassen stammten aus einem Gymnasium. Eine der Un-
terrichtsklassen, ndmlich die in der ersten Zeile der Tab. 2 aufgefiihrte Klasse C_5/6 7a
wurde im Untersuchungszeitraum zum Halbjahr von einer Referendarin im dritten Aus-
bildungsabschnitt (6) iibernommen und in enger Zusammenarbeit mit dem in der Klasse
eingesetzten Lehrer (5) als Betreuungslehrer weitergefiihrt.

7 Die Leistungssteigerung bezieht sich auf die Fahigkeiten des Beweglichen Denkens, die durch

die in Vor- und Nachtest identischen Items des Tests gemessenen werden.

Es handelt sich um abhéingige Stichproben, weil die Unterrichtsklassen und die Kontrollklas-
sen, wie oben ausgefiihrt, parallelisiert wurden.

Auf Grund der Anlage der Untersuchung kann H; hier gerichtet formuliert werden.
Auswabhlkriterien waren unter anderem die Lage der Schule und insbesondere die Bereitschaft
von Schulleitung und Lehrkriften zur Mitarbeit.

28

29
30
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Unterrichtsklassen

. Bayerisches Lehr- Anzahl der Gesamtzahl
Schuljahr Gy}r,nnasium kraft Klasse Schiiler Schiiler
2002/03 C 5/6 7a 29
2002/03 D 4 7b 26
2002/03 D 4 Tc 22
2002/03 D 7 Te 22
2002/03 L 8 7a 28 N=127

Kontrollklassen

. Bayerisches Lehr- Anzahl der Gesamtzahl
Schuljahr Gyﬁmasium kraft Klasse Schiiler Schiiler
2002/03 M 9 Ta 29
2002/03 M 10 7b 27
2002/03 M 11 Tc 23 N=179

Tab. 2: Beteiligte Unterrichts- und Kontrollklassen

Auswahlkriterium fiir die Lehrkrifte der drei Kontrollklassen war, dass sie noch
nicht mit dynamischer Geometriesoftware gearbeitet haben und diese insbesondere auch
nicht im Untersuchungszeitraum im Mathematikunterricht einsetzten. Sie wurden be-
wusst nicht iiber die inhaltlichen Ziele der Untersuchung informiert um evtl. Auswirkun-
gen auf ihren Unterricht zu vermeiden.

6.2 Auswertung der Leistungstests

Die fiinf Unterrichts- (Anzahl der Schiilerinnen und Schiiler: Nyx = 127) und drei Kon-
trollklassen (Nkx = 79) wurden nach dem Prozentsatz k der richtig beantworteten Items
im Vortest parallelisiert. Dabei konnte zu 78 der 79 Schiilerinnen und Schiiler der Kon-
trollklassen jeweils ein Proband aus den Unterrichtsklassen zugeordnet werden, der den-
selben Prozentsatz richtig beantworteter Items im Vortest erreicht hat. Damit lagen
N = Nyuk = Npkx = 78 so genannte ,Matched Samples® vor, die der Auswertung zu
Grunde gelegt wurden. Diese ,,Matched Samples* wurden auf Grund ihrer Leistung in
drei Kategorien eingeteilt, die so gewihlt wurden, dass in etwa gleich starke Teilgruppen
entstanden. In Tab. 3 sind die Einteilungskriterien und die Gruppengrofen zusammen-
gestellt.

6.2.1 Auswertung der in Vor- und Nachtest identischen Items’’

Wirkt sich ein Unterricht, der auf dem Unterrichtskonzept dieser Arbeit basiert, positiv
auf die Entwicklung der Fahigkeiten des Beweglichen Denkens aus? Zur Klarung dieser
Forschungsfrage wurden die in Vor- und Nachtest identischen Items betrachtet. Nur fiir
sie ist es moglich die Leistungssteigerung im Laufe des betrachteten Schuljahres
2002/03 direkt zu messen, da hier keine Verfélschung der Ergebnisse durch (evtl. auch
nur leicht) verdnderte Aufgabenstellungen eintritt.

3! Der Vortest umfasste 15 Items. Da im Nachtest einige Items ergénzt wurden (darunter zwei

Items zum Anderungsverhalten), mussten — aus Griinden der Testdauer — vier Items des Vor-
tests aus dem Endtest gestrichen werden. Damit gibt es elf Items, die im Vor- und Nachtest
identisch gestellt wurden und im Folgenden ,,identische Items* genannt werden.
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Charakterisierung Kodie- Prozentsatz k richtig ge- Anzahl der ,,Mat- Gesamtzahl der
der Leistung (L.) rung 1oster Items im Vortest ched Samples* ,,Matched Samples*
stiarkere L. + k>50% N,.=28
mittlere L. 0 50%>k>35% No=27
schwichere L. - k<35% N_=23 N=18

Tab. 3: Einteilung der ,, Matched Samples * bzgl. der Vortestergebnisse in drei Leistungsgruppen

Die Testleistung der Kontrollklassen (KK) insgesamt blieb innerhalb des Untersu-
chungszeitraums (Schuljahr 2002/03) gleich, wihrend die Unterrichtsklassen (UK) einen
deutlich erkennbaren Leistungszuwachs zu verzeichnen hatten. Im Vortest 1osten die

Schiilerinnen und Schiiler der UK im Durchschnitt 47 % der identischen Items richtig,

wihrend sie im Nachtest durchschnittlich 58 % dieser Items richtig 19sten. Die Mittel-
wertdifferenz zwischen Vortest und Nachtest war bei den UK signifikant grof3er als bei
den KK (#ges = 3,54 > 2,38; dfyes = 77; p = 0,01).

Betrachtet man die Ergebnisse ge-
nauer, so stellt man fest, dass dieses
deutlich bessere Ergebnis auf die im
Vergleich zu den KK signifikant ho-
here Leistungssteigerung der mittleren
Leistungsgruppe innerhalb der UK zu-
rickzufiihren ist (f,=4,18 >2/48;
dfy=26; p=0,01). Die Leistungsstei-
gerung der unteren Leistungsgruppe
der UK fiel ebenfalls deutlich aus,
wich aber nicht signifikant von der
ebenfalls beachtlichen Leistungsstei-
gerung der unteren Leistungsgruppe
der KK ab. Dagegen verdnderte sich
die Leistung der oberen Leistungs-
gruppe der UK nicht, die Leistung der
entsprechenden Gruppe der KK nahm
sogar merklich ab (vgl. Abb. 7).

Die Unterschiede zwischen den
Leistungssteigerungen der einzelnen
Gruppen werden besonders deutlich,
wenn man die Leistungssteigerung in
Einheiten der Standardabweichung
des jeweiligen Vortestergebnisses an-
gibt. Wie Abb. 8 zu entnehmen ist, be-
trigt die Leistungssteigerung in den
UK 0,67 in Einheiten der Standard-
abweichung des Vortestergebnisses.
Ein Vergleich mit den Ergebnissen
von vom Hofe et al. (2002), die Leis-
tungssteigerungen von  Schiilerge-
samtgruppen in dieser Einheit von

Testergebnisse fiir die identischen Items
Mittlerer prozentualer Anteil der richtig gelésten Items
65%
60%
55%
50%
45%
40%
35%
30%
25%
Vortest Nachtest
Abb. 7: Mittlerer prozentualer Anteil der von den

stirkeren (+), mittleren (0) und schwdcheren (-)

Teilgruppen der Unterrichts- (UK) und Kontroll-

klassen (KK) richtig geldsten identischen Items®

1

2,50

2,00

1,50

1,00

0,50

0,00

-0,50

-1,00

Identische Items

Leistungssteigerung in Einheiten der

Standart des Vor i 217
1,42
0,67
0,00 0,03
-0,53

-0,85

KK
m UK

ges. (N=78) +(N=28) 0(N=27) -(N=23)

Abb.

8: Leistungssteigerung der parallelisierten
Unterrichts- (UK) und Kontrollklassen (KK) bzgl.

der in Vor- und Nachtest identischen Items, darge-
stellt in Einheiten der Standardabweichung des je-
weiligen Vortestergebnisses
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0,56 bis 0,63 innerhalb eines Schuljahres angeben, zeigt, dass hier eine Leistungssteige-
rung erreicht wurde, die am oberen Rand dessen liegt, was auf Grund von Unterrichts-
malnahmen innerhalb eines Schuljahres realistischerweise moglich ist.

Bemerkenswert sind aber auch die anderen in Abb. 8 wiedergegebenen Resultate.
Zunéchst ldsst sich die sehr deutliche Verbesserung der schwicheren Gruppe (—) sowohl
bei den UK wie auch bei den KK wohl nur so deuten, dass diese Schiilerinnen und Schii-
ler im Vortest, aus welchen Griinden auch immer, erheblich unter ihren Moglichkeiten
geblieben sind. Vergleicht man dies ndmlich mit den beiden anderen Leistungsgruppen
(+, 0), so fallt auf, dass dort bei den KK eine nicht unerhebliche Verschlechterung der
Leistung innerhalb des Untersuchungszeitraumes eingetreten ist.*> Auf Grund dieser
Tatsache konnte man vermuten, dass ein Unterricht, der eher auf statische Argumenta-
tionen setzt, die latent vorhanden Fihigkeiten im Bereich des Beweglichen Denkens
nicht nur nicht fordert, sondern evtl. sogar verschiittet. Festzuhalten ist aber auch, dass
das hier eingesetzte Unterrichtskonzept ganz offensichtlich nicht dazu fiihrt, dass Schii-
lerinnen und Schiiler mit guten Eingangsvoraussetzungen im Beweglichen Denken sich
noch weiter verbessern. Die stirkere Leistungsgruppe (+) stagniert vielmehr auf relativ
hohem Niveau.* Die schwichere Leistungsgruppe (-) der UK verbessert sich tendenzi-
ell (wenn auch nicht signifikant) stirker als die entsprechende Teilgruppe der KK.

Ganz offensichtlich am stirksten

Identische Items Geometrie

profitieren die Schiilerinnen und 250 e ingesteigerung n Einheiten der

Schiiler der mittleren Leistungsgruppe |z  Sterdereanweichungdesvor

(0) vom hier vorgeschlagenen Unter- 150

richtskonzept. Mit einer Leistungs- 00 145
steigerung von 2,17 in Einheiten der kK
Standardabweichung des Vortester- | ** ﬁ F "
gebnisses gelang hier eine erhebliche [o® | % a0

Verbesserung. Im Ergebnis wurde die  |-os0 —

mittlere Gruppe (0) in den UK prak- |4

tisch auf dasselbe Leistungsniveau ges.(N=78) +(N=28) 0(N=27) -(N=23)

gebracht wie die stérkere Gruppe (+). Abb. 9: Leistungssteigerung der parallelisierten
Das Unterrichtskonzept im Rah-  Unterrichts- (UK) und Kontrollklassen (KK) bzgl.

men dieser Arbeit war nur im Inhalts-  der in Vor- und Nachtest identischen Geometrie-

bereich Geometrie auf die Entwick- Items, dargestellt in Einheiten der Standardab-

lung des Beweglichen Denkens ausge- weichung des jeweiligen Vortestergebnisses

richtet. Um der Frage nachzugehen,

ob und ggf. wie der entsprechende Unterricht sich auch auf die Losungswahr-

scheinlichkeit von Aufgaben im Inhaltsbereich Algebra auswirkt, wurden die Items im

Folgenden noch einmal getrennt nach Inhaltsbereichen ausgewertet. Wie Abb. 9 zu ent-

32 Der statistische Effekt der Regression zur Mitte kann einen Teil der Verdnderung der Ergeb-

nisse an den Leistungsrdndern der Kontrollklassen bewirkt haben.

Eine mogliche Erklarung fiir dieses Phidnomen ist die Tatsache, dass die Unterrichtsklassen im
Untersuchungszeitraum zum ersten Mal im Hinblick auf das Bewegliche Denken geschult
wurden. Der Schwerpunkt lag deshalb auf den ersten beiden Kompetenzen des Beweglichen
Denkens. Zur Forderung der obersten Leistungsgruppe hitte wohl das Anderungsverhalten und
die damit verbundene Kompetenz im Mittelpunkt des Unterrichts stehen miissen.

33
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nehmen ist, ergeben sich fiir die Items aus dem Inhaltsbereich Geometrie im Wesentli-
chen die gleichen Ergebnisse wie fiir alle in Vor- und Nachtest identischen Items ge-

meinsam.
' Be.trac.htet man Abb. 10,' so ergibt \dentische Items Algebra
sich fiir die Items zu algebraischen In- 250 e o e

Standardabweichung des Vortestergebnisses

halten tendenziell wieder dasselbe |20
Bild wie bereits bei den Items zur 150
Geometrie. Auch hier ist insgesamt im
Unterrichtszeitraum eine signifikant 0,57 [T
groBere Leistungssteigerung der UK o) 007 B o UK
gegeniibber den KK zu verzeichnen |%%°7 .04 B o

(tees = 2,75 >238; dfyes=77; p= |00 =

0,01). Auch in den Teilgruppen geht |.iq
die Leistungsentwicklung in dieselbe ges.(N=78)  +(N=28) 0(N=27) -(N=23)
Richtung wie fiir die Items zur Geo-  4pp. 10: Leistungssteigerung der parallelisierten
metrie. Allerdings ist die groBere  Unterrichts- (UK) und Kontrollklassen (KK) bzgl.
Leistungssteigerung der mittleren  der in Vor- und Nachtest identischen Algebra-Items,
Leistungsgruppe (0) nicht mehr signi- ~ dargestellt in Einheiten der Standardabweichung
fikant. Der Grund dafiir ldsst sich an ~ desjeweiligen Vortestergebnisses

Tab. 4 ablesen. Dort sind neben den

empirischen Mittelwerten auch die empirischen Standardabweichungen der relativen L6-
sungshéufigkeiten notiert.

Es fillt auf, dass die Standardabweichungen bzgl. der Items zur Algebra durchweg
und teilweise deutlich groBer ausfallen als die bei den Items zur Geometrie. Im Bereich
Algebra streuen die Leistungen also auch innerhalb einzelner Leistungsgruppen erheb-
lich. In der Tendenz scheint eine Schulung des Beweglichen Denkens im Bereich Geo-
metrie auch positive Auswirkungen auf das Bewegliche Denken im durch die vier Testi-
tems abgedeckten Inhaltsbereich der Algebra zu haben. Allerdings fallen diese Auswir-
kungen, wohl auf Grund des notwendigen stirkeren Transfers, individuell sehr unter-
schiedlich aus.

6.2.2 Auswertung der Items zum Anderungsverhalten

Der intellektuell anspruchsvollste Aspekt des Beweglichen Denkens ist die Féahigkeit,
die Art und Weise einer Veriinderung, also das Anderungsverhalten qualitativ erfassen
und beschreiben zu kénnen. Dieser Aspekt wurde im Unterrichtskonzept dieser Arbeit
erst am Ende des Schuljahres in einer dreistiindigen Unterrichtssequenz explizit themati-
siert. Diese Unterrichtssequenz hat aber nur in zwei der fiinf Unterrichtsklassen wirklich
stattgefunden. In den drei anderen Klassen fiel sie, wie dies gegen Ende des Schuljah-
res hdufig geschieht, auBerunterrichtlichen Aktivititen zum Opfer.

Mit Hilfe der vier Items zum Anderungsverhalten im Testheft des Nachtests sollte
untersucht werden, ob und ggf. wie sich ein Unterricht, der den Schwerpunkt darauf
setzt, mit Bewegungen bzw. Verdnderungen zu argumentieren, auf die Fahigkeit aus-
wirkt, das Anderungsverhalten erfassen und beschreiben zu konnen. Die Auswertung

3 Es handelt sich um die Klassen C 5/6 7aund L_8 7a(vgl. Tab. 2).
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weist im Vergleich zu denen des letzten Abschnittes zwei Besonderheiten auf: Zwei der
vier Items zum Anderungsverhalten waren nur im Nachtest aber nicht im Vortest enthal-
ten. Deshalb wurden die durch Parallelisierung auf Grund der Vortestergebnisse gebilde-
ten ,,Matched Samples® jeweils nur bzgl. des Nachtests miteinander verglichen.

Identische Teilerunpe Vortest Nachtest

Items £rupp Mittelwert Standardabw. Mittelwert Standardabw.

Alle KK ges 0,46 0,16 0,46 0,23

+ 0,61 0,09 0,54 0,28

0 0,44 0,06 0,41 0,21

— 0,28 0,09 0,42 0,16

UK ges 0,47 0,16 0,58 0,16

+ 0,63 0,09 0,63 0,16

0 0,45 0,07 0,60 0,13

— 0,29 0,11 0,49 0,17

Geometrie- KK ges 0,40 0,19 0,42 0,27

items + 0,54 0,16 0,47 0,33

0 0,40 0,13 0,39 0,23

— 0,23 0,12 0,40 0,21

UK ges 0,44 0,19 0,56 0,17

+ 0,59 0,13 0,59 0,17

0 0,41 0,17 0,58 0,16

— 0,29 0,12 0,49 0,18

Algebra- KK ges 0,56 0,28 0,51 0,29

items + 0,75 0,24 0,64 0,31

(1} 0,53 0,25 0,44 0,29

— 0,37 0,21 0,43 0,22

UK ges 0,52 0,29 0,62 0,29

+ 0,69 0,24 0,71 0,28

0 0,53 0,27 0,63 0,27

— 0,30 0,21 0,49 0,28

Tab. 4: Empirische Mittelwerte und empirische Standardabweichungen der relativen Lo-
sungshdufigkeiten bzgl. bestimmter Itemgruppen des Tests

Da in nur zwei der fiinf Klassen die Unterrichtssequenz zum Anderungsverhalten
durchgefiihrt wurde, erfolgte die Auswertung der ,,Matched Samples* entsprechend in
zwei Untergruppen. Das waren einerseits die ,,Matched Samples®, bei denen in den Un-
terrichtsklassen die Unterrichtssequenz zum Anderungsverhalten durchgefiihrt worden
war (vgl. Abb. 11), und andererseits jene, bei denen die entsprechende Sequenz in den
Unterrichtsklassen nicht stattgefunden hatte (vgl. Abb. 12).

Die Schiilerinnen und Schiiler aus den Unterrichtsklassen ohne Unterrichtssequenz
zum Anderungsverhalten erreichten bei den Items zum Anderungsverhalten etwa diesel-
be Losungshaufigkeit wie ihre ,,Partner” aus den Kontrollklassen. Dagegen schnitten die
Probanden aus den Klassen mit der Unterrichtssequenz zum Anderungsverhalten bei den
entsprechenden Items etwas, aber nicht signifikant, besser ab als ihre ,,Partner in den
Kontrollklassen.

Insgesamt darf man wohl auf Grund der hier dargestellten Ergebnisse vorsichtig op-
timistisch sein und kann erwarten, dass ein auf dieses Schuljahr aufbauendes Jahr mit
weiteren Unterrichtseinheiten zum Anderungsverhalten eine Steigerung der entspre-
chenden Leistung bringen diirfte. Die Frage, ob ein Unterricht, in dem ,,nur mit Bewe-
gungen argumentiert, aber das Anderungsverhalten nicht thematisiert wird, dazu fiihrt,
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dass auch das Anderungsverhalten erfasst und beschrieben werden kann, ist nach den
hier vorliegenden Ergebnissen eher skeptisch zu beurteilen.

7 Diskussion und Ausblick

Ausgangspunkt der vorliegenden Stu-
die war die Uberzeugung, dass Be-
wegliches Denken ein wichtiges Pro-
zessziel des Mathematikunterrichts
darstellt und dass die zugehorigen Fa-
higkeiten zum Methodenrepertoire je-
der Schiilerin und jedes Schiilers ge-
horen sollten. Das intendierte Fernziel
im Hinblick auf die Entwicklung des
Beweglichen Denkens im Mathema-
tikunterricht besteht darin, die Schiile-

Items zum Anderungsverhalten
UKmit Unterr A

SEEERRREEE

ges. {N=29)

+{N=10} 0({N=14} -{N=5)

rinnen und Schiiler zu befahigen, ada-
quates Bewegliches Denken an geeig-
neten Stellen selbststédndig und flexi-
bel einzusetzen. Das hier umgesetzte
Unterrichtskonzept wollte die entspre-
chenden Fihigkeiten dadurch anbah-
nen und weiterentwickeln, dass die
Schiilerinnen und Schiiler zunichst
die Moglichkeiten und das Potential
dieser Denkweise an vielen Beispielen
erfahren und selbst anwenden konn-
ten.

Eine zentrale Forschungsfrage der
vorliegenden Langsschnittuntersu-
chung war, ob mit diesem Konzept
Bewegliches Denken langfristig ge-
fordert und entwickelt werden kann.
Da die Unterrichtsklassen im Nachtest
der Studie bzgl. der Items zum Be-
weglichen Denken signifikant besser
abschneiden als die Kontrollklassen,
ist diese Frage eindeutig positiv zu

Abb. 11: Prozentsatz der richtig geldsten Items zum
A"nderungsverhalten in den ,,Matched Samples“ aus
Unterrichts- (UK) und Kontrollklassen (KK), bei
denen in den UK die Unterrichtssequenz zum Ande-
rungsverhalten stattgefunden hat

ltems zum Anderungsverhalten
UK ohne Unterrichtssequenzzum Anderungsverhalten
100% -
90% -
80%
70%
60%

50% LIKK
40% 4% o UK|

30% 134,6%
20% 31.1% 26,9% 27,8%
10% 19,4%|
0%
ges. (N=49) +{N=18} 0(N=13} -{N=18)

Abb. 12: Prozentsatz der richtig geldsten Items zum
A"nderungsverhalten in den ,,Matched Samples “ aus
Unterrichts- (UK) und Kontrollklassen (KK), bei
denen in den UK die Unterrichtssequenz zum Ande-
rungsverhalten nicht stattgefunden hat

beantworten. Dazu miissen Lehrkrifte aber, wie hier geschehen, den Schiilerinnen und
Schiilern bewusst die Moglichkeit geben, Erfahrungen mit Argumentationen im Sinne
des Beweglichen Denkens zu sammeln.

Auch Lehrkréfte miissen sich zunéchst an diese Ausrichtung des Unterrichts gewoh-
nen. Dies zeigt eine Nachuntersuchung, bei der zwei Lehrkrifte, die bereits ein Schuljahr
nach dem Konzept dieser Studie unterrichtet hatten, noch einmal je eine siebte Klasse
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unterrichteten. Die Ergebnisse dieser beiden Klassen fielen deutlich besser aus als die
Ergebnisse des vorhergehenden Unterrichtsversuchs mit den genannten fiinf 7. Klassen.

Auch die Frage nach der Leistungssteigerung in Abhéngigkeit von den bereits im
Vortest nachgewiesenen Féhigkeiten des Beweglichen Denkens ldsst sich beantworten.
Die Schiilerinnen und Schiiler der Unterrichtsklassen, die auf Grund der Vortestergeb-
nisse in die mittlere Leistungsgruppe eingeordnet wurden, haben im Nachtest signifikant
bessere Ergebnisse als die entsprechende Gruppe der Kontrollklassen und erreichen so-
gar das Leistungsniveau der leistungsstirksten Gruppe. Die im Vortest leistungsstérkste
Teilgruppe der Unterrichtsklassen stagniert dagegen auf hohem Niveau, wihrend die
entsprechende Teilgruppe der Kontrollklassen in ihren Leistungen sogar abfillt.>> Eine
mdgliche inhaltliche Erklarung fiir dieses Phédnomen konnte sein, dass zur Entwicklung
des Beweglichen Denkens eine Forderung entsprechend der bereits vorhandenen Féhig-
keiten erfolgen muss. Dies ist fiir die mittlere Leistungsgruppe offensichtlich geschehen,
wihrend eine adiquate Férderung der oberen Leistungsgruppe bedeutet hitte, das Ande-
rungsverhalten und die damit verbundene Kompetenz in den Mittelpunkt des Unterrichts
zu stellen. Der deutliche Leistungsabfall der Kontrollklassen legt schlieBlich die Vermu-
tung nahe, dass bereits vorhandene Fahigkeiten des Beweglichen Denkens sogar ver-
kiimmern, wenn sie nicht explizit im Unterricht angewendet werden kénnen.

Die genannten Ergebnisse ermutigen zu weiteren Unterrichtsversuchen, die stirker
die dritte Fahigkeit des Beweglichen Denkens, nidmlich ,,Anderungsverhalten erfassen
und analysieren schulen. Dies ist notwendig, weil die vorliegenden Ergebnisse zeigen,
dass sich diese Féahigkeit des Beweglichen Denkens nur tendenziell aber nicht signifikant
verbessert, wenn die beiden anderen Fihigkeiten geschult werden. Da das Anderungs-
verhalten — nicht nur im Hinblick auf die Analysis der Oberstufe — zentral fiir den Ma-
thematikunterricht ist, wire eine deutliche Steigerung der entsprechenden Fahigkeit
wiinschenswert. Gerade hier werden aber immer wieder Defizite selbst noch bei Abitu-
rienten aufgezeigt (vgl. etwa Ossimitz 2000). Eine konsequente Schulung des Bewegli-
chen Denkens in allen Schuljahren konnte in diesem Bereich Fortschritte bringen.

Ein weiteres interessantes Ergebnis der vorliegenden Studie ist, dass sich Bewegli-
ches Denken in den Unterrichtsklassen nicht nur im Bereich der Geometrie verbessert
hat, in dem im Sinne des Beweglichen Denkens unterrichtet wurde, sondern auch in dem
durch die entsprechenden Testitems abgedeckten Bereich der Algebra. Offenbar schaffen
Schiilerinnen und Schiiler in gewissen Grenzen einen Transfer dieser Denkweisen in an-
dere Inhalte. Sicherlich miissen hier weitere Unterrichtsversuche zum Beweglichen Den-
ken — gerade auch im Bereich der Algebra — erfolgen, um auszuloten, inwieweit dadurch
die Ergebnisse weiter verbessert werden kdnnen.

Dariiber hinaus bleibt es zukiinftigen Forschungsarbeiten iiberlassen, empirisch zu
untersuchen, wo eine Herangehensweise im Sinne des Beweglichen Denkens im Ma-
thematikunterricht besonders Gewinn bringend ist und in welchen Gebieten Bewegliches
Denken moglicherweise nicht zum Verstdndnisgewinn beitragt.

35 Teilweise ist dies wohl auch mit dem statistischen Effekt der Regression zur Mitte erklérbar.
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