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Zusammenfassung. Dieser Artikel basiert auf der Uberzeugung des Autors, dass die
Nutzung von vernetzenden Lernumgebungen zu einem effektiveren Lernprozess bei
mathematischen Inhalten beitragen kann. Dazu wird zunéchst diskutiert, was eine vernet-
zende Lernumgebung ausmacht. Darauf aufbauend wird das Konzept des Mathematik-
Labors ,,Mathe ist mehr der Universitdt Landau umrissen, das aus solchen vernetzenden
Lernumgebungen besteht und am Beispiel der Laborstation ,,Gleichdicks* konkretisiert.

Vernetzende Lernumgebungen!?

Vor der Nutzung von vernetzenden Lernumgebungen ist zunédchst die Frage zu
klaren, was unter diesem Etikett verstanden werden soll. Dies ist schon deshalb
nicht ganz leicht, weil sowohl der Begriff ,,Lernumgebung® als auch der Begriff
»Vernetzung® in der neueren didaktischen Literatur zwar hdufig verwendet, aber
nur sehr selten definiert werden. Versuchen wir uns also diesen Begriffen etwas
anzunahern.

Lernumgebung

In der Regel wird die Bezeichnung ,,Lernumgebung® verwendet, wenn ein zur
Unterstiitzung von Lernprozessen planvoll gestaltetes Gesamtarrangement ge-
meint ist. Reinmann und Mandl (2006) geben folgende Definition an:

,,Eine durch Unterricht hergestelite Lernumgebung besteht aus einem Arrangement
von Unterrichtsmethoden, Unterrichtstechniken, Lernmaterialien, Medien. Dieses
Arrangement ist durch die besondere Qualitét der aktuellen Lernsituation in zeitli-
cher, rdumlicher und sozialer Hinsicht charakterisiert und schlieft letztlich auch
den jeweiligen kulturellen Kontext mit ein.“  (Reinmann und Mandl 2006, S. 615f)

Eine erfahrene Lehrkraft wird sich nach dieser sehr allgemein gehaltenen Defi-
nition fragen, welcher Unterricht nicht als Lernumgebung zu bezeichnen waére.
Aus der Perspektive der Mathematikdidaktik missen Lernumgebungen, nicht
nur aus diesem Grund, einer Reihe von weiteren Aspekten genligen. Wittmann
(1998), fir den Design und Erforschung von Lernumgebungen den Kern der
Mathematikdidaktik darstellen, fordert etwa:

,, Lernumgebungen bester Qualitdit, sogenannte substantielle Lernumgebungen, miis-
sen folgenden Kriterien geniigen:



1. Sie missen zentrale Ziele, Inhalte und Prinzipien des Mathematikunterrichts re-
prasentieren.

2. Sie mussen reiche Méglichkeiten fiir mathematische Aktivitaten von Schiiler/-
innen bieten.

3. Sie missen flexibel sein und leicht an die speziellen Gegebenheiten einer be-
stimmten Klasse angepasst werden kénnen.

4. Sie mussen mathematische, psychologische und padagogische Aspekte des Leh-
rens und Lernens in einer ganzheitlichen Weise integrieren und daher ein weites Po-
tential fiir empirische Forschungen bieten. (Wittmann 1998, S. 338f)

Wollring (2009) charakterisiert Lernumgebungen u. a. wie folgt:

,, Eine Lernumgebung ist im gewissen Sinne eine natiirliche Erweiterung dessen, was
man im Mathematikunterricht traditionell eine ,gute Aufgabe’ nennt. Eine Lernum-
gebung ist gewissermaBen eine flexible Aufgabe oder besser, eine flexible groRRe
Aufgabe. Sie besteht aus einem Netzwerk kleinerer Aufgaben, die durch bestimmte
Leitgedanken zusammen gebunden werden.

(Wollring 2009, S. 13, Hervorhebungen im Original)

Es gibt offensichtlich eine ganze Reihe von Perspektiven auf und Anforderun-
gen an Lernumgebungen fur den Mathematikunterricht. Entscheidend ist dabei,
dass die Lernumgebungen mathematisch fundiert und reichhaltig genug sind,
um damit wesentliche Entdeckungen machen und Erkenntnisse gewinnen oder
vertiefen zu konnen. Gute Lernumgebungen regen Schilerinnen und Schiler
dazu an, ihr eigenes Handeln zu reflektieren. Dies kann durch das Einfordern
von Erklarungen und Beschreibungen des eigenen Tuns (in der Partnerarbeit
und im Plenum) und durch geeignete Methoden der Ergebnissicherung unter-
stitzt werden. Daneben missen Lernumgebungen eine Binnendifferenzierung
ermdglichen und logistisch leicht im Unterricht eingesetzt werden kénnen. Nach
Wollring (2009) diirfen sie aulerdem nicht isoliert stehen, sondern missen be-
wusst mit anderen Lernumgebungen vernetzt sein.

Die Zusammenstellung im folgenden Kasten stellt den Versuch dar, wesentliche
Aspekte explizit zu benennen, die bei der Entwicklung und Beurteilung von
Lernumgebungen flr den Mathematikunterricht von Bedeutung sind. Gerade
auch mit Blick auf die Definition von Lernumgebungen bei Reinmann und
Mandl (2006, S. 615f) sind die ersten beiden Punkte als einschrankende Spezifi-
zierung zu sehen. Im Folgenden wird ausschlieflich von Lernumgebungen ge-
sprochen, wenn sie auf das selbstandige Arbeiten von Schilerinnen und Schi-
lern abgestellt sind und entdeckendes Lernen erméglichen. Dariiber hinaus sind



aber auch die weiteren Punkte sehr wesentlich fiir eine gelungene mathemati-
sche Lernumgebung.

Lernumgebungen fiir den Mathematikunterricht

e Bilden den Rahmen fiir das selbststandige Arbeiten von Lerngruppen
oder individuell Lernenden,

e sollen entdeckendes Lernen ermdglichen,

e umfassen geeignete Medien, Materialien sowie Aufgabenstellungen,
die hinreichend offen sind, um differenzierend zu wirken,

e sind inhaltlich sinnvoll strukturiert und fachlich korrekt,
e Dbieten vielfaltige Zugénge zu einem mathematischen Phanomen,
e setzen einen methodischen und sozialen Rahmen,

e fordern zur Kommunikation und Reflexion tber das Erarbeitete
heraus,

¢ enthalten Aufforderungen zur Dokumentation der Ergebnisse
e und bieten bei Bedarf individuell abrufbare Hilfestellungen an.
(vgl. Vollrath und Roth, 2011, S. 150ff)

Vernetzung

In der aktuellen mathematikdidaktischen Diskussion ist das Thema ,,Vernetzun-
gen im Mathematikunterricht in aller Munde. Im Jahr 2007 hat Astrid Brink-
mann ihre Dissertation zu diesem Thema verdffentlicht, vor kurzem hat Horst
Hischer (2010) ein ganzes Buch dartber verfasst und im Jahr 2009 wurde ein
GDM-Arbeitskreis ,,Vernetzungen im Mathematikunterricht” ins Leben gerufen,
der 2011 seinen ersten Tagungsband (Brinkmann 2011) herausgegeben hat.
Durch welche Aspekte Vernetzungen im Mathematikunterricht charakterisiert
sind, ist zwischen den Autoren durchaus strittig und wird hdufig sehr weit ge-
fasst. Der genannte GDM-Arbeitskreis beschéftigt sich nach eigener Darstellung
auf seiner Internetseite (Brinkmann 2009) unter anderem mit der Verbindung
von mathematischen Fachinhalten, der Beziehungen zwischen Mathematik und
ihrer Anwendung, der Nutzung der Tatigkeiten des Modellierens und des Prob-
lemldsens als Vehikel zur Vernetzung, sowie der Thematisierung von Methoden
zur Vernetzung wie etwa Mind Mapping.




Vor diesem Hintergrund wird deutlich, wie wichtig es ist, fur die hier propagier-
ten ,,vernetzenden Lernumgebungen® anzugeben, was denn nun eigentlich ver-
netzt wird. Konkret sind hier vier Aspekte wesentlich, die Vernetzung von

e Lehrplaninhalten,

e individuellen Perspektiven,
e Medien und

e Lernorten.

Vernetzen von Lehrplaninhalten

Bei den hier vorgestellten vernetzenden Lernumgebungen steht immer ein Pha-
nomen im Mittelpunkt. Um es zu verstehen ist in der Regel eine ganze Reihe
von Inhalten der Mathematiklehrplane verschiedener Jahrgangsstufen zu (re-)
aktivieren und miteinander zu vernetzen. So konnen Beziehungen zwischen
Lehrplanthemen hergestellt, beziehungsweise erkannt werden, die Schilerinnen
und Schiler sonst mdglicherweise als unverbunden nebeneinander stehend
wahrnehmen. Diese Art der Vernetzung beruht auf der Anwendung von Féhig-
keiten und Kenntnissen aus verschiedensten mathematischen Inhaltshereichen
und hat das Verstehen, also das mathematische Durchdringen von Phanomenen
zum Ziel.

Daneben bieten solche vernetzenden Lernumgebungen aber auch noch eine
weitere Moglichkeit zur Vernetzung von Lehrplaninhalten. Hier geht es, ausge-
hend von einem Ph&dnomen, um die Erarbeitung spezifischer Lehrplaninhalte.
Auch hierzu missen Vorkenntnisse (re-)aktiviert werden. Dahinter steht das
genetische Prinzip, dessen Vorgehensweise Wagenschein (1968, S. 35) wie
folgt beschreibt:

,, Wir steigen also beim ,Einstieg‘ von dem Problem aus hinab ins Elementare, wir
suchen das, wonach es zu einer Erklarung verlangt. Eine Auswahl ist damit gege-
ben: wir haufen nicht mehr auf Vorrat, sondern suchen, was wir brauchen, wir ver-
fahren also wie in der urspringlichen Forschung. Das Seltsame fordert uns heraus,
und wir fordern ihm das Einfache ab. “

(Wagenschein 1968, S. 35, Hervorhebungen im Original)

Vernetzt wird hier also durch die Erarbeitung von neuen Inhalten, aus dem Be-
dirfnis heraus, ein Phdnomen zu verstehen. Dadurch werden wieder Beziehun-
gen hergestellt. Der Anwendungsbezug wird nicht nachtrdglich, zum Erarbeite-
ten passend, konstruiert, sondern ist Ausgangspunkt der Uberlegungen.



Vernetzen von individuellen Perspektiven

Die hier vorgestellten vernetzenden Lernumgebungen sind grundsétzlich fur die
gemeinsame Arbeit mehrerer Lernender an einem Phanomen ausgelegt. Daran
entwickelt sich fast zwangslaufig eine intensive Kommunikation tiber mathema-
tische Inhalte. Dadurch werden individuelle Sichtweisen der Schilerinnen und
Schiler auf die Mathematik offengelegt und in der gemeinsamen Auseinander-
setzung mit dem Ph&nomen entweder ausgeschérft oder ggf. auch hinterfragt.
Das gemeinsame Arbeiten von Lernenden kann inshesondere bei komplexeren
Ph&nomenen auch deshalb sinnvoll sein, weil diese einzelnen Lernenden alleine
oft gar nicht erfolgreich bearbeitet werden kdénnen. Erst im Zusammenspiel der
verschiedenen Fahigkeiten der Beteiligten, ihrer unterschiedlichen Vorerfahrun-
gen, Sicht-, Denk- und Herangehensweisen lassen sich solche Phdnomene ma-
thematisch durchdringen und Probleme erfolgreich Iésen.

Vernetzen von Medien

Im Zusammenhang mit Vernetzungen im Mathematikunterricht wird ein As-
pekt, ndmlich das sinnvolle Zusammenwirken verschiedenster Medien hdufig
nicht ausreichend beachtet. Dadurch gehen wesentliche Impulse fiir eine schii-
lerzentrierte, eigenstdndige Erarbeitung von mathematischen Inhalten verloren,
denn ,.ein geeigneter und individuell verantworteter Einsatz verschiedenster
Medien [kann] eine entscheidende Komponente bei Problemldseprozessen sein®
(Roth 2009, S. 167). Bei den im Folgenden dargestellten vernetzenden Lernum-
gebungen werden im Wesentlichen auf der Basis von dynamischen Mathematik-
systemen erzeugte Simulationen, gegenstindliche Modelle, ,,Papier und Blei-
stift®, sowie vereinzelt Videos als Medien eingesetzt. Dabei haben sich gegen-
stdndliche Modelle insbesondere fiir den guten Einstieg und den leichteren in-
haltlichen Zugang zu Aspekten des betrachteten Phdnomens als fruchtbar erwie-
sen, wahrend die Simulationen ihre Starken immer dann ausspielen, wenn die
Beziehung zwischen dem Ph&nomen und dem mathematischen Gehalt heraus-
gearbeitet wird. Dazu kann gerade das Ansteuern von Spezial- oder Grenzféllen
beitragen, die so mit gegenstandlichen Modellen in der Regel gar nicht umge-
setzt werden kdnnen. Haufig ist es aber auch erst die Simulation, die Unzuléng-
lichkeiten und Fehlinterpretation, die im Zusammenhang mit dem Arbeiten am
gegenstandlichen Modell aufgetreten sind, aufdecken und beheben hilft. Dazu
ist es u. a. hilfreich, dass in Simulationen auch Fokussierungshilfen (z. B. farbli-
che oder gestalterische Hervorhebungen wesentlicher Aspekte) realisierbar sind,
die ein und wieder ausgeblendet werden kénnen.



Vernetzen von Lernorten

Im Zusammenhang mit auBerschulischen Lernorten, wie dem Mathematik-
Labor ,,Mathe ist mehr*, ist dartiber hinaus die Vernetzung der verschiedenen
Lernorte der Schiilerinnen und Schiiler (Schule, auerschulischer Lernort und
.JKinderzimmer*) ganz wesentlich. Inhalte werden im Unterricht im Klassen-
verband der Schule erarbeitet. Darauf aufbauend arbeiten die Schilerinnen und
Schiler selbsttatig im Mathematik-Labor ,,Mathe ist mehr, anschlieBend wer-
den die gemachten Erfahrungen im Unterricht wieder aufgegriffen und vertieft.
Bei Bedarf konnen die Schiilerinnen und Schiler jederzeit tiber die begleitenden
Internetseiten, die unter der Adresse www.mathe-labor.de abrufbar sind, auf die
nichtgegenstandlichen Materialien der jeweiligen Laborstation zugreifen und so,
je nach eigenem Interesse, ihre Arbeit am Thema auch von Zuhause aus noch
vertiefen.

Mathematik-Labor ,,Mathe ist mehr*

An der Universitat Koblenz-Landau wird am Campus Landau von der Arbeits-
gruppe Didaktik der Mathematik (Sekundarstufen) das Mathematik-Labor ,,Ma-
the ist mehr betrieben. Es ist als auBerschulischer Lernort und Schilerlabor
konzipiert, das aus vernetzten Lernumgebungen besteht. Diese unterstiitzen
Schulerinnen und Schiller dabei, Phdnomene mathematisch zu durchdringen. In
das Mathematik-Labor werden ganze Schulklassen der Sekundarstufen eingela-
den, die in Kleingruppen ca. drei Stunden lang an jeweils einem Thema arbei-
ten.

Durch experimentellen Umgang mit gegenstéandlichen Modellen und systemati-
sche Variation in Computersimulationen sollen sowohl das Verstdndnis techni-
scher Vorgénge, als auch das mathematische Grundlagenwissen verbessert wer-
den. Die Schillerinnen und Schiiler erkennen durch eigenstdndiges (mathemati-
sches) Experimentieren und Modellieren die zugrunde liegenden Prinzipien,
setzen diese in Beziehung zu ihrem mathematischen Wissen und vernetzen
beides durch das Arbeiten mit Simulationen. Erfahrungen mit den gegenstandli-
chen Modellen und Simulationen werden mathematisiert, also aufbereitet, sys-
tematisiert und darauf aufbauend mathematische Darstellungen sowie analyti-
sche Beschreibungen entwickelt. Es geht dabei um das Auffinden und Darstel-
len mathematischer Zusammenhange, die Klarung notwendiger mathematischer
Grundlagen und evtl. die Uberpriifung von Hypothesen. Dazu werden in den
Laborlernumgebungen schriftliche gestufte Hilfen angeboten, die individuell


http://www.mathe-labor.de/

nach Bedarf und abhangig vom gewahlten Zugangsweg abgerufen werden kén-
nen.
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Abb. 1: Drei Komponenten des Mathematik-Labors ,,Mathe ist mehr*

Es gibt bereits bestehende und noch in der Entwicklung befindliche Laborstati-
onen zu unterschiedlichen Themen, die sich grob in drei Kategorien einteilen
lassen:

e Innermathematische Themen
(Unendlich, figurierte Zahlen, Kryptologie, Rollkurven, historische In-
strumente, Gleichdicks, Strahlensatze, Schaltalgebra, Graphentheorie,
bedingte Wahrscheinlichkeit)

e Themen mit Bezug zu den Naturwissenschaften
(Linsen, Brechung, Lochkamera, Schatten, Spiegel, schiefer Wurf)

e  Themen mit Alltagsbezug
(Einparken, Baggerarmsteuerung, Lotto, Vermessung, Fulball, GPS,
Roulette)

Im Folgenden werden anhand der Laborstation ,,Gleichdicks® (einem innerma-
thematischen Thema) einige Aspekte von vernetzenden Lernumgebungen im
Rahmen des Mathematik-Labors ,,Mathe ist mehr* konkretisiert.



,»Gleichdicks* — ein Beispiel fur eine vernetzende Lernumgebung

Die Station ,,Gleichdicks* geht vom Phidnomen der Unterlegrollen aus. Diese
wurden bereits im Altertum benutzt, um schwere Lasten, etwa Steinquader fir
den Bau von Pyramiden, zu transportieren. Dazu hat man, wie in Abbildung 2
dargestellt, runde Holzer unter den Quader gelegt und ihn so rollend bewegt.
Wenn der kreisformige Querschnitt der Holzer jeweils denselben Durchmesser
hat, dann I&sst sich der Quader auf diese Weise ohne zu wackeln transportieren.

Abb. 2: Unterlegrollen

Aus der innermathematischen Perspektive stellt sich hier die Frage, ob das auch
mit anderen Querschnitten der Unterleghdlzer funktionieren wirde, wie etwa
mit denen in Abbildung 3.

Abb. 3: Lassen sich diese Holzer als Unterlegrollen verwenden?



Vor dem Weiterlesen lohnt sich eine kurze Reflexion, welche der Figuren wohl
als Querschnitte fiir Unterleghélzer geeignet sind.* Diese Frage lasst sich gut mit
Hilfe von gegenstandlichen Modellen klaren (vgl. Abbildung 4). Legt man nam-
lich, bei ebener Unterlage, ein Brett auf entsprechende Rollen, stiitzt sich von
oben auf das Brett und bewegt es hin und her, so kann man sehr eindriicklich die
Erfahrung machen, ob hier etwas ,,wackelt®, ob also eine Auf- und Abbewegung
vorliegt oder das Brett immer denselben Abstand zur Unterlage beh&lt. Dabei
wird schnell deutlich, dass es einige sehr unterschiedliche Querschnitte gibt, die
sich flr Unterlegrollen eignen.

Abb. 4: Interessante Unterlegrollen

Allein aus dieser Erfahrung lésst sich auch die wesentliche Bedingung fur die
gewunschte Funktionalitat ableiten: Das aufgelegte Brett muss immer denselben
Abstand zum Boden haben. Dazu miissen die Querschnittsfiguren in alle Rich-
tungen dieselbe Dicke aufweisen, also sogenannte Gleichdicks sein.

! Es geht hier nur um die innermathematische Perspektive auf diese Frage. Physikalische
Aspekte wie Gleichgewichtslagen, Druckverteilungen und &hnliches werden bei den
folgenden Betrachtungen unberiicksichtigt gelassen.



Abb. 5: Dicke messen

Mit Hilfe einer Schieblehre lasst sich dies an den gegenstandlichen Modellen
(vgl. Abbildung 5) Uberpriifen. Das Anlegen einer Schieblehre kann man sich
auf Schilerniveau als Anlegen von zueinander parallelen Geraden an die Figur
vorstellen. Diese Geraden ,,beriihren” die Figur jeweils nur am Rand, d. h. an
mindestens einem Randpunkt, aber nie im Inneren der Figur. Man nennt die
Geraden auch ,,Stiitzgeraden. Abbildung 6 zeigt ein Stitzgeradenpaar einer
Figur bzgl. einer vorgegebenen Richtung.

Richtung .
-~
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-~

Abb. 6: Figur mit zueinander parallelen Stiitzgeraden in einer vorgegebenen Richtung.

Interessanterweise erkennen die Schiilerinnen und Schiler beim Messen nicht
immer, ob es sich um ein ,,Gleichdick® handelt oder nicht. So wird etwa ein
regulédres Siebeneck von vielen Schiilern nach dem Messen mit einer Schiebleh-
re fir ein Gleichdick gehalten, also eine Figur, die in alle Richtungen dieselbe
Dicke besitzt. Es werden namlich in der Regel nur Richtungen ausgewahlt, in
denen sich die Schieblehre gut anlegen lasst. Die Diagonallangen werden haufig



gar nicht gemessen. Hier zeigt sich zum ersten Mal, dass eine Vernetzung ver-
schiedener Medien von groem Vorteil fur das Verstandnis sein kann. Eine im
Anschluss an das Arbeiten mit den gegenstandlichen Modellen eingesetzte Si-
mulation (vgl. Abbildung 7), bei der die Schiilerinnen und Schiiler ein zueinan-
der paralleles Stiitzgeradenpaar der Figur ,,stetig” um die Figur rotieren lassen
kénnen, wird aufgrund der Erfahrungen mit den gegenstdndlichen Modellen
ohne Erléuterung verstanden.

Stiitzgeraden rotieren

Figur auswihlen:

~ Reuleaux-Finfeck
r~ Reulea
%Dreieck

 Kreis

An B ziehen, um die Figur zu verandern!

Anzeigen:

~ Stltzgeraden
# Richtung

# Abstand der S

Abb. 7: Simulation mit zueinander parallelen Stiitzgeraden,
die um die Figur gedreht werden kdnnen

Das Arbeiten mit gegenstandlichen Modellen vor der systematischen Variation
von Simulationen scheint also das Verstdndnis des Phdnomens und damit den
Zugang zum Arbeiten mit Simulationen zu erleichtern. Andererseits unterstiitzt
die Simulation sehr deutlich die Fokussierung auf das Wesentliche und erleich-
tert die Erkenntnisgewinnung. Dies zeigt sich etwa daran, dass alle Schiilerinnen
und Schiller anhand der Simulation korrekt entscheiden, bei welcher Figur es
sich um ein Gleichdick handelt und bei welcher nicht. Interessanterweise gelingt
dies oft sogar schon, bevor die Schilerinnen und Schiler die Stiitzgeraden rotie-
ren lassen und deren gegenseitiger Abstand beobachtet werden konnte. Dieser
Blick auf das Wesentliche filhrt auch dazu, dass die Schilerinnen und Schuler
zum Teil ganz bewusst Grenzfélle ansteuern und untersuchen. So werden unter
anderem auch gezielt die Situationen angesteuert, bei denen die Stiitzgeraden an



Diagonalen anliegen. Dieses Vorgehen spielt beim realen Messvorgang mit der
Schieblehre dagegen praktisch gar keine Rolle.?

Gleichdicks sind offensichtlich als Unterlegrollen geeignet. Lassen sie sich aber
auch als Réader an Achsen verwenden? Ein Experiment, bei dem man ein Brett
auf die Achsen der Rollen aus Abbildung 5 legt, zeigt, dass das, abgesehen vom
Kreis, bei keinem Gleichdick funktioniert (vgl. Abbildung 8).
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Abb. 8: Lassen sich Gleichdicks als Rader an Achsen verwenden?

Ein einfaches weiteres Experiment (vgl. Abbildung 9) macht deutlich, woran
das liegt. Dazu durchbohrt man ein Gleichdick im Mittelpunkt® (der Radnabe),

2 Die Analyse der Schiilerarbeit an den Simulationen und gegenstandlichen Modellen der
Laborstation wurde durch die lickenlose Aufzeichnung (vgl. Abbildung 7) und Kom-
mentierung mit Hilfe der Software Morae (TechSmith 2011) deutlich erleichtert. Dabei
wurde die im Laptop integrierte Webcam nicht nur fur die Aufnahme der Schilerinnen
und Schiller beim Arbeiten an den Simulationen verwendet. Durch geschickte Platzie-
rung des Laptops und des Gruppentisches konnte so auch die gesamte Gruppenarbeits-
phase ohne sichtbare und dadurch potentiell stérende Kamera aufgezeichnet werden.

% Im Allgemeinen ist nicht sofort klar, was der Mittelpunkt eines Gleichdicks ist. Fir
Reuleaux-Polygone, also Gleichdicks, die ein reguléres Vieleck als Stitzfigur besitzen,
ist aber sofort einsichtig, dass der Mittelpunkt des Umkreises des Stiitzpolygons auch der
Mittelpunkt des Reuleaux-Polygons ist.



steckt einen Stift hindurch und rollt es auf einer Schiene ab. Im Gegensatz zum
kreisférmigen Rad, dessen Mittelpunkt (Radnabe) eine Parallele zur Unterlage
durchlauft, ergeben sich bei allen anderen Gleichdicks wellenférmige Kurven.
Der Abstand der Radnabe von der Unterlage variiert hier also. Dies lasst sich
verstehen, wenn man sich Speichen in das ,,Rad“ hineindenkt. Anhand einer
Simulation mit rotierender Speiche erkennen die Schilerinnen und Schiler, dass
bei allen Gleichdicks aulRer dem Kreis diese Speichen unterschiedlich lang sind.
Aus diesem Grund muss eine Bewegung auf ebener Grundflache zu einer Auf-
und Abbewegung der Achse filhren.

Abb. 9: Experiment zum Erzeugen der Bahnkurve des Mittelpunkts eines Reuleaux-Dreiecks

Das einfachste Gleichdick neben dem Kreis ist ein gleichseitiges Kreisbogen-
dreieck. Bei diesem Gleichdick, dem sogenannten Reuleaux-Dreieck” (vgl. Ab-
bildung 10), werden Uber den Seiten eines gleichseitigen Dreiecks (Stltzpoly-
gon) Kreisbdgen so konstruiert, dass jede Ecke der Mittelpunkt des gegeniiber-
liegenden Kreisbogens ist. Bereits an diesem einfachen Gleichdick wird sehr
schnell deutlich, welchen mathematischen Tiefgang man hier erreichen kann.

\-_—/

Abb. 10: Reuleaux-Dreieck

4 Reuleaux-Polygone sind nach dem Professor fiir Maschinenlehre Franz Reuleaux
(1829-1905) benannt.



Exkurs: Bahnkurve des Mittelpunkts des Reuleaux-Dreiecks

Fragt man sich welche Bahnkurve von der Radachse eines Reuleaux-Dreiecks
durchlaufen wird, dann ergeben sich neben leicht fassbaren Aspekten auch sol-
che, die nicht offensichtlich und deutlich anspruchsvoller sind. Dadurch ergeben
sich Mdglichkeiten zur Differenzierung fur sehr leistungsstarke Schilerinnen
und Schuler.

Abb. 10a: Bahnkurve des Mittelpunkts des Reuleaux-Dreiecks beim Abrollen auf einer Geraden

Bei der genauen Beobachtung des Bewegungsablaufs (vgl. Abbildung 10a) fallt
auf, dass es Phasen gibt, in denen das Reuleaux-Dreieck um einen seiner Eck-
punkte kippt. Beim Kippen bleibt die ,,Radnabe“ immer gleich weit vom Dreh-
punkt entfernt. Der Mittelpunkt des Reuleaux-Dreiecks bewegt sich in diesen
Phasen also jeweils auf einem Kreisbogen (vgl. Abbildung 10b).

Abb. 10b: Teilkurven: Kreisbogenstiicke beim Drehen um
jeweils einen Eckpunkt des Reuleaux-Dreiecks

Daneben gibt es Phasen in denen das Reuleaux-Dreieck auf einer seiner Seiten
(Kreisbogen) abrollt. Dies lasst sich als Abrollen eines Kreises auf der Unterla-
ge interpretieren (vgl. Abbildung 10c). Wenn man sich die Bewegung fortge-



setzt vorstellt, dann erkennt man mit einiger Erfahrung die Situation einer Zyk-
loide. In dieser Phase kann der Mittelpunkt des Reuleaux-Dreiecks also als
(Ventilend-)Punkt auf einem Fahrradreifen interpretiert werden, der auf einer
Geraden abrollt.
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Abb. 10c: Teilkurven: Beim Abrollen auf einer ,,Seite* des
Reuleaux-Dreiecks entstehen Zykloidenabschnitte

Insgesamt ist die Bahnkurve des Mittelpunkts also eine zusammengesetzte Kur-
ve aus Kreisbogenstiicken, die aus der Drehung um jeweils einen Eckpunkt
resultieren und Zykloidenabschnitten, die beim Abrollen auf jeweils einer Seite
des Reuleaux-Dreiecks entstehen. Die Abbildungen 10b und 10c zeigen Mo-
mentaufnahmen dieser Teilbewegungen mit angedeuteten Fortsetzungen der
jeweiligen Teilkurven.

Intuitiv erwartet man, dass die Bahnkurve symmetrisch bzgl. der Unterlage
(untere Gerade) und der aufliegenden Last (obere Gerade) ist. Dies ist aber nicht
der Fall, wie man sich anhand der Bewegung eines Eckpunkts des Reuleaux-
Dreiecks leicht klar machen kann. Wenn der Punkt die untere Gerade beriihrt,
dann kippt das Reuleaux-Dreieck gerade um diesen Eckpunkt. Wenn der Punkt
allerdings die obere Gerade beriihrt, dann rollt das Reuleaux-Dreieck gerade auf
dem gegeniberliegenden Kreisbogen ab. Die Bahnkurve eines solchen Eck-
punkts (vgl. Abbildung 10d) macht dies noch einmal sehr deutlich. Sie setzt sich
in Abbildung 10d von links nach rechts aus einem Zykloidenstiick (Abrollen am
angrenzenden Kreisbogen), einem Kreishogenstiick (Kippen um die benachbarte
Ecke), einer Geraden (Abrollen auf dem gegeniiberliegenden Kreisbhogenstiick),
einem Kreishogenstiick (Kippen um die andere benachbarte Ecke) und schlief3-



lich wieder einem Zykloidenstiick (Abrollen am anderen angrenzenden Kreis-
bogen) usw. zusammen.®

Abb. 10d: Bahnkurve eines Eckpunkts des Reuleaux-Dreiecks

Dieser Exkurs sollte das mathematische Potential andeuten, das das Thema
,,Gleichdicks* erdffnet. Im Rahmen einer Laborstation des Mathematik-Labors
kdnnen davon nur Teile bearbeitet werden. Interessierten Schilern bietet sich
aber die Gelegenheit, sich in vielfaltiger Weise weiter damit auseinanderzuset-
zen, etwa im Rahmen von Facharbeiten.

Konstruktion von Gleichdicks

Nach den Erfahrungen die die Schilerinnen und Schiler bis hierhin im Rahmen
der Laborstation mit Gleichdicks gesammelt haben, stellt sich die Frage, wie
derartige Gleichdicks konstruiert werden kénnen. Das Reuleaux-Dreieck lasst
sich mit Hilfe eines gleichseitigen Dreiecks als Stlitzpolygon aus Kreisbdgen
konstruieren, deren Mittelpunkt in einem Eckpunkt liegt und die jeweils durch
die beiden Ubrigen Eckpunkte verlaufen. Fir die Schiilerinnen und Schler ist
die Frage interessant, ob auch uber allen anderen regelméRigen n-Ecken regulé-
re Reuleaux-Polygone erzeugt werden kénnen. Zu diesem Zweck erhalten sie
auf Papier vorgegebene regulére n-Ecken als Stitzpolygone und sollen auf die-
ser Basis, jeweils mit Hilfe eines Zirkels, Reuleaux-Polygone konstruieren.

Jeder Schuler der Gruppe wahlt sich ein Stltzpolygon aus (vgl. Abbildung 11a)
und soll zunéchst einfach versuchen, eine entsprechende Figur zu konstruieren.
Dabei gelangen einige Schilerinnen und Schiiler schnell zum Erfolg, indem sie
jeweils einen Eckpunkt des Stiitzpolygons als Kreismittelpunkt benutzen und

® Eine genauere Erorterung der Frage, warum die Mittelpunktskurve nicht symmetrisch
bzgl. Unterlage und Unterkante des Rollguts ist, findet sich bei Walser (2011c). Dort
wird unter anderem auch auf verschiedene mdgliche Bezugssysteme eingegangen.



einen Kreishogen durch die Endpunkte der gegeniiberliegenden Strecke zeich-

nen. Nachdem sie diesen Vorgang n Mal bei ihrem n-Eck wiederholt haben,
schlieft sich ihr Reuleaux-Polygon.
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Abb. 11a: Mdgliche Stiitzpolygone fiir Reuleaux-Polygone?

Andere Schilerinnen und Schiiler haben weniger Gliick. Bei ihren Stlitzpolygo-
nen funktioniert diese Strategie offensichtlich nicht. Es wird schnell deutlich,

dass das bei n-Ecken mit gerader Eckenzahl grundsétzlich nicht funktioniert
(vgl. Abbildung 11b).
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Abb. 11b: Die Schiilerinnen und Schiiler erkennen, das die Konstruktion nur
fur Stutzpolygone mit ungeradzahliger Eckenanzahl funktioniert



Die Argumente der Schillerinnen und Schiler dafiir, warum das so ist, sind zum
Teil interessant. Sie erkennen jedoch alle, dass dies daran liegt, dass die zur
Konstruktion des Kreishogens Uber der entsprechenden Seite des Stiitzpolygons
gegentberliegende Ecke bei gerader Anzahl der Ecken fehlt. Hier muss natir-
lich ein Eckpunkt vorhanden sein, der auf der Mittelsenkrechten zur gewéhlten
Seite liegt. Dies ist aber nur bei ungerader Eckenzahl der Fall.

Dariber hinaus gibt es noch eine ganze Reihe von Konstruktionsmdéglichkeiten
fur ganz unterschiedlichen Gleichdicktypen, die in Reichweite der Schilerinnen
und Schiiler der Sekundarstufe | sind. Im Rahmen der Station wird folgender
Konstruktionstyp thematisiert und von den Schilerinnen du Schiillern umgesetzt,
bei dem unregelmaRige Gleichdicks so aus Kreisbogenstiicken zusammenge-
setzt werden, dass keine Ecken entstehen.

Abb. 12: UnregelmaRiges Gleichdick

Das in Abbildung 12 dargestellte Gleichdick wurde auf der Basis der gestrichelt
eingezeichneten Geraden konstruiert. Dazu wahlt man sich zunachst einen ge-
eigneten Punkt auf einer der Geraden (in der Abbildung der Punkt ganz rechts).
Von diesem Punkt soll ein Kreisbogen konstruiert werden, der bis zur nachsten
Geraden verlauft und beide beteiligten Geraden jeweils senkrecht schneidet.



Letzteres ist notig, damit die jeweils aneinanderstoRenden Kreisbogenstiicke am
Berlihrpunkt eine gemeinsame Tangente besitzen, das fertige Gleichdick also
keine Ecken hat. Dies l&sst sich nur dadurch realisieren, dass der Schnittpunkt
der beiden beteiligten Geraden der Mittelpunkt des zu konstruierenden Kreisbo-
gens ist. Der néchste Kreishogen verlauft dann in analoger Weise bis zur nachs-
ten Geraden. Fur die Schilerinnen und Schiiler die an der Laborstation arbeiten,
wurde dazu ein Anleitungsvideo erstellt, das auf der Seite www.mathe-labor.de
abgerufen werden kann.

Warum handelt es sich bei der Figur in Abbildung 12 um ein Gleichdick? Um
dies zu kl&ren, ist zu Uberprifen, ob die Figur in alle Richtungen dieselbe Dicke
besitzt. Zundchst ist die Dicke der Figur in Richtung einer der eingezeichneten
Geraden nichts anderes als die Lange der von der Figur aus der Geraden ausge-
schnittenen Strecke. Diese Strecke ist die Summe der beiden Radien der Kreis-
bdgen zwischen dieser Gerade und der folgenden Gerade. Also ist die von der
Figur aus der folgenden Geraden ausgeschnittenen Strecke wieder genausolang,
wie die Lange der vorherigen Strecke, da sie sich aus denselben Radien zusam-
mensetzt. Dreht man in Gedanken die erste Gerade um den Schnittpunkt mit der
folgenden Geraden, so ist leicht zu sehen, dass die Dicke der Figur zwischen
diesen beiden Geraden immer gleich bleibt. Dieselbe Argumentation gilt fur die
Dicke der Figur zwischen je zwei sich schneidenden Geraden. Die Folge ist,
dass die Figur in der dargestellten Konfiguration ein Gleichdick ist und dass die
Kreisbodgen sich insbesondere schlielen.

Es sei hier vor dem Eindruck gewarnt, dass alle Gleichdicks sich aus Kreishbo-
gen zusammensetzen. Walser (2011b) beschreibt etwa Gleichdicks, die sich aus
Evolventenbdgen zusammensetzen.

Umfang von Gleichdicks

Wie steht es mit den Umfangen von verschiedenen Gleichdicks mit denselben
Dicken? Schilerinnen und Schiler kdnnen fiir ausgewahlte Familien von
Gleichdicks den Satz von Barbier entdecken und auf verschiedene Weisen be-
grunden. Er lautet:

Satz von Barbier: Eine ebene Figur konstanter Breite b besitzt den Umfang rb.

Die Schilerinnen und Schiler untersuchen den Umfang von verschiedenen
Gleichdicks gleicher Dicke mit Hilfe einer Simulation, mit der man Gleichdicks
,,abwickeln* kann (vgl. Abb. 13).


http://www.mathe-labor.de/
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Abb. 13: Simulation zum ,,Abwickeln“ von Gleichdicks

Dabei entdecken sie, dass einige Gleichdicks, die dieselbe Dicke wie ein Kreis
besitzen, auch denselben Umfang wie der Kreis haben. Da die Dicke des Krei-
ses sein Durchmesser ist, ergibt sich fir den Wert des Umfangs u = d-z. Ob dies
etwa fiir das Reuleaux-Dreieck wirklich zutrifft, lasst sich mit Hilfe von ganz
unterschiedlichen Zugéngen erarbeiten. Dadurch erdffnen sich vielfaltige Mog-
lichkeiten der Differenzierung.

1. Zugang

Abb. 14: Reuleaux-Dreieck aus kongruenten Kreissektoren legen

Auf sehr elementarer Ebene kann der Umfang eines Reuleaux-Dreiecks enaktiv
erarbeitet werden. Da das Reuleaux-Dreieck auf der Basis eines gleichseitigen
Stutzdreiecks konstruiert wird, kann es aus drei kongruenten Kreissektoren zum



Mittelpunktswinkel 60° gelegt werden (vgl. Abbildungen 14). Wenn die Schiile-
rinnen und Schiler dies mit Foliensektoren durchgefiihrt haben, ist es kein Prob-
lem mehr, diese Sektoren so umzulegen, dass der Umfang des Reuleaux-
Dreiecks direkt erkennbar ist (vgl. Abbildung 15).

Abb. 15: Umfang des Reuleaux-Dreiecks enaktiv bestimmen.

Da alle InnenwinkelgroBen im gleichseitigen Dreieck 60° betragen, ergénzen
sich die Mittelpunktswinkel der drei Kreissektoren zu 180°. Damit ist der Um-
fang des Reuleaux-Dreiecks halb so grofl wie der Umfang des Kreises mit der
Dicke d des Reuleaux-Dreiecks als Radius. Also ergibt sich fir den Umfang des
Reuleaux-Dreiecks: Ugpp =dm



2. Zugang

Alternativ kdnnen sich die Schilerinnen und Schiler den Umfang des Reu-
leaux-Dreiecks aber auch anhand der Zeichnung in Abbildung 16 erarbeiten.

Abb. 16: Herleitung des Umfangs eines Reuleaux-Dreiecks
anhand der Konstruktionszeichnung

3. Zugang

Wenn etwas mehr geometrische Vorkenntnisse (insbesondere Uber den Um-
fangswinkelsatz) vorhanden sind, konnen leistungsfahigere Schilerinnen und
Schiler den Satz von Barbier sogar fur alle Reuleaux-Polygone herleiten. Der
Umfang eines Reuleaux-n-Ecks setzt sich aus der L&nge von n kongruenten
Kreisbdgen zusammen (vgl. Abbildung 17). Der Radius dieser Kreishogen ist
gerade die Dicke d des Reuleaux-n-Ecks. Wenn man den zugehdrigen Mittel-
punktswinkel £, bestimmen kann, ergibt sich der Umfang u, des Reuleaux-n-
Ecks zu

up=ndpg, *
Das Stitzpolygon des Reuleaux-n-Ecks besitzt einen Umkreis. Folglich ist g,

der Umfangswinkel zum zugehdrigen Mittelpunktswinkel u,. Dieser betragt
aber 1/n des Vollwinkels. Nach dem Umfangswinkelsatz ergibt sich:
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Daraus folgt durch Einsetzen in (*): Up=dx
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Abb. 17: Umfang von Reuleaux-Polygonen mit Hilfe des Umfangswinkelsatzes erarbeiten

Anwendungen

Den Abschluss der Laborstation und gleichzeitig eine weitere Mdglichkeit zur
Differenzierung bietet auf der begleitenden Internetseite der Unterpunkt ,,An-
wendungen®. Hier wird ein breites Angebot gesetzt, aus dem die Schiilerinnen
und Schiiler nach eigenem Interesse auswéhlen kénnen. Dadurch werden we-
sentliche erarbeitete Aspekte noch einmal aufgegriffen und vertieft, sowie
Grundvorstellungen zu Gleichdicks in verschiedenen Kontexten (re-)aktiviert.
Unter diesen Anwendungen befinden sich folgende Aspekte:

Mit Hilfe eines Bohrers mit einem Reuleaux-Dreieck als Querschnitt kann man
nahezu ,,quadratische” Locher bohren. Dabei muss der Mittelpunkt des Reu-
leauxdreiecks allerdings auf einer aus vier Ellipsenbdgen zusammengesetzten
Kurve bewegt werden (vgl. Schierscher 2005). Um dies nachvollziehen zu kén-



nen, gibt es bei der Station ein Holzmodell und eine entsprechende Simulation
(vgl. Abbildung 18). Das Reuleaux-Dreieck der Dicke d ist beim Holzmodell in
ein Quadrat der Seitenlénge d eingesperrt, lasst sich darin bewegen und uber-
streicht dabei einen erheblich gréReren Teil der Quadratflache als das ein Kreis
mit Durchmesser d.

Abb. 18: , Quadratische* Locher bohren

Warum sind Kanaldeckel eigentlich haufig rund? Eine einfache Antwort lautet:
Damit sie nicht in den offenen Kanalschacht fallen kénnen. Die Folge ist, dass
sich alle Gleichdicks dafiir eignen, aufgrund des geringen Materialverbrauchs
sogar inshesondere Reuleaux-Dreiecke. Dies wird anhand von verschiedenen
Kanaldeckelmodellen erfahrbar (vgl. Abbildung 19).

Abb. 19: Kanaldeckel



Auch Minzen und Knopfe existieren aus naheliegenden Griinden (Automaten-
schlitze, Knopflocher) in der Form von Gleichdicks. Bei Sicherheitsverschliis-
sen, etwa an Hydranten in New York (Lehmann 2004), werden hin und wieder
Schrauben eingesetzt, deren Kdpfe ein Reuleaux-Dreieck als Querschnitt besit-
zen. Diese sind mit einer Zange oder einem normalen Schraubenschliissel nicht
zu 6ffnen, weil diese abrutschen. Als letzte Anwendung wird noch der Wankel-
motor erwéhnt und mit einer dynamischen Konstruktionszeichnung dargestellt,
dessen Rotationskolben ebenfalls einen Querschnitt in Form eines Reuleaux-
Dreiecks besitzt. Gleichdicks gibt es tbrigens nicht nur in der Ebene, sondern
auch im Raum. Neben der Kugel gibt es noch eine ganze Reihe weiterer raumli-
cher Gleichdicks (vgl. Weber (2006) sowie Kawohl und Weber (2011)).

Das Phidnomen ,,Gleichdicks* besitzt interessante Bezilige zu Anwendungen,
aber auch zur Kreisgeometrie des Mathematikunterrichts, die in einzelnen As-
pekten Uber die Verallgemeinerung zum Gleichdick noch besser durchschaut
werden kann. Aus diesem Grund aber auch wegen der guten Mdglichkeiten, die
sich fur eine Verzahnung von gegenstandlichen Modellen und Simulationen
ergeben, sind Gleichdicks eine ideale phanomenologische Grundlage fiir eine
vernetzende mathematikhaltige Lernumgebung.

Anmerkung

Weitere interessante Aspekte zum Thema Gleichdicks findet man in alphabeti-
scher Reihenfolge unter anderem bei Appell (2011), Kawohl (1998), Kawohl
und Weber (2001), Mayer (1995), Rademacher/Toepliz (1933), Schierscher
(2005), Stihler (2000), Walser (2011c), Walser (2011b), Walser (2011c), Weber
(2006) und Zeitler (1981).
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